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Einleitung. 

Die  für  die  Scbiffsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
Rtft  der  Schiffe  ist  mit  der  allgemeinen  physikalischen   oder  mc- 
ckanischen    Lehre   von    der  Stabilität    schwimmender  KHrper  im 
bozen  einerlei,    nnd  daher,    abgesehen   von  ihrer  grossen  prak- 
(Mcheo  Wichtigkeit,  von  so  allgemeinem  Interesse,  dass  eine  auf 
emige  Eigenthiimlichkeit  Anspruch   machende  Darstellung   dersel- 
ben an  diesem    Orte  wohl    gerechtfertigt  erscheint.    Was  die  im 
Folgenden  gegebene  Behandlung  dlesei'  wichtigen  und  interessan- 
tes Lehre   netrifft,    so  weiss  ich  sehr  wohl,    dass  sich  dieselbe 
«u  Doch  allgemeineren  (Gesichtspunkten,   als  hier  geschehen  ist, 
DuneDtlich   in  analytischer  Beziehung,   auffassen  lässt;    if*h  hatte 
iW  für  jetzt  die  Absicht,    mich  möglichst  dem  Bedürfnisse  der 
Prans  anzubeauemen  und  mich  eben  nur  auf  das  lür  den  ||>rakti- 
Mko  Gebraucn  Wichtigste    zu    beschränken,    wozu   mir  eine  in 
tekster  analytischer  Allgemeiuheit  durchgeführte  Behandlung  we- 
iiiter  geeignet  schien.     Auch  habe  ich  einiges  Bekannte  aus  der 
lifaUMiDen  analytischen  Mechanik  aufgenommen,  um   nichts  wei- 
(eraS  die  Lehren  der  Statik,    namentlich  die  sechs  allgemeinen 
BedingQOgsgleichungen  des   Gleichgewichts,    als  bekannt  voraus- 
xisetzeo.    Bemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,   namentlich  von 
Bonguer    im   Trait<$    du    navire    und    von    Euler    in    der 
Scientia  navalis»   wo  wohl  überhaupt  die  erste  wissenschaft- 
tche    Begründung   dieser    wichtigen  Lenre  gegeben  worden    ist, 
iomer  bloss  der' eingeschränkte  Fall  unendlich  kleiner  Drehungs- 

Ihell  XV.  l 


winke!  in's  Auge  gefasst  ivnrden  ist,  vrsa  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  sein  Bcheint.  Deshalb  habe 
ich  im  Folgenden  bei  den  allgemeinen  Gesetzen  diesen  einge- 
sctiränltten  Gesichtspunkt  verlassen,  und  glaube  gezeigt  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einliichlieit  verlie- 
ren, wenn  man  dem  Dreh un^s winket  eine  endliche  bestimmte 
GrDsse  giebt,  was  mir  namentlich  ftlr  die  Schifltsbuukunst  wichtig 
2u  sein  scheint.  Und  wenn  ich  auch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthütnliche  heanspru- 
cnen  zu  dürfen,  so  darf  ich  doch  auch  nicht  uultemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  nie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
land sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosoph)- 
cal  Transactions  findet,  den  eingeschränkten  Gesichtspunkt 
unendlich  kleiner  Drehungswinkel  aufgegeben,  und  zu  Drehungs- 
winkeln  von  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Daiatellung  ist  aber,  wie  dies  in  England  früher  fast  immer 
gewöhnlich  war,  durcbaiis  synthetisch,  und  gelaugt  nicht  zu  der 
Allgemeinheit  der  fietrachlmig,  welche  die  analytische  Üarstel- 
lungBweise  zu  gewähren  im  Stande  ist,  wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Um  übrigens  diese  Abhandlung 
fär  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen,  habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  für  einige  spätere  Aufsätze  vorbehalten  mtissen,  und  be- 
merke schliesslich  nur  noch,  dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  dt-s  Rollens  oder 
Schlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  le  tangage) 
in  der  vorliegenden  AblianiTEung  ^geben  worden  ist,  um  in  der- 
selben auch  nierfür  eine  theoretische  Grundlage  fiir  einige  später 
folgende  specielle  Anwendungen  zu  gewinnen.  Eine  noch  allge- 
meinere analytische  Behaniflung  behalte  ich  gleicbfalls  einer  spä- 
teren Abhandlang  vor. 


^BR 


GevOr  wir  zu  dem  dgentlicheii  Gegenstande  dieser  Abhand- 
lung Übergehen,  wollen  wir,  um  derselben  eine  mögliebst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Klirpern  entwickeln,  ohne  dabei 
andere  mechanische  Satze  als  die  hei  dieser  Entivickelung  nicht  zu 
umgehenden  Principien  der  Statik  oder  Gleichgewichtslehre  vor- 
auszusetzen, weil  ohne  die  Kenntniss  der  in  Rede  stehenden  sll- 
gemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  völlig  deutliche  und 
gehiirig  wissenschaitlich  begründete  Einsicht  in  das  Folgende 
tilcht  erlangt  werden  kann,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen  Glei- 
chungen  der  Bewegung    eines   Systems    von   Körpern   aber  auch 


fllr^  ▼eraeMedeM  andere  CregensCfinde  der  nmitlschen  Wia- 
^  m,    die  wir  späterhin   In  besonderen  Abhandlungen  au 
n  denken,  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 


§.  2. 

Za  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Schwerpunkte 
einer  JbeBebigen  Anzahl  von  Körpern  xv  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbanden  seieo^  und  wollen  uns  zugleich  j  was  bekanntlich 
werßtmtM  ist»  die  Massen  dieser  KSrper«  welche  durch 


m.  Ml,  m%9  mg,  m^. 


beieichnet  werden  mOaen,  im  ihnen  respectiren  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  woourch  das  in  Rede  stehende  System  von 
KSrpen  anf  ein  blosses  System  materieller  Punkte  reducirt  wird. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  KrSfte  wirken, 
weldie  denselben,  wofern  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wiren»  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Bkhlvnigen  respective  die  Geschwindigkeiten 


M»  tli,  tta,  «8,   U4, 


crtheilen  würden;  so  werden  diesellien  wegen  ihrer  Verbindung 
unter  einander  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entspreclienden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rich- 
tungen mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten,  die  wir  respec- 
tive durch 


«•>   t^l»   t?l»    ^3,   ©4, 


bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  un«  die  Kräfte,  welche 
nach  Ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  stehenden 
Ponkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
selben als  einen  fr-eian  Punkt  ansieht,  die  Geschwindigkeiten 

11,   fl|  ,  t£2>  YI3,  114,  

banrorlMPingn.,  «iis  den  KrüAen,  weiche  nach  ihren  .Riehlungen 
Ab  G#s<£riflH[ligkeiten 

^9   ^\  9    t'f,  Ü3,  ©4,   

hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen  die  GeMbndndigiMiten 

tOf  tTj ,  ^t  Wg,  teil,  

hervorbringen,   zusammengesetzt,  so  können  wir  statt  des  ersten 

1* 


Systems  von  Kräften  die  bevleii  anderen  Systeme  sejteen.  Da  es 
sich  hier  nur.  um  «ine  momentane  Wirkung'  der.  iKräfte. handelt 
so  sind 

mUf  7it|ti|,  nl2^Ji9  tfh^9  ffi^t^^»  ****9 

tnw  9  niiWi  9  m^w^  ^  7%^3 »  tn^w^ , .... 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  btingen  also  unter  allen  Bedingungen»  man 
mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  als  unter  einan- 
der verbunden  denken,  die  Kräfte 

wir,  niiVi,  nifp^,  m^v^,  m^v^j  ....,; 

mWf  miW\9  m^w^y  m^w^^  m^w^,  

gs^nz  dieselbe  ^Virkung  hervor  wie  die  Kräfle 

mUf  miUi,  m^u^,  m^u^,  m^ti^,  

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden« 
so  bringen  die  Kräfte 

fHVy    fttiVi,   Tfl^V^y   m^f>S9  ^4^49    

i 

ganz  dieselbe  Wirkung   hervor  wie  die  Kräfte 

mu,  fttiUi,  m^ti^,  m^thy  w^ti^^  

Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein- 
ander  verbunden  denkt,  die  Krtiite 

tnr,  iWifi,  tn^v^f  ^fh^zt  wi4r4, 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

fnv,  tttiVif  tn^t%p  ntjOs»  1114P4 >•••.; 

mto,  ttiiWif  tn^w^t  nhfo^f  v>A<e4, 


••••  I 


woraus  sich  ergiebt,  das«  unter  derselben  Voraussetzung,  wenn 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems»  wie  es  übrigens  auch 
schon  der  Besriff  eines  Systems  an  eich  fordert,  miter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 

tnwt  WiWif  iii««tg)  m|if|,  m4fr4,  

unter  einander  im  Qlolchgowtchte  mIm  mttssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  sowohl 
die  Kräfte 


» 


I 


wu,  9»iUi,  m^u^,  Watts  >  ^«u«,  .... 


und  die,  in  Bezug  auf  ihre  urspriinglichen  Richtungen,  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

als  aucfi  die,  in  Bezug  auf  ihre  urnprünglichen  Richtungen,   nach 
^o^^engesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

mi£,  iti|tf| ,  tn^u^t  rn^u^^  m^u^y  .... 

und  die  Kräfte 


mp,  niiVi,  u^v^y  »h^s,  m^r^y  .. 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 
Die  Kräfte 


rnuy  ntiUi,  r/i^Ks»  m^u^,  ^4^4, 


pfleg 
der 


_t  man    die   ursprünglich    mitgetheilten   Quantitäten 
er'Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 


mv,  iWiPi,  m^v^y  fn^v^y  W4P4, 


die    wirklich  ;Statt   findenden  Quantitäten    der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 

mwy  miWif  7/t2U72)  '/'3t^3  9  ni^w^y  .... 

die    gewonnenen    oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
wegung. 

Mit  ROckisicht  hierauf  lässt  sich  das  Vorhergehende  in  dem 
folgenden  Satze  zusammenfassen: 

1.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  soliicitirt 
werden,  findet  zwischen  den  ursprünglich  mitgetheil- 
ten Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Bezug  auf 
ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzt 
ten  Richtungen  genommenen  wirklich  Statt  findenden 
Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
Von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  spUicitirt 
werden,  findet  zwischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Ricntungen  genommenen  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.     In  jedem    Systeme    materieller  Punkte,    welche 
ton  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  soliicitirt 
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werdeo,  fiodet  xWtiiebeii  des  geivt^imenen  und  verlore- 
nen QuantitSten  der  Bewegang  Gleichgewicht  Statt 

Dieses  sehr  wicktige  allgemeiiie  Priocip^  durch  welches  die 
Möglichkeit  dargeboten  wird,  jede  Frage  fiber  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  xu  einer  blossen  Aufgabe  über  das 
Gleichgewicht  zu  machen,  oder  überhaupt  die  Probleme  der  Be- 
f^c^ugslehre  auf  die  ProUenie  der  Gleicbgewichtslefare  snrfickr 
zufahren,  wird  nach  seinem  Erfinder,  dem  berOhmten  franzdsi* 
sehen  Philosophen  und  Mathematiker  d*Alembert,  das  d'Alem- 
bert*sche  Princip  in  der  Mechanik  genannt  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  hntwickeluiig  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  anwenden. 


Uie  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteteo 
Systems  wollen  wir  von  jetzt  an  der  Kurze  wegen  durch  die  est- 
sprechenden  Hassen,  also  durch 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dass  am  Ende  einer  gewissen 
Zeit  i  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenommenes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  respective 

Xf  ar» :;  ^i>  ari»  ^i;  ^%*  9%*  ^>  ^3»  jb»  ^;  •— 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coonlinaten  als  Functionen  der  Zeit 
I  betrtthten. 


sentmnten  der  ül^faen  nur  einen,   etwa  d«i  Piukt  m,    in*«  Auge 

»idier  s< 


ReprS- 

fassen,  bemerkenTäer  SQ^eich,  dasB  die  ganze  folmide  Betnoi- 
lang  völlig  In  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
stems anwendbar  sein  wird«  Am  fade  der  Zeit  I,  wo  bekannt- 
lich 4P,  jf,  s  die  Ceordinalen  des  Punktes  m  sind,  sei  v  die  in 
Fei^  der  Be#es«ttg  des  Systems  wirklidi  Sinti  findende  Ge- 
schwindigkell  des  Piuiktes  m,  und  9  sei  der  Weg,  wekhcn  dis- 
ser  Pnnkl  hei  der  Bewegung  des  Systems  in  der  Zeil  i  zu&k- 
gelegt  hat  Liest  man  die  Mit  I  um  Jl  wachsen,  so  wird  s  ona 
J$  wachsen,  and  da  man  die  Gesehwindtskeit  Jh»  Pnnkles  m  ia 
dem  ZeiUnlerTalle  M  mit  destn  gf^*lsserer  Genaatgkeit  als  constant 
odet  seine  Bewi^ng  lli  ihftm  CmUnler^alle  M  mit  desis  p;f66se- 
rer  Genanigkelt  als  gleiehf%rm(s  hetmehlen  kann,  je  fcismer  M 
Ist,  so  Ist  mit  desln  gHlssef^r  Genanigheit«  je  hWintr  M  ist, 

dt=ztM  oder  ^=^  mf^ 

Also  ist  oStttthar  die  Geschwlndigkeil  r  siehst  in  aller  Schirfe  die 
Grinae,  wekher  d«r  l>ilmnt«in|iit>lk'M  ^^  iMi    nihert 


Jt  sieb  der  Null  nähert,  d-  b.  nach  den  Begriffen  der  PiffereQ- 
tialrechouDg,   es  ist  mit  viiiliger  Genauigkeit 

df 

wobei  roao  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  bat,  dass  die  vorher- 
sehende ganz  aligeuieine  Betraqhtung  durchaus  Iceine  besondere 
Beschaffemieit  des  Wegs  s  voraussetzt,  und  dass  also  die  obige 
DiferentialRleichung  eilt,  wie  auch  der  Weg  s  beschaffen  sein 
mgy  dietaelbe  silt  folglich  |;anz  allgemein,  der  Weg  9  mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  behebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krfimniung  sein. 

Beseicbnen  wir  ferner  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  <lie  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  mit  den  positiven 
Tbeilen  dreier  durch  den  Punkt  (^yz)  gelegter,  den  primitiven 
Ceordinatenaicen  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  g>9  ^,  x^  '^ 
•Isd  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  Xy  y,  z  ge- 
Boaimenen  Composanten  der  Geschwindigkeit  v  mit  gehöriger 
Hilcksicht  auf  ihre  Vorzeichen : 

VC0S9,  ocos^,  ocos;^; 

i  i.  nacli  dem  Vorbeigehenden : 

COS9)  .  JT  V     costf^.  g^  ,    cos^.  ^  • 

Nim  ist  aber  offenbar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner 
Ji  let»  d*  I.  mit  desto  grosserer  Genauigkeit ,  je  kleiner  Jt  ist: 

^dP=coos97.^i,  /lly;^eq9i^,4$»  J%=iCQs%.Js; 

•tse  mit  desto  grQsseTQr  Genauigkeit,  jß  kleipei^^^s  oder  41  ist: 

^üp  Jy  /!% 

^■^=^i4i'  '^^^'^'^'^'  ^^n^-j^' 

DalieT  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 

C0S9,  costf;,  cosx 

Ae  GrSozen,  denen  respective  die  Differenzenquotienten 

Jx       J^      4z 
4*  '    4«  '     ^# 

sich  nähern,  wenn  4s  oder»  wfui  ds^elbe  ist,  wenn  4<  sich  der 
Null  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
fol^ch  mit  völliger  Genauigkeit : 

dx  dtf  dz 


8 


t 


I , 


I 


Ako  sind  nach  dem  Obigen 


Bx    ds       dy    ds       dz    ds 
'Bi'di'    di'St'    Fs'dt' 

d.  L  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

dx       dg      dz 

.'  dt  '    Br    dr 

f 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Compa 
santen  der  Geschwindigkeit  v,  mit  |;eh5riger  Rucksicht  auf  dl 
diesen  Composanten  zcuommenden  Vorzeigen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  t+M^  welcher  die  Geschwin 
digkeit  v+Jv  des  Punktes  m  entspricht,  die  parallel  mit  den  Axei 
der  Xf  y,  z  genommenen  Composanlen  dieser  Greschwindi^ceil 
imm»  mit  gehöriger  Rucksicht  auf  die  diesen  Composanten  za 
kommenden  Vorziehen: 

.i  dx  .    ^dx       dv  .    .dy       dz  .     ^dz 

'*  Bt+'^di'    Jt+^I'    Ft+^Bf 


r  ^  Wenn  jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  wirkende,    aber  mit  d« 

[  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  iasofern  also  constante  Kraft  bc 

I  zisichnet,  welche«  auf  die  Masse  Jü  wirkend,    in  der  Zeit  T  di 

i  Geschwindigkeit   V  hervorbringt,   so  sei  p  eine  stetig  wirkende 

!  !  aber  mit  der  Zeit  sich    nicht  verändernde  und  insofern  also  con 

staute  Kraft,  weiche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit  1  di 
Geschwindigkeit  1  hervorbringt  Um  nun  die  KiäÜe  P  und  p  nii 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  P^  eine  stetig  wirkende,  abe 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constant 
Kraft,  welche,  ^|f  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit'  7  die  Gc 
seh  windigkeit  1  liervorbringt, .  und  P^  bezeichne  eine  stetig  wü 
kende,  aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  als 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Ze\ 
T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  hat  man  die  folgend 
Zusammenstellung : 

P,  T,  M,   F; 
Pi.  T,m,  1; 
P.,  r,  1,  1; 
p,  1,  1,  1; 

und  es  ist  folglich,  wie  leicht  erhellet: 

P:Pi=zV:\, 
P,.P^  =  M:\, 
P^:p=l:T; 


I 
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also  durch  Zusammensetzung  dieser  Proportionen: 

P:p  =  MV:T, 
und  hieraus 

PT 


PT=plUV,  also   F= 


pM' 


Setzt  mau  aber  p=l,  d.  h.  nimmt  man  eine  stetig  wirkende.,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend,'  in  der  Zeit- 
einheit eine  der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervor- 
hrhigC,  als  Krafteinheit  an»  so  ist 

PT 

eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Gc- 
braoeh  machen  wollen. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  r/i  am 
Binde  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen 
Goordinatenaxen  der  x,  y,  z  parallele  Kräfte  X^,  V,  Z*  gebracht, 
wis  bekanntlich  immer  mSgiich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kiifte  während  des  Zeitintervalls  M  mit  desto  grosserer  Genauig- 
keit als  constant  betrachten  kann,  je  kleiner  2t  ist,  'nach  dem 
Vorhergehenden 

Xdi       TM      Z'Jt 
m     *        m  '       m 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

jr=^.  F=^.  z=^- 

m  m  m 

setzen, 

XJt,     YJt,    ZJt 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  rn  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X',^  ¥',  Z'  in  der  Zeit  M  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  M  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  i  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  Coordinatenazen  der  or,  jf,  :,  schon  die  Ge- 
schwindigkeiten 

8f  '     hl '     dt 

als  Aniangsgesch windigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor- 
droatenaxen  der  x,  y,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
ZüMti-M'. 


I» 


.^  +  JLit.     -^  -t-  »■ 


V-^ 


mit  (I 

^voM  kaHB  nocÄ 

der  ^eit'  t  mm.  udä 


,:«■  PmikiMi  zu  ei 


u  ;. 


■ti  -U4-— i  ^    - .    in  i'  J* 


Art  > 


•*! 


'•»J'J4-^— <^i-      tt- 


wl 


~" 


^^■.~i- 


W 


V 

.4 


-^> 


*.        »^ 
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und  da  nun  in  Folee'von  d'Alemherfs  Princip  zwischen  den  ge- 
wonnenen und  vemrenen  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  Systems  stets  Gleichgewicht  Statt  finden  niuss,  so  erhalten 
wir  nach  den  alleemeinen  Bedingangsgfeicbungen  für  das  Gleich- 

§ewicht  eines  vömg  freien  Systems,  welche  wir,  wie  schon  in 
er  Einleitung  erwähnt  worden  ist»  hier  als  bekannt  voraussetzen, 
die  folgenden,  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  M  ist, 
geltenden*  Gleichungen : 

2?jii(J[^t-^^)=:0,    2m{YJt'-'A^)=0^  £m(ZM^J^)=0; 

2m\y(Zät--/^^  )  -  r(  K^*-^Jf )  J=0, 
oder,  wie  leicht  erheilet: 

K*-^)=«'  ^'»(^•-J)=0'  -^»(^-^0=«' 

*.|,{z4)-(^4)l=». 

Weil  diese  Gleichungei 

je  kleiner  M  ist,    so  c 

wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichung! 

nähern  lässt,  und  zu  den  Gränzen  (Ibergeht    Dadurch  erhält  man 

aber  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Beeeiclinungen  der  Diffe- 

rentiairechnung  auf  der  Stelle  die  folgenden  Gleichungen: 

2?iii{^-^^)=0.  2^m(r-0)«O,  -Sm(Z-g^)=0; 


n 


oder  die  Gleicbungen : 


'  1 


8^a:  flsu/  3*r 

2:wi(yg~^g^)=2:m(yZ^r), 
oder  auch  die  Gleichungen: 

« 

JStnd^xzzzUmXdt^,  EmShf^IlinYd^,    ümdh—JSmZdfi 
■  2m(xB*y-yd^a;^z=2m(xY^yX)dfl,{  \ 

£m(a^j:—a:S^^  =  -£/ii(z  JC  -  xZ)d(^, 
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Ittt  das  Svgteiu  um  eineu  festen  Punkt  drehbar^  so  erh&lf 
nach  der  Lehrf  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  den  festen  P 
als  Anfang  der  Cootdinaten  annimmt,  für  jdie  Bewegung  des 
Stents  bloss  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

£*n(if^^t^)=£iMl(yZ--zYU 


1 1 
I 


.,  •     £m(z^  '-'X^)=i£mi2X^xaS) 


oder 


Äii(ar8V-y8»^) = £mix  F— yJ08ft 
2^m(y3»z— i8«y)  =  £m(jfZ^z  I')8l«, 
£m(ttßx^x8h)  =;  £m(zX—xZiBfi. 


IS 

ht  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,    so  erhält  mau 
I  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  diese   feste  Axe 
ixe  der  z  annimmt,   wie  leicht  erhellen  wird,   för  die  Bewe- 
des  Systems  Bloss  die  eine  Gleichung: 


'*enA  das  System  bloss  aus  einem  Punkte  l^esteht,  so  wer- 
e  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 


r  ^f 


aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
nmittelbaire  Folge  aus  den  drei  erc^teo  Gleichungen,  und  biso 
eit  erfüllt  sind ,  wenn  die  drei,  ersten  Gleichuiigen  erfüllt 
so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  in  Rede 
iden  Punktes  offenbar  nur  die  drei  folgendeiL Gleichungen:, 

8^?-Y       ^^v        ^^7. 
weil  nach  dem  Obigen 

m  m  tn 

e    drei  Gleichungen: 


'i 
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§.4. 

Wenn  am  Ende  der  Zell  t  die  Coordioaten  des  Schwerpunkts 
des  Systems  der  Massen 

m,  fit| ,  Tilg)  iu$9  17149  .*•• 

durch  JEf  d?»  3i;  ««d  ^e  C«ordinaten  dieser  Massen  in  Bezug  auf 
ein  durch  aen  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes, 
dem  primitiven  Coordiiiatensysteoie  paralleles  Coordinatensystem 
respective  dunch 

l^f  y>  5;  Xi>  Vif  5i;  X«>  Fa*  52;  Xs»  Fä*  ^85  •••• 

bezeichnet  werden;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  vuliiger  Allgemeinheit: 

x  —  X  +  t,    iy=3?  +  F^    ^=S^5; 

xi=X+jCj ,  ^1=3?  +  Yi .  :ii=3;+  h ; 

^«=3e  +  Xa,  ya=3?  +  ya»  2a=5+fe> 

^3=x+Ä^  m-X+y^^  H—^+h> 

u.    s.    w. 
Ferner  ist  nach  der  Lehre  vom  uScbiverpunkte  bekanntPicb 

also,  wenn  ma«  nach  t  differentiirt»  wie  leicht  erhellet: 

Nach  §.  3.  ist  aber 

h'^x  8^u  (ßz 

Zm^^ZmX,    üm^^zjSmV,     Zm^—EmZ; 

also  ist 

8«3e  8*a?  8*S 

^Um^JSmX,    ^Sm=z2mr,    ^i:m=:JSmZ; 


IS 

»der 


W^~^m'    W~2^'     Sit*  ~  2;m  * 
Ibeh  dem  Obigen  ist  aber 


bo  bt  offenbar 

=z«  |(3e+<??+|?)-(3?+r)(^+^)t 


i;»!  (xr-yÄ) = £mux-H)  r-(3Hy)X  i 


?r 


folglich  5  weil  die  Coordinaten 

^*  y>  5;  Xi>  h»  >i;  ^2»  y«»  5a5  ^3»  ys>  ^s;  .••• 

I  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  beziehen ,  also 
h  der  Lehre  vsm  -Schwerpunkte 

2mi:=zO,  2my=zO,  2:is5=0; 
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daher  offenbar 'auch 


ist: 


=  ^^"apf -^3?-gJä-)-2^ö»+-^'»(^8^■-FgJä)• 
FerDer  ist 

imU3e+)c)F^(3?+F)2:| 

=XZmY—  3l2mX + im  (jr  Y-yX), 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

\  ■■  ■■  <  • 

±»i|(3e+)c)F-(3?+F)ii 

Weil  nun  nach  $.  3. 

ist,  60  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


■.■I 


also 


UmOcgJ  -y^)  =  2m(j:Y^yX), 


und   man  hat   daher   offenbar   überhaupt  die  drei  folgenden  Gl 
chungen : 

-Tm  Or  g^ -y  g^ )  = -Smör  F-yJir) , 
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-Em  (j  p-  -,c  g-^ )  =  im  (iX-fZ) . 

Fasst  man  alles  ßiaheiige  zosaminen,   so  ergeben  sich  die 
ehs  folgenden  Gleichungen: 

'^—  2m  '     dfi  —  ■^"'     Bfi"  Um  ' 

J'm  (»  g^  -r  g^  ) = SmdX-fZ) . 

Eine  unmittelbare  Folge    aus  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glei- 
■gen  sind,  wie  man  leicht  Obersieht,  die  drei  Gleichungen: 

„8«3?     ^ygg      ^m(3eF-3?A) 
^a^    »8»3?      2m(3iZ-7lY) 
^^    ^8«8_Jw(8Jg-3gZ). 
d  fllr  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  (3£3?3)  der  Massen 

i  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  hat  man  also  die 
^nden  Gleichungen : 

8«3e     2mX      8«3?     ^my     S^_^mZ, 
W'~    Jm  *     'W~'    Sm  '     S^~    im  * 

„a»3?     ^8«3£     2m{KY-JlX) 
^3^     »  8"3?_  -M3?g-gF) 
»8«3e     ^S"S_  £mCSX-XZ) 

rheil   XV.  2 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  sämmtKehen  zu  einem  Systeme  v< 
bnndenen  Massen 

M,   Mif  m^t   ^8»   ^4i9    *"* 

in  ihrem  gemeinschaftliehen  Schwerpunkte^  dessen  Coordinat 
wir  im  Augemeinen  wieder  durch  X,  3i,  3  bezeichnen  wolle 
mit  einander  vereinigt  ^  und  alle  auf  die  einzelnen  Massen  i 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunk 
der  Massen  nach  Richtungen  angebracht,  die  den  arsprünglich< 
Richtungen  dieser  Kräfte  pararietsind;  so  sind  unter  dieser  Vc 
aussetzung  die  Gleichungen  ffir  die  Bewegung  des  Schwerpunkt 
d.  h.  überhaupt  des  Punktes  (X^^S)»  nach  §.  3.  offenbar: 

8*3£  8*3?  8*?y 

^m(5  gJ-^X g^)  rr-S-m  (3>A- XZ) ; 

also,  wie  leicht  erhellen  wird: 

8*3e  8*3?  «     8*S  ^ 

-^27n-=^mX,     -^"^m^^^mT,    ^^JSmzzz^mZ; 


oder 


(3 -gj -3e  g^) -s» =-»»  (3f jr- 3ez) ; 


*"S?"     *S<«  ■"  J!m     ~  ' 
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Da  diese  Gleichuogeii  mit  den  oben  für  die  Bewegung  des 
SchwerpHokts  der  MasAen 

• 

bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefundenen  Glei- 
cbuDgen  vullig  identisch  sind ,  »o  ergiebt  sich  unmittelbar  der  fol- 
gende merkwürdige  und  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Massen,  welches 
keinen  festen  Punkt  hat,  bewegt  sich  bei  jeder  Bewe- 
gung dieses  Systems  immer  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
wie  er  sich  beweeen  würde,  wenn  in  ihm  die  sämmtli- 
chen  das  System  bildenden  Massen  vereinigt,  und  alle 
auf  die  einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wirkenden 
Kr&fto  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  paralle- 
len Richtungen   angebracht  wären. 


$5. 


Wenn  wir  in  einer  völlig  zur  Ruhe  eekomnienen  Wassermasse ^ 
niis  einen  beliebigen  nach  allen  Seiten  nin  begränzten  Theil  der-' 
selben  denken  und  uns  vorstellen ,  dass  dieser  fheil  einmal,  ohne 
seine  Gestalt  zu  verlieren,  von  der  übrigen  Wassermasse  abge- 
sondert wäre,  so  würde  derselbe  von  einer  seinem  Gewichte  glei- 
chen, nach  der  durch  seinen  Schwernunkt  gehenden  Vertikallinie 
abwftrts  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  hin  ge- 
trieben werden.  Betrachten  wir  aber  diesen  Wassertheil  wieder 
als  einen  Bestandtheil  der  ganzen  Wassermasse,  so  bleibt  sein 
Bestreben,  im  Wasser  zu  sinkon,  natürlich  noch  ganz  dasselbe 
wie  vorher,  wo  wir  ihn  uns  von  der  ganzen  Wassermasse  abge^ 
sondert  vorstellten.  Weil  er  nun  aber,  indem  wir  die  ganze  Was- 
serroasse  als  vollkommen  ruhend  vorausgesetzt  haben,  nicht  sinkt, 
sondern  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  beiludet ,  so 
kann  dieser  Zustand  der  Ruhe  oflfenbar  nur  durch  den  Druck  der 
ihn  umgebenden  Wassermasse  herbcigeföhrt  werden ,  und  da  auch 
kein  Steigen  des  in  Rede  stehenden  Wassertheils ,  keine  Seiten- 
bewegung irgend  einer  Art  desselben,  sondern,  wie  gesagt,  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  ündct,  so  muss 
der  Druck,  welchen  das  diesen  Wassertheil  umgebende  Wasser 
in  seiner  Gesammtheit  auf  denselben  ausübt,  noth wendig  gerade 
eben  so  gross  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Was- 
sertheils, und  die  Richtung  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
den  Schwerpunkt  des  Wassertheils  gehenden  Vertikallinie  zusam- 
menfallen, natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
sein. 

Stellen  wir  uns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor,  so  dass  ein  gewisser  Tlieil  desselben 
in  aas  Wasser  eingetaucht  ist,  welchen  wir  daher  den  eing4}taiieb- 

2* 


20 

tcn  Theil  «Ich  Schiflf»'^)  nenoen  werden,  und  untersuchen  nno 
auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  KrSfte,  welche 
sich  sodeioh  ganz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  gan- 
zen Scniffs,  das  man  sieh  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des 
&:anzeii' Schiffs ,  alle  zu  demselben  gehurenden  Theile  natflrlich 
eingeschlossen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtung  abwSits  wir- 
kende Kraft  vorzustellen ,  und  als  eine  solche  Kraft  bei  allen  fol- 
genden Untersuchungen  in  Rechnung  zu  bringen  hat.  Die  iweite 
auf  das  Schiff  wirkende  Kraft  ist  aber  der  Druck,  welchen  daa 
umgebende  Wasser  auf  dasselbe  ausübt,  und  da  dieser  Dmck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  wurde,  wenn  man  sich 
statt  des  eingetauchten  Theils  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grosse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasserkorper  gesetzt 
dächte,  so  orgiebt  sich  aus  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen 
angestellten  Betrachtung  ganz  von  selbst  und  auf  völlig  unzwei- 
deutige Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff  umgebenden  Was- 
sers auf  dasselbe  als  eine  Kraf^  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchungen  als    eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen    ist. 


---      ,     - .—     -'olgL 

diesen  beiden  Kräften  zu  thun  haben  werden,  welche  wir  daher« 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,   von  der  wir  bei  nnseren  fol^ 


'*')  In  deuturhcn  Werken  über  die  Schiffsltankimst  hoi«it  der  eis- 
getRuchUs  d.  Ii.  der  unter  dem  Wasser  befindliche  Theil  des  Schiffs, 
der  Kwiitrhen  der  l'nCerkante  de»  Kiels  und  dem  Wafi8er8|iiegel  liegeoda' 
Theil  dcsKelbrn.  gewöhnlirb  der  Wasserrnnm.  irorhber  man  i.  B. 
Anf  nngsgründe  der  Srhi  f  f  bankunst  oder  |iractitrhe  Ab- 
handlung über  d  en  Schiffbau.  Ans  dem  Französischen  de« 
Herrn  l>u  llamel  de  Moncean  nach  der  xwelten  Ausgabe 
des  Originals  übersetzt  von  C.  G  D.  Müller.  Berlin.  1791«, 
4.  S.  4 1 0.  nachsehen  kann.  Im  Franzosischen  heisst  dieser  Theil  de« 
Schifls  la  cart^ne.  In  der  EncTclop^die  methodique.  Marine. 
T.  I.  i^aris.  17  8».  4.  p.  2ii(i.  findet  sich  folgende  Erklärung  bei  diesoa 
Worte:  Carene,  s.  f.  cVst  la  partie  snbmerg^e  du  bAtimen^ 
lorN«|u*il  Cut  i\  son  point  de  charj^e.  que  Ton  appelle  nnssi 
oeurre-rfre.  pur  oppoNition  u  rociirre  -morte^  qui  est 
tuute  Im  pnrlit^  du  rorpN  du  nnvire  an-dessus  de  la  flottai- 
son.  («leii'libedentend  mit  ciir^ne  ^ird  ancb  zuweilen  d^placemenft 
de  vnisMeHii  genommen.  A.  ii.  O.  p  CKS.  heisKt  e«:  Deplacement 
fte  r  flfXSeflN  ^  s.  m.  on  voll  (jue  Icn  corps  f  tot  tan  s  plongent 
dan«  Teaii  d'une  pnrtie  de  lonr  volnme;  cette  partie  de  fear 
volume,  ou,  lu  i|  niiul  i  ti^  d'eiiii  q  n'el  le  deplnce  ,  s*app«slle  la 
d^placemont.  Sirene  genommen  int  aber  deplacement  nur  die  von 
dorn  Schitre  verdrjingte  WiniHtTmimiie.  und  so  sagt  auch  z.  B.  Chap- 
man  imTniit«^  de  lii  ciuinl  ruil  ion  de«  ^aisseaux  par  Fr^d^ric 
Henri  de  t-bapman.  'riudull  du  Sui^doiN  et  publi«!^  par  M. 
Vial  du  (-lairbols.  I'iiri«  I  h;MK  4,  |i.  1  ganz  bestimnit:  Le  Depla- 
cement est  le  «ulde  ij  u  n  le  \»iii«e»u  fait  dans  Tean  trän- 
qui  IIa  par  le  voliuiie  de  •»  i  u  i  rne.  rn  raison  du  poida  qot 
Vj  plonge. 
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Seodeo  Unterauchun^eii  audzugehen  haben»  jetzt  iiocIiiUiiU»  in  der 
[Qrze  genau  bestimmen  wollen ,  indem  wir  jedueh  dicHer  Üestim- 
muDg  erst  noch  die  fuigeiiden  Ueinerkungen    vorausschicken. 

Was  wir  unter  dorn  Schwerpunkte  des  Schiffs  verstehen,  be- 
darf natürlich  eigentlich  gar  keiner  weiteren  Erläuterung;  indess 
Baff  vuUiser  Deutlichkeit  und  Uestininitheit  wegen  in  dieser  Be- 
liehung  doch  noch  besonders  bemerkt  werden,  dass  wir  darunter 
inmer  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  aller  seiner  ein- 
nben  Theile,  der  Masten,  der  ganzen  Takelasche,  aller  Kund* 
kulzw,  der  Ladung,  des  Hallastes  u.  s.  w.  verstehen.  Dagt^gen 
nU  im  Folgenden  unter  dem  Schwerpunkte  des  eingetauchten 
Tkeils  des  iSchiSs  immer  der  Schwerpunkt  eines  diesem  Theile 
des  Schiflb  der  Grosse  und  Gestalt  nach  gleichen,  aber,  was  wohl 
n  beachten  und  io  der  Folge  stets  festzuhalten  ist,  völlig  homo- 
genen Körpers,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
Ton  dem  sichiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen 
Waaserkurpers  verstanden  werden.  Euler  in  der  Seien tia  iia- 
ralis.  P.  I.  Petropoli.  1749.  4.  p.  14.  Nr.  28.  nennt  den  Punkt, 
welehen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theils 
gnuuint  und  genau  bestimmt  haben ,  c  e  n  t  r  u  m  ni  a  g  n  i  t  u  d  i  n  i  s 
partis  submersae,  hidem  er  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  wie 
gawuhnlicb  centruui  gravitatis  na  vis  nennt,  und  sagt  darüber 
La  0.:  Ceutrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
inrenietur,  81  pars  submersa  tanquani  ex  materia  ho- 
■ogenea  constans  consideretur,  eiusque  centrum  gra- 
rltatis  deflniatur.  Uoc  itaque  centrum  magnitudinis 
partis  submersae  quoquc  erit  centrum  gravitatis 
aquae  de  suo  ioco  depulsae.  Auch  in  der  Theorie  com- 
plete  de  la  construction  et  de  la  manoeuvre  des  vais- 
aeaax,  mise  ä  la  portee  de  ceux  qui  s'apiiliquent  ä  la 
BarigatioiA.  Paris.  177G.  8.  bedient  sich  Euier  immer  der 
lea  vorhergehenden  entsprechenden  ßenennungen  centre  de 
§Tavit^  du  vaisseau  t^out  entier  und  centrc  de  la  partie 
••abmerg^e,  oubien  simplement  le  cenirede  la  carene. 
kh  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Hittelpunkt  der  Schwere  und  Mittelpunkt  der  Grösse 
■cht  für  unbedingt  nöthig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
im  eingetauchten  TheiU  immer  den  vorher  mit  diesem  Aamen 
Uegten,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  Auchliou- 
gier  im  Traittf  du  navire.  Paris.  1740.  4.  p.  249.  nennt 
iiietfen  Punkt  Centre  de  gravite  de  la  Carene  und  iiigt 
hiDia:  dans  lequel  se  reunit  la  poussee  verticale  de 
l'eau. 

Dies  vorausgeschickt,  kann  jnun  der  aus  dem  Obigen  sich 
iiiinittelbar  ergebende,  für  alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
wichtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lai^e  belind- 
liche  Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtungen  wirkenden  Kräften  solli- 
citirt,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
nadi  unten   hin  wirkenden,    dem   Gewichte   des  ganzen 


A-  c»  "{  3 
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des  ganzen  Schiflb  dorn  Cjewiclite  des  verdrängten  Walsers  gleich 
ist  und  der  Schweriiunkt  des  Schiffj^  mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
nes eingetauchten  Theils  in  einer   und  derselben  vertikulen  gera- 
den Linie  liegt,  in  vollkoniniener  Ruhe  auf  dem  Wasser  schwini- 
nen.    Wenn  aber  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  und  der  Scliwer- 
puoktseines  eingetauchten  Theils  nicht  in  einer  und  derselben  vertika- 
wn  geraden  Linie  liegen ,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils    gehende,    dem  (aewichte    i\e»   verdränt^ten 
Waaaers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts  wirkende  kraft 
eine  Drehung  des  Schiffs  uui  seinen  als  ruhend  gedachten  Schwer- 
punkt hervorbringen,   und  da  die  vertikale  Richtung  dieser  Irt/te 
ren  Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
ten Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauch- 
ten Theils  gehenden  Vertikalebf^ie  liegt,  sei  braucht  man  bei  der 
Drehung  des  Schiffs   um  seinen   ruhenden  Schwerpunkt   offenbar 
inch  nur    diese   Vertikalebene   in*s  A.uge  zu  fassen,    indem  man 
Yon  dem  Schiffskörper  als  solchen  übrigens  ganz  ubstrahirt,    und 
wird  sieh  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  überzeugen,    dass  die 
Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt 
■otfairendig  zugleich  uro  eine  durch  denselben  gehende,    auf  der 
ii  Rede    stehenden   Vertikalebene    senkrechte,    also    horizontale 
gerade  Linie    als   eine  feste   Drehungsaxe  vor  sich  gehen   nniss. 
Ob  aber  diese  so  eben  näher  charakterisirte  Drehung  des  Schiffs 
ii  einem  solchen  Sinne,    dass   dasselbe   dadurtth   nach   und   nach 
ii  die  Lage,  in  weicher  es  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt, 
tebracht  wird,    oder  in   enttregengcsetxtem  Sinne,    so   dass  das 
Schiff,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umschläut,  vor  sich  geht, 
■d  welche  Bedingungen  nothwendig   erfüllt   sein  müssen,    wenn 
entweder  das  Erste  oder  das  Zweite  eintreten   soll ,    wollen   wir 
eben  in  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  aller  nur  möglichen  üe< 
■inigkeit  untersuchen,    indem  durch  diese  Untersuchungen  liaupt- 
sicbUch  die  Bedingungen   festgestellt  wertlen  sollen ,    welche  er- 
flUlt  sein  müssen,    wenn  das   durch   irgend   welche  Ursachen  bis 
xtt  einem  eewissen  Grade  aus  seiner    ruhigen  Gleichgewichtslage 
anf  dem  Wasser  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Lage 
nrflckkehren ,    oder  die  ihm  mitgetheilte   Bewegung   nach   deren 
Richtung  hin  weiter  fortsetzen  und  völlig  umschlagen  soll,    d.  h., 
wie  man  zu  sagen  pflegt,    ob  das  Schiff  eine   gewisse  Standfähig- 
keit  oder  Stabilität*)  besitzt  oder  nicht,    deren   Grösse  zugleich 
auch  in  allen  Füllen  nach  einem  gewissen  Ma«isse  bestimmt  wer- 
den solL    Wie  wichtig   aber  Untersuchungen   dieser  Art   für  den 
Bin  der  Schiffe  sina ,    wenn  dieselben  bei   ihrem  Laufe  auf  der 
See  in  und  durch  sich  selbst  vor  Unglücksföllen  möglichst  sicher 
gestellt  sein  sollen,  leuchtet  sogleich  ein  und  braucht  kaum  noch 
besonders  hervorgehoben  zu  werden. 

Bevor  wir  zu  diesen  Untersuchungen  übergehen,  wollen  wir 
dem  Obigen  nur  noch  hinzufQgen,  dass,  wenn  die  oben  gemachte 
Toranssetzung,  welche  wir  amrh  im  Folgenden  festhalten  werden, 


*)     Auch    die    Stoifi^    der   SrliiiTc*    »[onninit.      Kiii    Srliiü ,    HflolicN 
■ich  lehr  leicht  auf  dir  Suitr  neigt.    briHNt   riiiik. 


dass  nämlich  das  Schiff  schon  bis  zu  dem  Grade  der  EinsenkuDg 
in's  Wasser  gelangt  ist^   dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebeneo  Wassers 
übereinstimmt,  nicht  erfüllt  ist,  so  lange  ein  Aufsteigen  und  Nie* 
dersteigen  des  Schwerpunkts  des  Schiffs  in  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gleichzeitige  Drehungen  des  Schiffs  um  durch  sei- 
nen Schwerpunkt  gehende  horizontale  Axen  Statt  finden  werden, 
bis    jener    Zustand,    wo    das    Gewicht    des    Schiffs     dem    Ge 
Wichte     des     verdrängten    Wassers     gleich     ist   und    demzufolge 
der     Schwerpunkt     des     Schiffs     zur    Ruhe    kommt,    wie     wir 
bei    den     obigen    Betrachtungen    angenommen    haben,    eingetre« 
ten  ist;    diese  Bewegungen  des  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgen, 
scheint   ihrer  Comphcation   wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abhandlung  nicht  angemessen  zu  sein,    indem   es  namentlich   filr 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  aus  dem 
vorher   festgehaltenen   Gesichtspunkte   zu  betrachten,    dass  näm- 
lich das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer^ 
punkte  des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  findet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Drehung  des  Schilb 
um  eine  durch   den    ruhenden    Schwerpunkt    desselben  .gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Theils  gehenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,    wobei  zugleichp 
wie    auch  schon   oben  bemerkt  worden   ist,    diese  Drehung    des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  iBeginnen ,  gewissermassen  im 
ersten  Momente   ihres  Entstehens  betrachtet  wird,   welches  Alles 
man  im   Folgenden  stets    vor  Augen  zu  behalten  hat,    wenn   die 
betreffenden    Untersuchungen   mit    völliger    Deutlichkeit   und   Be« 
stinimtheit  aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  Allgemeinere 
analytische    Untersuchungen    über   die    Stabilität    schwimmender 
Korper  überhaupt  werden   wir  vielleicht  später  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  .unmittelbare  praktische  BedSrfniss 
im  Auge  habenden  Abhandlung  veröffentlichen. 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  auf  dem  Wasser  betrachten.  Die  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  völlig  ruhig  auf 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be- 
liebige Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
Drehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natürlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des' 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  gleich  Hei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  näher 
bezeichneten  Lagen  des  Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
zweite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvörderst  die  folgenden. 
Bezeichnungen  einfiihren. 


Das  Voinraen  und  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  sollen  re- 
i«pective  durch    V  und  G  bezeichnet  werden. 

Das  Volumen  <lea  unter  dein  Wasser  hcGndlichen  Theils  des 
Schiffs  wollen  wir  hei  der  ersten  Lay;e  desselben  durch  V,  bei 
der  zweiten  Lage  dagegen  durch  Vj    bezeichnen, 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  um  eine  gewisse  Axe  aus  sei- 
ner ersten  io  seine  zweite  Lage  wird  ein  Theil  desselben,  tvel- 
clier  bei  der  ersten  Lage  sich  unter  dem  Wasser  befand,  Qber 
das  Wasser  kommen,  ein  anderer  Theit  dagegen,  welcher  beider 
ersten  Lage  über  dem  Wasser  war,  wird  unter  das  Wasser  kom- 
men. Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  re»:pect)ve  der  auf- 
gelauchte  Theil  und  der  untergetauchte  Theil*)  desselben  genannt 
werden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Theils  wollen  wir  durch 
V,  das  Volumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  Vi 
betei  ebnen. 

Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
übri;;  bleibt,  wenn  man  «ntweder  von  dem  unter  Wasser  befind- 
lichen Theile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  den  aufgetauch- 
ten Theit,  oder  von  dem  unter  Wasser  befindlichen  Theile  dessel- 
ben bei  seiner  zweiten  Lage  den  untergetauchten  Theil  wegnimmt, 
durch  V,  so  ist  nach  den  vorher  eingef&hrten  Bezeichnuugen 


10=V- 


V=Vi- 


und  wir  haben  daher  auch  die   folgeode  Gleichung: 

Weil  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewicht  des  verdräng- 
ten oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
ganzen  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offenbar 


sein ,   und  wegen  der  obigen  Gleichung  ist  also  auch 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
Datensystem  der  j:yt  annehmen,  dessen  Anfangspunkt  durch  O 
bezeichnet  werden  mag,  und  wollen  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts des  ganzen  Schiffs  V  in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
ten Lage  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystem 
der  .ryz  respective  durch  A",  K,  Z  und  X,,  Fj ,  Z,  bezeichnen. 
Die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  des  aufgetauchten  Theils  F' 
Bsd  des  untergetauchten  Theile  F,  des  Schiffs  seyen  respective 
x",  2/",  x'  und  :£, ,  Vi ,  !i ;    die  Coordinaten    der  Schwer{)unkte  der 


ciiigCldUclitL'ii  T)ii;i1( 
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ntw  äam  Wauer  befindlichen  Tfa«ile  des  Schiffa  ti«i  atAaet  «rstei 
und  bei  seiner  zweiten  Lage,  deren  Volumina  (lurcli  V  and  Vi 
bezeichnet  worden  sind,  aeien  resjieclive  j:',  y',  J'  und  jr, ,  fi,  Ji 
und  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  K()rpeTs,  dessen  Vo 
liimen  wir  oben  durch  V  bezeichnet  haben,  wollen  wir  durcb  f 
y,  i  bezeichnen;  natüilich  auch  alle  diese  Coordinaten  iu  Bezut 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  syt  genommen.  End 
lieh  sollen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensvstem  die  Coardi 
nalen  des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Volumen  wir  obei 
durch  X>'  bezeichnet  haben,  nSmIicb  des  unter  dem  Wasser  be- 
lindlichen  Thells  bei  seiner  ersten  Lage,  iosoreni  man  eich, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei 
ten  Lage  des  Schilfs  angebiirend,  oder  als  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  liet  seiner  zweiten  Lage  denkt, 
durch  3£',  3?',  5'  oezeicbnet  werden. 

Hierzu  fügen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bmierkunscj 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörpers  aU 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  uns  für  denselben  eigenflicli 
den  äquivalenten,  d.  b.  ihm  dem  Vuluraen  nach  gleichen  Wasser- 
kurper  gesetzt  denken,  den  diesem  Theile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden, tm  Vorhergehenden  eingeführten  Symbolen  oberhalb 
noch  das  Zeichen  oder  der  Index  w  beigefßgl  werden  soll,  wa4 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  gleich  bleibenden  VotumiRa 
keine  Anwendung    findet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  dei 
wifi  wolle»  wir  nun  in  der  Weise  speciaUsiren,  dass  wir  die  Axe 
derz'als  horizontal  annehmen,  und  wollen  zugleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstaltet  ist,  voraussetzen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  uiq 
diese  horizontale  Axe  der  i  erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  geben 
lassen,  sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  ganz  beliebige  horizon- 
tale Aze  auflassen;  die  Ajie  der  x  kann  dann  auch  als  horizon- 
tal, also  dieAxe  der  y  als  vertikal  angenommen  vTerden,  und  alle 
der  Axe  der  v  parallelen  Kralle  werden  wir  im  Fulgeuden  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie  nach  der  Seite 
der  positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  y  bin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  i  nach  derselben  Richtung  bin  ertolgt  sei, 
nach  welcher  man  sich  bewege»  muss,  vvenn  man  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  gelangen  will, 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Ase  der  z  ausgehende 
Ebene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Richtung  hin  von  0°  bis 
360O*)  wachsenden  Winkel  a  beschrieben  habe. 

Bezeichnet  nun  ^  einen  andern  gewissen  von  0"  bis  360" 
wachsenden  Winkel,    dessen  Bedeutung  aus  de»  folgenden  Glei- 
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drangeo  sogleich  gant  von  selbst  erbellen  uird»  ^veshalb  wir  eine 
kesondere  Erläuterung  darüber  zu  geben  der  Körze  wegen  «nter- 
iMaea;  eo  kaoo 

und 

also 

jrj=cos'^cosi»VJC«+  F«— sinV/8in(»\^A"^+  F«, 

F| = sin^cos»  V-X«  +  F*  +  cosif;  sin  w  VJP+Y* ; 
biglich 

JT]  =  Jrcosco —  FslnoD , 
F|=J|[sin(o-f  Fcosfl», 

gesetzt  werden. 

Weil  das  8chiS  in  seiner  ersten  Lage  als  auf  dem  Wasser 
ruhig  schwimmend  vorausgesetzt  wird,  so  ist  offenbar  mit  Rück- 
mcht  auf  die  oben  eingeführte  Bezeichnungsart  Dach  den  aus  dem 
Vorhergehenden  bekannten  Gesetzen: 

w  w 

also  nach  den  obigen  Gleichungen: 

X  =  c'coso)  —  Fsinco, 

m 

Fl  =  jc*  sina>  +  Fcoso  ^ 

Zi  =  5'. 
In  seiner  zweiten  Lage  wird  das  Schiff  bekanntlieh  von  den 

www 

beiden    in    den    Punkten  (X  FiZj    und   (CiFi^i)  nach   entgegen- 

fesetzten  Seiten  hin  wirkenden,  9er  Axe  der  y  parallelen  einan- 
er  gleichen  Kräften  G  und  G  sollicitirt.  Nehmen  wir  von  jetzt  an  den 
Sositlven  Theil  der  Axe  der  y  ni^;h  oben,  den  negativen  Theil 
ieser  Axe  nach  unten  hin,   so  Ist  die  in  dem  Punkte  (XiYiZi) 


www 


wirkende  Kraft  —  6r,  die  in  dem  Punkte  (hYih)  wirkende  Kraft 
dagegen  ist  +  G*  Betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  beiden 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  ge- 
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heade  vertikale  Ebene  der  «i,  oder,  wie  wir  derKflrze  wegen 
Folgenden  immer  sagen  wollen ,  die  Momente  der  beiden  in  H 
stehenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  angenommene  horizontale  1 
hungsaxe,  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  sie  in  den 
ben  Sinne,  in  welchem  die  Drehung  des  SchiSs  erfolgt  ist,  < 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  so  ist  das  Moment  der  K 

—  G  offenbar  —GX^,  und  das  Moment  der  Kraft  +  G  ist  + 1 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durcli 
80  ist 

S=GCc,-Jiri). 

Bezeichnet  man  aber  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf 
angenommene  horizontale  Drebungsaxe,  indem  n^n  dieselbe 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  das  Schiff 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  aufdem^ 
ser  zurflckkehrt  oder  sich  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  dii 
0,  so  ist  offenbar  S^^  —  Ä,  also 

'e=G(z,~f"), 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  da 

Xi=f'coaa~  Fsinu 


@=  GOc'cos«)—  Fsino»— jr,). 

Weil   der  KSrper  V,   insofern  man    sich  denselben   als 
zweiten  Lage  des  Schiffs  angehörend  denkt,  aus  den  beiden  Tt 
len  V  und  F'  besteht,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpnnk 

W=X»'+  FV; 

nnil  weil   der   Körper  Vi  aus  den  beiden  Theilen  V  und  Vy  I 
steht,  so  ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

»,'.  =  »'+ F,;^„ 

»J,=»j+Fiz'. 
Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleicbnogen  ergiebt  sich : 
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M> 


4..  -  rVzzÜPijri  — FtJ?!, 

* 

tr  w  w 

•  I-  W  W  W 

V^  .V  -  V'i'zs  Vi>i  -  F,t, ; 


rr  tff  10  V 

V  .V— V.jTi  =  VsC-  Fl«, , 


w 


V'3?'-V,h=sFy-F,y,, 

IT  W  10  V 

V'3'-Vi)i=FV-Fiti. 


1/» 


'  hnrt  ahor  9  einen  gewissen  von  0^  bis  360^  wachsen- 
stL    <l<\*<sen   Bedeutung  aus  den  folgenden   Gleichungen 
.111/  von  seihst  erhellen  wird,    ohne  dass  darüber  noch 
iihMo  Krläuterung  nOthig  ist,  so  ist  oflfenbar 


M'  A  I  w  w  w  ^  A.  r^  ^ 

X'    ..•<.s(9+a))Y  X^  +  y".    3?'=8in(g.+  «)  y  Jf"  +  F"' 
X' =  cos9>  cosoY  X'*  +  y'*-  sinysinwY  ;:^  +  y'*. 


ir 


i9>cos(iiY  Jf^  +  y'*  +  cosgpsinw Y 


7?'=sin9>co«oiY  Jf^  +  y^  +  cosgpsinwV  X^  +  y*» 
eil  nach  dem  Vorhergehenden: 

3E'=)r'coso>*-'y'siDoo , 

w       w  w 

J^  =  ^VinoD  +  y'cosfl» , 

w        w 

>aher  ist  nach  dem, Obigen: 

l^O^eös»  -  fsin»)  — T^jf»  =  FV—  Fi«, . 


w 


V'Or'sin(»+  y'eo«»)-X>4fi  =  Fy  -  F,^» , 
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Vj'--ViJ,  =  FV— Ftt,; 


also 


w  to  w  w  w 

Vijf,  =TO'(]Ceosw—y'smm)—  V'x'  +  Fja-i , 
Vifi =X>'ör'8in«+y'co»«)  -  F'5'+  F,y* , 

V)  w  w  w  ' 

folglich 

^  — ^'  w  Wir  f^'»         Fl    »     > 

&=zG |— Hjs — '  jc'cosö—  ( F—  ^y')sina)  +  ^ a?'—  ^  iPi- ?  • 

Weit  nun  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben» 

V'=Vi  und  r=Fi 


ist^  so  ist 


10  V^     w       w 


oder 


e=— 6?{(F-y')s»ncö  — ^  (^'— ari)}. 

Vi 

Die  ganze  Figur  im  Raanie  wollen  wir  uns  jetzt  auf  die  Ebene 
der  xy  proj^cirt  denlEen  y  und  von  nun  an  auch  nur  diese  Projection 
auf  der  Ebene  der  xy,  welche  letztere  bekanntlich  auf  der  ange- 
nommenen Drehungsaxe  senkrecht  steht,  ins  Auge  fassen.  Legen 

10  10 

wir  nun  durch  den   Punkt   0:i]^i)    eine  vertikale  und  durch  den 
Punkt  (XiYi)  eine  auf  der  durch  die  Gleichung 

y  =a:tanga) 

/ 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende    gerade  Linie, 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

und  die  Gleichung  der  zweiten  Linie  hat  die  Form 

y— Fi  =  ^(ar-^i), 
wo,  weil  diese: Lhiieaqf  der  durch  die  Gleichung 


Sl 

jfss^tangQ) 

charaktorUHiteD  geraden  Linie  senkrecht  stehen  soll« 

1-f  •^tang(o=0,    A=:  —  cotio; 

folgHcb  die  Gleichung  der  zweiten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
geraden  Linien 

y  —  Fl  =  —  (a:— Jfi)  cotflo 

ist 

* 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Dorcbschnittspiinkts  der 
beiden  durch  die  Gleichungen 

df=:jCi  und  y — F^  =s  —  (or— ^i)  cot© 

cbarakterisirten  geraden  Linien  durch  a:,  y  selbst,  so  müssen  wir 
X,  iß  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mittelst  gewiihii- 
licber  algebraiseher  Elimination  bestimmen,  was  sogleich 

Ml  Mi 

x=j:i,    y—Yx^--  {h-^^i)  cot© 
giebt;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

w       y    w  w  V  ^       Vi 


d.  i. 


;ri=|c'cos© — y^sin© — ^  (a:* — ar^) , 


und 


Xi  =;r'cos©  —  Fsin©, 
Fl  =jc'sin©  +  Fcos© 


ist;  80  ist 


;r=)r'cos© — y'sin©—  ä(^' — ^^i)  * 

19  19  ^'      19  19 

y  =  lepsin© -fy 'cos©  +  ^ä/C^?' — :ri)cot©. 

Nehmen  wir  nnn  die  von  dem  Anfange  der  xy  ausgehende 
gerade  Linie,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
nach  der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y  hin  den  Win- 
kel m  einschliesst,  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  {x)  eines 
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neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (a:)(y)  an,  in  wel- 
chem der  positive  Theil  der  Axe  der  (y)  so  angenommen  wird, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  d&(jc) 
durch  den  rechten  Winkel  ((sc)(y))  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen  müss,  nach  welcher  mau  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  nindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,  des- 
sen Coordinaten  in  dem  Systeme  der  xy  vorher  durch  x,  v  be- 
zeichnet worden  sind,  in  dem  Systeme  der  (x)(f/)  'Auren  (x), 
SO,  einen  gewissen  von  0^  bis  360^  wachsenden  Wmkel,  dessen 
edeutung  sogleich  aus  den  folgenden  Gleichungen  ganz  von 
selbst  erhellen  wird,  aber  durch  %;  so  ist  offenbar 


und 


also 


(x)=:co8%Vx^+y^,    (y)  =  8in%W  x^+y^ 

X  =  cos((»  +  z) V  a:*+y*   y=sin(a)+x)Va:*+y*; 

;r=cos(ocosxV  x^+y^r-'  sin©  sinjjV  ^*+y*, 
y  =  sina>  cos%  V  a;*+y*  +  cosw  sin%  V^a:*+^* ; 


d.  i. 


j?= (^)cosa>^— (9)sino, 
y={x)sin(o+ (y)  cosco; 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

(x)  =    X  cos  (D + y  sin  (0 , 
(y):zz,—  xsin<o  -{-ycoaco. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

(x)  =    x'cos»* —  f 'sin  cocose»  —  w  ( ^' — Xi)cos(o 

+;r'sin(»*  +  J^'sinoocosco  +  =^  (ar'— a:i)cosa), 

V  IT  yt    W      W 

(y)=— jc'sinwcösw+y's"««*  +  «;  (^'"^^i)®''"*** 

w  »  yf  w      w 

+|c'sim»cosw+y'cosa)*.+  =7  (j:'— ari)cosa)Cot(» ; 
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d.  i. 


FslgUch  irt 


r_(y)=.F-?'-5.^^ 


Sin  CO 


and  daher 


abo  nach  dem  Obigen 

e=-G{F— (y)J8iDa). 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  seine  erste  La^e  zurfickgeführt, 
wd  heielchnen  die»  jenachdem  der  durch  die  Coordinaten  x^  y, 
^'  (^)  >  (sO  bestimmte  Punkt  in  dieser  Lage  des  Schiffs  über 
oder  unter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 

aoder  (a:)(y)  liegt  »^  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
tfemung  des  durch  die  Coordin^^ten  x,  y  oder  (x)^  (y)  bestimm- 
ten Punktes  von  ider  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schub  auf  der  Ebene  der  xy  oder  (f)(y)  durch  u;  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordfinaten  offenbar  in  völli- 
ger Allgeroeinheit 


(y)=F+ti, 


also 


a  =  (y)— r,    — ti=F— (^); 
Mglkh  nach  dem  Obigen 

@=6'Msiria). 

Bezeichnen  wir  die,  jenachdem  die  Proiectfon  des  Schwer- 
MDkts  des  eingetauchten  Theils  V  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
Lage»  d.  h.  bekanntlich  immer  die  Projection  des  Schwerpunkts 
des  vou  deiu  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdränctfen  oder  aus 
der  Stefle  vertriebenen  Wasserkurpers ,  auf  der  Lbene  der  xy 
Iber  oder  unter  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
SchiSi  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liei^t,  als 
tositiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  Theils  V  des  Schiffs  bei  seiner 
ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwer- 
Mmkts  des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
ler  M  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
bordinaten  allgemein 


Thdl  XV. 


:i 
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10 


und  folglich,  weil  nacb  dem  Obigen 

(y)=F+t£ 
ist: 


w 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

w       w 
^  V    X' — Xx 


sincD 


d.  i. 


also 


10         w 

(v) — y  =  M — t?  =  =;  •  — * — ~ ; 


■  V      sm© 


Qhd  folglich,    wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdrack  der  Stabi- 
lität einfuhrt: 

w         w 


oder 


Q=6r{i?sin©+^^  {x^—'Xi)]» 


Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen  ^e- 
^ommene  horizontale  Entfernung  der  Projection  des  Schwerpunkts 
des  als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  au^etauchten  Theils 
auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des 
als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  untergetauchten  Theils  auf 
der  Ebene  der  xy  durch  v ;  so  ist  nach  der  Lehre  von  ^der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  allgemein 

tP  10  tO  .10 

x*'=LX^ ^^-  X) ,    x* — Xx  ==  ü ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

P 

0x=:G(=^ü+  t}sin«)). 
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Bezeichoen  wir  das  Gewicht  einer  VolumeDeinheit  Wasser 
mit  o»  80  ist,  da  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 
des  verdrängten  Wassers  gleich  ist, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

@=c51ß'ti8ina) 
oder 

e=5(r't>+vwmw);. 

Noch  einen  anderen  bemerkenswerthen ,  und  in  manchen  Fäl- 
len eine  vortheilhafte  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  f&r  die 
Stabilität  kann  man  auf  folgende  Ai^  entwickeln. 

Nach  dem  Obigen  ist 

W  Uf  w  w 

■od  folglich,  weil  bekaDutlich 
M: 


w       w 


oder 

w         w  w         w 

«i(36'-;rO=F,(;r'-:ri). 
Well  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

@=6rlt}sin»-f  ^(^'— ^i)| 


toty  80  ist  auch 


e=G(3e'— jci+ü8inG)). 


Hach  dem  Obigen  ist  aber  auch 


X'=:  (XOcosa  -  (3?0  sini» , 
Xi  =  Üfi)cosfl>— (fi)sin»> 


wt  die  Coordinaten  (dlf),  (^0  und  (jCi),  (yi)  den  derch  die  Coor- 

3» 
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w       w  w       w 


dinaten  36',  3?'  «nd  Xi ,  Fi  im  Systeme  der  xy  bestinunten  Punk- 
ten im  Systeme  der  (ar)(y)  angeboren  sollen;  also  ist 

■ 

ie-)?i==[(X0-(Xi)]co8w~[(S0-(Fi)]sin«, 
und  folglich 

S=G{i?sin©+[(X0-fri)]co8(ö— [(ih— (yi)]«in«>J' 


oder 

10  10 


S=öV'|i?sinio  +  [(SeO  -OrOlcosoH- [(3?0  — (ri)]8io«>l . 
Weil  bekanntlich 


Ist,  so  ist  auch 


w        w 


^^       W         VI 


also 

F'»=:  VI  [(xo-  Ofi)l  COS«  -  [(m-(n)] «"«» I  • 


w  .         w  vt 


Wir  werden  späterhin  von  diesen  Ausdrucken  Anwendung  zu 
machen  Gelegenheit  finden. 


§.7. 

Weil  wir  die  Drehungsaxe,  d.  h'.  dieAxe  der  z,  als^  horizon- 
tal angenommen  haben,  so  ist  klar,  dass  der  aufgetauchte  und 
der  untergetauchte  Theii  in  einer  der  Axe  der  z  parallelen  gera- 
den Linie  mit  einander  zusammenstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  ^  eines  dem  Systeme  der 
xyz  parallelen  Coordinatensystems  der  ^rj^  annehmen ,  indem  wir 
*  zugleich  den  Anfans  dieses  neuen  Coordinatensystems  in  deo 
Endpunkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie,  so  weit  dieselbe 
dem  aufgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich 
angehört,  verlegen,  von  welchem  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po* 
sitiven  z  oder  f  hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  nach 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
untergetauchte  Theil  mit  einander  zusammenstossen,  durch  a  be- 
zeichnen. Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm- 
ten Anfangspunkte  der  ^iji  an  theile  man  nun  die  Linie  a  in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,  deren  jeder  durch  i  bezeichnet  wer- 
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aa.    dMm  m  Benig  miT  fc  Cvre,   w  wd- 
Waucfiicfce  tw  der  OWriiche  des  ScUfs 
Li^  gcsdnittea  wM,  des  WcrtWa 

0,  i,  2i,  Si,  4<,..~«; 


ist,  To«  t  aU  Afcariiira  lar  dee  «a^pUiiclitcB  and  für 
jcfaTfctca  TWü,    welche  zwei  Tlieüe  wir  hier  iaiMeff 
als  baMacea  adcr  ak  aas  Wasser  bcstelieBd  betracktea,   respec- 


•       1^34  ■ 

*»  sT»  »»  5»,  5r9-.»«^ 


A        I        «        3         4  ■ 

ll»  ll»  ll»  ig»  iät'^ig 

vsA  I  als  Oidiaalea  eatsprecfcea.    Setzea  wir  aaa  Tsnas,    das« 
~~  ~    Ucia  Mi,   aad  beisiduMB  dea  diesea  Wakel  me^ 

m  ciacs  wt  der  Eiakeit  als  Haltecsscr  be- 

Krase  dareli  (i^,  soerciebt  sieb,  da  wir  £e  aaf  der 

i  staliiiffct    stehcadea  Sobaifte  des  aa&eCaacbten  and 

_  lim  TkeÜs  wut  desto  grSsserer  Moaaigkeit,  je 

dar  Winkel  •  ist,    als    Kreissectorea   betraditeB   kusBcii, 

Sitze»  aas  der  Lekre   tob  Kreise  aad  aas  der 

Sckwefpaakte,    dass,   wenn  wir  die  i  der  Sckwcr- 

aaCBetäacktea  Tkrik    P  aad   dea    aaterectaacktea 

Fa  raapacfife  darek  r  »>  &  kcmckaea.  die  Criaica 


laapeetive  Ae  GrSssca 


•  .  1 

J">5^l*i-       Sit)      ^••j 

+  2  «•(•)  ■  — 3j^ —  o»«j  < 
1  «       .    *«"•«•       1 


+f*"<*>-i(ir~~*« 


4V--. 
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1.8..    /^»»"f 


.    1 

j    2  4lisinji9       j 

U.      8.       Vf. 
B— 1  I 

1  B-i  ^il   S'Dg«  1 

+  2*&'  (»)• ^) cos  g- CO, 

d.  i,  respective  <fie  Grössen 

ji(l'> +1'»+!'» +1"  +  •  • +"F^)  sin» 
und 

t 

sich  nftbern^  wenn  n  in's  Cnendliche  wKcb^t,  oder«  was  damclbd 
ist,  wenn  i  in's  Unendliche  abnimmt  oder  sich  der  Null  nähert 

Setzen  wir  aber  allgemein  fdr  den  aufgetauchten  Theil 

und  fSr  den  untergetauchten  TbcU 

so  ist 

|'=F(0).    i'=F(i).    ^=F(2t-)...!rLpX(n-l)i); 

li=/(0),    {»=/'«),    J,=:/'C20,..^i  =  A(n-l)i'); 
und 

F'r  und  Fili 
sind  also  die  Gränzen,  denen  respectiTe 

j  tl  (F(0))»+(F(t))»+  (FCiO)*+  -  +  (F((n-l)i))»}  sin  a> 


30 

und 

J  imO))'+(nO)' +(/'CiO)»  +  •••  +  (/((n-l)!))«!  sin« 
oder»  was  offenbar  gan^  dasselbe  ist,  respective 

j*{(*T(0))»+(fXt'))»+(*T(2i))»+...  +(F(itt))»|  8ina> 


und 


'  5- » U/W)» + (AO)»  +  (/130)» + . . + (^^^^ 


sich  nähern «  wenn  i  sich  der  Null  nähert  Weil  nun  nizzza  ist, 
so  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen die  Gränzen»  denen  die  Grossen 

j  I  K*XO))»+  (fXi))« +(fT(2f))»+ ... + (fXm))»  I  sincD 


^  g-t|(/(0))H(A0)H(A20)»+...  +  (/(m'))»}sincD 

sieh  nihern,  wenn  i  sich  der  Null  nähert,   respective  die  mit  der 

1 
ider  natCbrlicli  als  coostant  z«  betrachtenden  Grösse  rsiiifi»   nulti- 

plicirten  bestimmten  Integrale 


f\mm  «id  f(f(t)m; 


o 

nnd  es  ist  also 


Pr«j  sinaiy>({))^, 

a 

Vih  =g-8in<»y**(A0)»3t; 


folglicb,  iveii  bekanntlich  V  =:  Vi  ist: 


P(|'-j,)=jsin«y"'l(f(0)»-V(0)«ia{; 


oder 
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SlO»        o 


y*"K^(£))»-(/^(0)»)8t. 


Weeen   der  Parallellität    der  beideo  Coordioateniiysteine  der  ' 
und  f lyt  ist 


w        w 

also^ 

w      w 


^'•^=lf'^(f^)'-m)'m 


oder,  weil 


10         w 


gesetzt  worden  ist: 

0 

oder 


Pü  =  jsln  mf\m)^  ^  </(0)»)öt. 


FolgHeh  ist  nach  dem  vorbergehmleD  Paragraphdi  .  •  Mff 

■■•■■i;tj 


/'K*Xö)»-(/^(0)»l3f 

u=i>  +^-2 _._ 


3»^ 

und 


/**[(jFtö)»-(/(o»: 

s=:  Crüsioos  Crte  +*^-2 -5= 


oder 


)]aj 


.  .;i: 


S  =  5iyiisin»=  ö  { «'©  +y /"'[(fXO)*— (/'(O)'PtJsinw. 

Weii  (0  als  unendlich  klein  angenommen  worden  ist»  so  kann 
ean  auch 

A(fXö)»-(A(0)»]3£ 

e  SS <?«(»)  SS  Gl* +'^-2 g^g; Hm) 
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oder 


oder»  wenn  cd  in  Secanden  aasgedrQckt  aogenommen  wird.,  folglich 

(a>)=:ioArcP 


ist: 


P[(F(£))»-rAO)»]at 

e=  CfiiwArcl*  =  C?{  o  +  -^^ ow 1  wArc  1" 


3V 


oder 


e = 5 Viia»Arcr=:  S  ( Vt>  +  J /^'[(^XO)'  -  (/(0)"]3i:l » Arcl" 


■eteo.    BekanDtlich  Ist 


Arcr:= 


206264,8' 


Wenn  die  Linie,  in  welcher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
der  Oberfläche  des  Schiffi  in  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird» 
TOB  dner  geraden  Linie»  eewissermassen  als  Axe»  in  zwei  ein- 
•ader  völlig  gleiche  and  änoliche  Theile  getheilt»  und  die  Dre- 
Imgsaxe  oder  die  Axe  der  z  dieser  Linie  parallel  angenommen 
«ira»  so  kann,  wie  leicht  erhellet»  immer  unter  Voraussetzung 
riaes  anendlich  kleinen  €»,  nur  dann»  wie  es  erforderlich  ist» 
P=F^  sein  »wenn  der  aufgetauchte  und  untergetauchte  Theil  in 
der  in  tlede  ^stteh^nden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  zu- 
auunenstossen»  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  {;  zu- 
saHnenfiUlt»  und  folglicli  allgemein 

fXO=-/«),   /(0=-F(£) 

ist     Also    ist   aoter  der    gemachten  Voraussetiung  nach    dem 
Obigen 


2  f\F(Xim 


3«' 
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oder 


="         *  12»' 


and 


g^=CrlgiPtt=Gtg  +  -   *^  *  *tYy JsiDC» 


2  f'im)^^ 


=G|» *^^ — g=3; Isinio 


oder 


6=GtcsiD(o=G{o  +^ |5m isino) 


Audi  wt 


oder 


Endlich  ist,  wenn  a'xo  Secanden  ansgedr&ckt  ist: 
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2  r'(F(S))'SI; 


2y]V(0)'3f 


=  G{t — — 5=; 1  wArcl" 


oder 


Q=GuaAicl"=iG\v  +  •^-°  ^^,  --  -}  »Arcl" 


=G{v  -^^-^T2V^ )  »Arcl" 


und 


0=SV^«Arel'=r5W'i»+|  f  \fXQ)*9t  j  m  Arcl«- 


oder 


§.  8. 


Wenn  alle  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schiffs  cinaiider  sleiehe  und  Hhnliche  eben^  Fj^reH  sind, 
Qod  diese  Ficuren  auch  rücksichtlich  ihr^r  materiellen  Beschaffen- 
heit sämnitllch  vollständig  mit  einander  übereinstimmen,  so  kann 
man,  wie  aus  den  in  §.  6.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  und 
aas  der  Lehre  vom  &hw€rpunkte  sogleich  erhellet,  alle  in  die- 
^n  Formeln  vorkommend^  €^4tesen ,  natürlich*  mit  Ausnahme  der 
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immer  das  Gewicht  des  ganzen  Schlflb  bezeichnenden  Grosse  Cr, 
auf  nur  einen  dieser  einander  deichen  und  ähnlichen  und  auch 
rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollständig  mit  ein- 
ander übereinstimmenden  Schnitte,  als  eine  ebene  Figur  betra<ji- 
tet,  den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wol- 
len, beziehen.    Daher  ist  nach  §•  6.  unter  dieser  Voraussetzusg 

X>      sino  '  v^     smcd 


und 


Qtzz  Guaina 
=  G  { vsinco  +  «g;  (  ar' — Xi) }  =  G(s^  ü  +  9sina>) , 

so  wie  auch 

S  =  G I  rsinio  +  [(3£')—  fri)]coscö-[(3?0  -  (y ,)]sin  o  | . 

Genüet  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  Ende  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zum  Grunde  gelegten  Bedingung,  wird 
femer  wie  dort  die  Drehungsaxe  der  geraden  Lioie,  welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  vollis  gleiche  und  ähn- 
liche Theiie  theilt,  parallel  angenommen,  und  bezeichnet,  dies 
vorausgesetzt,  q  die  bange  der  geraden  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betrachtung  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schllb 
in  dessen  erster  Lage  die  horizontale  Wasserfläche  geschnitt^t 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,  dass  die  Dre- 
hung des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theiie  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  nindureh 
zu  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  ^,  welcher  bekanntlich  naeb 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist,  zu  gelangen,  also  die 

Sositiven  ersten  Coordinaten,  wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Tbeils  hin  genommen  werden  müssen, 
für  ein  unendlich  kleines  o  offenbar  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte: 

^      ^           2^sin2iD        j              2^sin2©       j 
a:'-af|=ü=-g^j^co8  2«-{ -_.  cosg  »I, 


d.  i. 


«',     "*  2^sin(o 

*  3(cö) 


Nun  ist  aber 
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afao 


FV— ^i)=  Pü=  j^pVmw 


folglich  nach  dem  Obigen: 
also 


M=t>+-7lvw 


oder 

I     oder»  wenn  »In  Secunden  ausgedrückt  ist: 

S=  6««Arcl"  =  G(v  +  j^)  w  Arcl"  • 

Der  in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schnitts  in  seiner 
in  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dasselbe  ist,  der  in 
defr  darch  die  Schwerpunkte  des  Schnitts  und  seines  eingetauch- 
ten Thells  in  der  ersten. Lage  des  Schnitts  gehenden  geraden 
Liaie  liegende  Punkt,  dessen  nach  dem  Obigen  gehurig  als  posi- 
fir  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  Ton  dem  Schwerpunkte 
des  Schnitts  die  von  a>,  welches  aber  jetzt  immer  als  unendlich 
UeiD  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
Bdi  kleine  Drehung  erlitten  hat,  ganz  unabhängige  völlig  be- 
atemte  Grosse 

u=v  +^-^^ — - 


IW 


ist,  ist  zuerst  von  Bousuer  in  dem  Tratte  du  navire.  Paris. 
1746.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor* 
den,  und  da  nun  nach  dem  Obigen 

6=  Gusin  G9, 

Bach  §.  6.  aber  u  positiv  oder  negativ  ist,    jenachdem  das  Meta- 

eentrum  des  Schnitts  über  oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt, 

ao  ist  klar,   dass  unter  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 

fe  Stabilität   des  Schiffs    in   Bezue    auf  die   angenommene  Dre- 

hmgsaxe  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  dass  dasselbe  bei  unend- 

itk  kleinen  Drehungen    von  selbst  wieder   in  die   ursprüngliche 
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Lage  des  ruhigen  Sehwimmeog  zviickkehrt,  oder  die  aneefEuigeiie 
Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt»  jenacndem  das 
Metacentnim  eines  der  einander  gleichen  und  ähnuchen  Schnitte 
des  SchiflOs»  welche  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehen,  über 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  das  Schiff 
in  der  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Wasser  zu  den- 
ken hat. 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  wollen  wir  nun  einige  Anwendungen  auf  spe- 
cielle  Fälle  machen. 


§.  9. 

Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  glej^eh- 
schenKli      —      •      •        •     ^ 

ser,  da^j 

AC=:^BC 

Grundlinie  AJS  des  gieicnscbenkiigen  lireiecKs  Aisv 
horizontal,  die  Spitze  C  aber  nach  unten  gekehrt  ist; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen'und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  A'Bfd  wo  A3*  horizontal  ist,  der  einge- 
tauchte Theil  des  Dreiecks  ABC^  und  werde,  wenn  CD  die  auf 
AB  senjcrecht  stehende  Höhe  des  gleichschenkligen  Dreiecba 
ABC  ist,  AB=a,  CD=ö  und  A'B'z^a:,  CD*^y  gesetzte 
Bezeichnet  dann  u  das  speeifische  Gewicht  der  Materie  des  Pria* 
mas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 

AABCi  AA'RC— liik, 
also 

Nun  ist  aber 

a:b-=^x:y9 

also 

b  a 

y=^x,      x:=^y; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

a  * 


iS 


I        •  '  •,• 


d.  i. 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  von 
V  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  Tom  Schwerpunkte 

2  2  9 

^  =  «^- CD-J  CZ>0=-3  (6-y), 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


2 


und  folglich,  weil 


ist  9  wo  wir  die  Bedeutung  von  p  und  V  aus  dem  vorhergehen- 
den  Paragraphen  als  bekannt  voraussetzen ,  nach  diesem  Para- 
graphen 

oder  auch 

(a«+462)Vfi'— 46« 
"  = 66 

Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

0=Gtt<oArcF 

ist  5  wo  immer  co  in  Secunden  ausgedruckt  angenommen  wird, 
so   ist 

oder,  wenn  man  a=2tt,  6==/?  setzt: 


48 


Wenn  das  Dreiedc  ABC  sleicIiMitis  ut,  oo  iat 
fSci*,  md  fol.i^lieb,  wie  man  leidt  fimEet: 


Wenn  in  dem  gteictwchenklis^en  DreicdDe  AMC  der  'Wm 
ilCB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  |3=a,  and  folgiie&,  wie  n 
leicht  findet: 

Filr    das    gleichschenklige  Dreieck   im   AUgemeineii     ist 
dann  0>O,   wenn 

(fl*+/3«)Vi*-/3»>0, 
d.  i. 

V»*>;^q:^  oder  ^>(^^^, 


i*B 


folglich ,   wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  des  Oreieft 
dnrch  y  beseicbnen, 

^>^     oder     ^<V^  ,J 

ist.  '' 

« 

Ffir  das  gleichseitige  Dreieck  ist  aar  dann  8>09  wem      '\ 

3  9 

iflt. 


1 
16  V, 


Fflr  daA  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  mir  *'*■* 
S>0,  wenn 

i»t. 

Anmerkung.  Der  Auflosung  dieser  Aufgabe  fiige  ich  dm^. 
noch  die  folgenden  Bcmerkunsen  fiber  den  Ausdruck  der  StabiB- 
tftt  bei  unenillich  kleinen  Drehungen  im  Allgemeioen  hinzu.  NIik 
lieh  Bouguer,  Kulcr,  Chapman  und  andere  SchrpftsteSu 
dber  dienen  lilegcnstand  betrachten  überhaupt  nur  die  StabiJ^S 
unter  VnrnitsffctxHng  unendlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  al^^ 
diesen  Hchrlltstcllern  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  ak? 
von  dem  DrehuDgswInkel  oo  ganz  unabhängig,   so  dass  a.  B.  bei 


.,(c|MJYv>^£ 


I  durcli« 


ist.  Wenn  sich  duu  nach  meiner  Meinung  dies  auch  c 
nicht  billigen  laust,  da  insbesoudere  die  «änimtliulieii  obigen  Aus- 
drücke für  die  Staliilität  bei  unetidlich  kleinen  Drehungen  nur 
Mäberunirsauediücke  aind,  welche  desto  genauere  Resultate  lic' 
fem,  je  kleiner  der  Urehungeninkel  la  ist,  und  also  schon  des- 
balb  diese  Ausdrucke  nicht  von  u  unabhängig  sein  künnen,  so  ist 
•lock  auf  der  anderen  Seite  zu  bemerken,  dase  die  von  den  ge- 
nannten und  anderen  Schriftstellern  befolgte  Methitde  darin  ihre 
Hechtfertigung  Gndet,  dass  es  sich  Lierbei  eigentlich  nur  um  die 
V«rgl«ichung  verschiedener  Stabilitäten  handelt,  und  wenn  man 
dann,  um  el>en  solche  Ver(;leichiin&en  mit  Leichljgbeit  anstellen 
zu  können,  immer  denselben  unendlich  kleinen  Drehungs winket 
zum  Grunde  lest,  und,  wie  jene  Schriftsteller  sämmtlich  thun, 
flberhaupt  nur  atabililäten  für  uneadlich  kleine  Drehungswinkel 
betrachtet,  so  ist  es  allerdings  verstattet,  den  Factor  coArcl"  aus 
den  Ausdrücken  der  Stabilität  wegzulassen.  Der  erste  Schrift- 
steller aber,  welcher  die  Stahililät  der  Schiffe  aus  einem  allge- 
meineren und  allein  wirklich  sachgemassen  Gesichtspunkte  lür 
endliche  bestimmte  Drehungswinkel,  betrachtet  hat,  scheint,  ivas 
hier  als  besonders  verdienstlich  hervorgehoben  werden  mues,  At- 
wood  zu  sein,  in  einer  in  den  Phil  osophical  Transactions 
for  the  year  1798.  Part.  I.  p.  201.  unter  dem  Titel:  A  Dis- 
qnisition  on  the  Slability  of  Ships.  ByGeorge  Atwood 
erschienenen  Abhandlung,  die,  wie  icn  aus  einem  der  neuesten 
eni^lischen  Werke  über  die  Schiffsbaukunst :  Treatise  on  the 
Tlieory  and  Practice  of  Naval  Architecture:  beeing  the 
Article  „  Ship-Bu  ilding"  in  the  Encyclopaedia  Britan- 
nica.  By  Augustin  F.  B.  Creuze,  Membre  of  the  late 
School  .if  Naval  Architecture,  President  of  the  Ports - 
mouth  Philosophical  Society.  Edinburgh.  1841.  4*. 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
Engfand  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird,  ao  wie  anch  eine  frühere 
Abnandlung  desselben  Verfassers,  die  in  den  Philosophical 
Transactions  for  the  year  1796.  Part  I.  p.  i6.  unter  dem 
Titel:  The  Constrnction  and  Analysis  nf  j^eometrical 
Propositions,    determining  the  Posilions  assnmed  by 

Ihoil  W.  i 
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« 

homoffoneal  Bodies  whicb  float  freely,  and  at  rest^  ob 
a  Fluid's  Surface;  also  determiDing  the  Stability  oi 
Ships,  aod  of  otber  floating  Bodies.  By  George  At- 
wood  erschienen  ist.  Wenn  man  die  Sache  aus  einem  solchen 
allgemeineren  Gesichtspunkte  für  Drehungswinkel  von  bestimmter 
endlicher  Grü.«ise  betrachtet,  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  auch 
aus  den  dem  Falle  eines  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  «ArcF^  nicht 
weglassen,  weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlung  stets 
beibehalten  werden. 


§.  10. 

I 

Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
formig  dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  detn 
Wasser,  dassin  Taf.l.Fig.  2.  die  Grund fläche^^C,  in  wel- 
cher ^C==^C  ist,  sich  in- vertikaler  Lage  befindet  und 
die  Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  Spitze  C  aber  nach  oben  gekehrt  ist;  man 
soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen  Grund- 
flächen senkrechte  horizontale  Axen  und  anendlich 
kleine  Drehungen  bestimmen« 

Auflösung.  Sei  ABA'B' ^  wo  AfB'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theii  des  Dreiecks  ABC,  und 
werde,  wenn  CD  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Uuhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,  AB  =  a,  CD  =  6  und 
A!B*  =zXy  CD'=:y  gesetzt.  Bezeichnet  dann  fi  das  specifiische 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 


also 


AABC:1x9,ifABA'B  =  \:ii, 


2  aÄ:  g  (a+a:)  (6— y) = ab :  (a-{-x)  (6— y)  =  1 :  ^ 


Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


b  a 


also 


a6:(a+a?)(6— -a:)=a2:o*— a:«=I:fi, 


ab:(a  +jy)(6— y)=6«:6«-2^2=I:f4; 
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a;«=(l-ff)aa,    3^*=(l-^)6«; 


a:=aVT^^      i^=6V^l— fi. 


Hit  Rücksicht  auf  die  aus  den  frOheren  Paragraphen  belsannte 
Bedeutonff  von  v  ist  aber  nach  beliannten  8äUen  vom  8chwer- 
funkte  des  Dreieclis  und  des  Trapeziums 

a+2x  1 


ii,  wie  lUED  leicht  findet: 


*kr 


=|6,(,  +  2i^rr-,)|^}^-i, 


^■d  folglich,  weil 

V  «5  (a+«)(6-y)  =506  ( 1  +  Vr^)  ( 1  -  VT=S  > 


iL 


*=oV^l  — (i,  V=sjia6 


M: 


6fi6  3  ft 

iIm,  wie  man  hieraus  mitteist  leichter  Rechnung  findet: 


«=?g-^t  (a«  +  4A«)Vl— >*— 46«). 


rtl^lich  wt 


1- 


;=  y^  G{(oH46«)  Vl^-46«|  «Arcl*< 


4" 
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Setxt  man  a^^a^  ö  =  ßf  so  i«t 

S= ^^^  G  t  («*  +  ß^)VT^'-'p}  «Arcr  . 

Wenn  das  Dreieck  JBC  gleichseitig  ist,  so  ist  /3«=3o*»  ml  \ 
folglich,  wie  man  leicht  Rndet: 

Wenn  in    dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winkel* 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß  =  €c,  «also 

e =?f<|iiiL)  c  f  2^rz:^_  i)„Arcr . 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur  dam 
0>O,  wenn 

d.  i.»  wie  man  hieraus  leicht  findet:  < 


I 


««(««  +  2/3«) 


■-<f-)- 


ist.    Bexeichnet   man   die    beiden    einander  gleichen  Seiten 
Dmecks  durch  /,  so  Ifisst  sich,    weil  y^=^a^  +  ß^  ist,;dieme 
dingung  leieht  auf  d^n  Ausdruck  '-^ 


Fnr  das  gleidiseit^;e  Dreieck  ist  nur  dann  6>0,  wenn 


i  L  w«Mi  ^  <  1^  ist 


Fir  das  reditwinklige  glekhschschenkli^e  Dreieck  ist  nur  dau^ 
d>Ö.  wem 


Ä.  L  *«W;  *<  j 
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9.  11. 


Soll  das  io  den  beiden^  ▼orhergehendea  Paragraphen  betradn 
tete  Prbma  «owohl  in  der  in  $.  9.>  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
genommenen  Lage  schwimmen  kOnneu,  ohne  omzuschlageo,  d.  b. 
soll  dieses  Prisma  in  beiden  FSilen  mit  einer  gewissen  positiven 
Stdiilitit  auf  dem  Wasser  schwimmen  k5nnen>  so  muss 


5<.<i-5 


sein ,  waa  offenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann ,  wenn 


^-s>s.^(iy<u(iy<\: 


also 


ß         1        ,  * 

£^_    oder  y>/Jv3 

y       v2 


M;    und  weil  nan 


U,  so  muss 


2  Y 


coSnACB  <  -7- 


jZJCiB> 320.46',    ^ACB>e6^.ii' 


sein. 


$.  12. 

Aufgabt.  Ein  rechtwinkliges  v^^llig  gloichrörinig 
lichtes  Parallelepipedon  schwimme  so*  auf  dem  Was- 
er,  das«  in  Taf.I.Fig.3.  seineGrundi'läche  ilffCiisich  in 
irtikaler  Läse  befindet,  und  deren  einander  paral- 
ile  Seiten  AB  und  CD  horizontal  sind;  man  soll  die 
labilitit  dieses  Paralleiepipedons  fjir  auf  derGrund- 
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fl&cbe  ABCD  senkrechte  horizootaie  Axen  and  vne 
lieh  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung,   Sei  ABA'B'y  wo  A'B*  horizontal  and  also 
AB  und  CD  parallel  ist,    der  eingetauchte  Theil  des  Recht 
ABCD,  und  werde  AB=CD=ia,  AC=BD=b  und  AA'=BE 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,    wenn  wieder  ^  das 
Gewicht  der  Materie  des  Parallelepipedons  bsseiciMie 


ABCD:ABA'Bf=l:ii; 

also 

folglich  jr=fi6.    Aber  ofenbar 
und  p=a9  V  =  aj:=?jMi6;   also 


ssd  folglidi 


e=5^^^^«-*«i- 


Es  ist  Dor  dann  6>09  wenn 

ii*-^6Kl-^)^*>0,  d.  i.  J  >  V6^(l-rt 

ist 

Soll  das  Parallelepipedon  sowohl  wenn  die  Seite  «,  ab  i 
wem  die  S^e  6  hmsootal  ist,  mit  einer  eewissen  StaU 
schwimoieD  können,  so  müssen  die  beiden  Bedlngani^ea 


?>V6,t(l-rt.    ^>V"6^a-rt 


cagleich  erfSh  sein,   d.  h.  es  mnss 


a    ^  ] 


neiüieh  ssr  dann  muglich  ist,  wenn 


^^''-''<V^^T;y 


95 


il.  L  wenn 


\  • 


6^(1-^X1. 


•der»  WM  Dasselbe  Ut,  wenn 


p«_^>_g.,  (^_^)t>_ 


1  . 


bt  Fflr  (i=ä  ist  dies  offenbar  nicht  möglich.  Jenachdeni  n, 
irelcbes  natdriich  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss,  zwi- 
schen ö  ond  1  oder  zwischen  0  und  x  liegt,   ist  die  Bedingung 


(f»-5)'>j2 


cfffillt,  wenn 


ii. 


ii. 


II. 


II. 


d.L 


«*>^(1+Vä^   oder   »»<^(l-^3). 


^  V3-H       .  ^V3-l 


''>3=:W    "'*"   '"<'3+V3 


f*  >  J(3+  V3)  oder  ft  <5(3-  V3) 


ist. 


Dass 


g<J(3+v3)<t.   0<J(3-V3)<^ 


Ist,  erbellet  adf  der  Stelle. 

Für  <i=:6,  d.  h.  im  Falle  eines  Quadrats,  ist 
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lind  es  ist  nur  Ö>0,  wenn 

6^(l-fi)<l 
ist,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden   für 

,      .        f*>  J-(3+V3)  oder  ft<^(3~v3). 

1  .  t    .      • 

jenaehdeni  fi  zwischen  5-  und  1  oder  zwischen  0  und   0  liegt. 


Für   11*  =  2  '®* 


3 

6fl(l— fA)  =  ^, 


tind   folglich 


:'.» 


6f*(l-f*)>l. 


fläch 
d 

ABCD  und  zugleich  auch  die  Diagonale  ^i?  sich  in  ver*  1 
tikaler  La^e  hefinden;  man  soll  die  Stabilität  diesi^a.  ^ 
rechtwinkligen  Paralleiepipedons  für  auf  der  Grund-  i 
fläche  ABCD  senkrechte  norizontale  Axen  und  unend-  ^ 
lieh  kleine  Drehungen  btestiAitnen. 

Auflösung.    Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  Pan,  - 
rallelepipedons  sei  f*,  una  die  Seite  des  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a  bezeichnet. 

1       '  ' 

Wenn  fi<2  Ut,  so  sei  BEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  a.,  wo  EF   ^ 

horizontal    ist,    der    eingetauchte    Theil    des   Quadrats    ABCl^.*^ 
Dann  ist 

ABCD:BEF=l:^. 

und  folglich,  wenn  wir  EF^=^x,  BG=y  setzen: 


2.1  1 


1  - 
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Offenbar  ist  aber  ar  =  2y»  also 


folglich 

Nach  bekannten  Sätzen  ist 


und  weil  nun 


^=j?=2aVfi»    :0'=:^a?^=jxa'' 


i«t,  so  ist 

2  2  1  4  1 

it=  -j  aVi»  +  aCg-  Vfi  —2  V2)  =  a(  jVf*  -  -2  V2) ; 

Mglich 

e=a«?(Jvf*— 2-V2)«)Arcr==aG(|-V|*  — vi)wArcr'. 

Wenn  ffts^*  i«t,  so  sei  £CZ>  In  Taf.  I.  Fig.  4.  6. ,    wo  CD 

horiiontai  Ist,  der  eingetauchte  Tbeil  des  Quadrats  AB  CD,    In 
AesMB  Falle  Ist  nach  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  Stabi- 

Bllt,  wenn  man  in  demselben  |»=~a  setzt: 


C{=aC?.4^g--  coArcl". 


Wenn  fft>-^  Ist,   so  sei  BCDEF  in  Taf.  I.  Flg.  4.  c,    we 

EF  horizontal  ist,  der  eingetauchte  Theii  des  Quadrats  ABCD. 
Dann  kt 

ABCDiBCDEr^lifk, 

«od  folglich»  wenn  wir  EF^^Xy  AG^iy  setzen: 

•^  \    a*:a*— ;  2"ajys=t:(*, 
ibo>  well  4?s=3y  ist: 


oder 


foigiich 
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a«:-jara=l:l— fA, 


a?=2a  VT— f*,       y  =  aVl — 


Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  eingetauch- 
ten Theiis  BCDEF  von  dem  Punkte  B  durch  z,  so  hat  man  nadi 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  Gidchung 


d.  i. 


^aV^.ABCD=z.BCDEF+(aV'^-  ^y).AEF, 


1  112 


und  folglich  9    wenn  man  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  dem  Tor- 
hergehenden einfährt: 

1  2   i 

i:'     .  ■rtaV2=r^-|-(l-r-^)(V2-^-jVl— fi)a,  i 

,   •  1  ■  ■  ■   ■  ■  I 

woraus  sich 


rl  . 


V2-2(l-,»)  (V2-^  Vl^iö. 

'= — 2;r " 


ergiebt    Also  |st 


I      ,  • 


d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

1  — 


(|v3_|^i— ^)^. 


und  weit  nun 


I 

^=ar  =  2aVl — fi,  iP'=a* — -^xy^yLü^ 
ist»  so  ist  ^ 

also  '"■■■.' 

vi  '   •  ■  -  • 

FolgRch  ist 

?   -       ■  '  •  .  . 

■■■ii"--.,.         ■'  ,  ..".  ■  .•         •.■ 

«der 


«  =  ^-^aG  4VI=^-^  ^  «Arcl" . 


•'  ) 


Füi;.  fi¥=^  ergiebt  sieh  aach  hieraus 


&=aG.^y  2*(oAxcV'. 


Ffir  fi=~  ist  jedenfalls  e>0 
Für  ft<2-  ist  6>0,^i^enn 


_4 
3 

ist. 


^^>y  ¥'  f-.^-  <^^32 


För  i*>"2    *«*  0>O,  Wenn 


.  .  i .     j  .  1  ■  i*  ■ 


23 
32 


ist 


»  I 


•     ; .    :  , 


I. 


,'  •       5.»  ► 


■}.;;■:...-  .\-      y\-  '•■•  ,       :      '■    -  ■■  ».    - 


>■'    \       1   :     ■       .' .  4  i  ■ 


6» 

r 

§.14. 

Aufgabe.  Ein  über  dem  Parabeisegment  ACB  io 
Taf.  I.  Fig.  9.,  wo  CD  die  Axe  der  Parabel  ist  uod  AB 
auf  CD  senkrecht  steht,  als  Grundfläche  beschriebener» 
▼  öliig  gleichförmig  dichter  gerader  prismatischer  Kor«' 
per  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  paraboli- 
sche Grundfläche  ACB  sich  in  vertikaler  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Korpers  für  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horizontale  Axen  und  unendlicl^ 
kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflosung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prismatischen  Körpers  sei  (t,,  und  CD  und  AB 
mögen  respective  durch  a  und  b,  der  Parameter  der  parabolischeD 
Grundfläche  soll  durch  o  bezeichnet  werden.  Ist  nun  A*CB\  w« 
A'B*  horizontal  isit,  aer  eingetauchte  Theil  der  parabolischep 
Grundfläche,  so  ist 

also,    wenn   CD*  und  AB  respective  dbrch  x  und  y  foezdcfanet  : 
werden,    nach   einem  bekannten  Satze   von  der   Quadratur    der 
Parabel 

2         2^ 
-Ä- a6: -»  ^y  =:  a6  ::ry = 1 :  fft . 

Nun  ist  aber  ferner  bekanntlich 

6=2V7ä,     ys=:2VfS; 
also 

oder 

folglich 

»•  •  ■  '     •    '   y  '   ■ 

i'i 
Mach  einem  bekannten  Satze  voff  dem  Schwerpunkte  der  Para* 

bei  ist 

■ 
und  well  nun  ,j 
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also 


ist,  so  ist 


M=ap— «rt(l— V]?), 


folgtich 


e=Lj;>— gaCl-V'ji^JlGwArcl" 


Soll  €(>0  sein,  so  niuss 


^p-.la{l-Vii^>0. 


d.i.,  wie  man  leicht  findet: 


Vf*«>l- 


6a 


$.  15. 

Aufaabe.  Ein  gerades  vierseitiges  PrismavonvOliig 
gleich  förmiger  Dichtiglceit,  dessen  eine  Grundfläche 
10  Taf.  L  Fig.  6.  des  Trapezium  ABCD  ist,  in  welchem 
letzteren  die  Seiten  Ad  BD  einander  gleich  und  gegen 
die  parallelen  Seiten  AB,  CD  unter  gleichen  Winkeln 
geneigt  sind>  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die 
GraDofläche  ABCD  sich  in  vertikaler  Lage  befindet 
VBd  ihre  parallelen  Seiten  AB,  CD  horizontal  sind; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Aafldsang.  Sei  ABAß,  wo  AB^  horizontal  und  also  den 
LinieD  AB^  CO  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Trape- 
ziums  ABCD,  und  werde  AB=a,  CD=:b,  ABf^^x  gesetzt, 
die  Hohe  des  Trapeziums  ABCD  aber  durch  A,  die  Htme  des 
Trapeziums  ABAd*  durch  y  bezeichnet.  Ut  dann  \k  das  speci- 
iiscoe  Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten 
Grfloden  ... 
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ABCD.ABA'B'-lin,. 

■ 

also 

1  l 

Nun  ist  aber,  vrie  leichl  erhellet/  allgemein 

a  —  b:af—x=h:y, 
also 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

•■  ,  .   '  . 
also 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  findcft: 

1  /a  +  2^        a+2b  A 

und  weil  nun 

ist  I  so  ist 

_l/o+2£         a+^b^\  ,         gr« 
"— 3Va+;v  ^"^a+6  V*'6(fl  +  ar)y' 

alse,  weil 


■  i .. 


a— j? 


istt 
oder 


II 
1 


«3» 

Fülirt  man  nan  id  diesen  Ausdruck  den  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Werth  von  x  ein,  so  erhält  man: 

■•"  O|*(o+A)A 

nnd  fär  die  Stabilität  0  hat  man  den   bekannten  Ansdruck: 

esGiiwArcF, 

n^obei  anendlich  kleine  Drehungen  vorausgesetzt  werden. 
Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert,  dass 

II«— |ii(a«— 6«)^0,    d.  i    (i(a'^'-b^)'^d!^ 

sei.     Dies  ist  fär  a^ö  immer  der  Fall,    Tur  a>6  aber  nur  dann,, 
wenn 

ist. 

Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u  positiv  ist,  wofTir 
wir  der  Kürze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeln 
wollen. 

Setzt  man   in  dem  obigen  Ausdrucke  von  u  die  Seite  a==0,    - 
so  wird,  wie  man  leicht  findet. 


6«Vfi      2A 


oder 


also 


6A  3 


^^ SÄ ' 


e=(?^^!±i^ti*!.Arcl'', 


64 

was  ^tis  mit  dem   in  §.  0.  gefundenen  Ausdrucke  der  StaMIIHf  ■  '^ 
abereinstiiunit.  --i^ 

Setzt  man  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  Ton  ic  die 
Seite  6:=s0»  so  erhält  man: 

_  0»  ( I — fi)  yT^**_  2A(]-ft)(i— vr^) 

--  y^** !  («H4A>)^l='f. -4A« I , 
uisu 

I  

«=s~<!^(?t(fl«+4Ä«)vr=;r-4A*iwArci",         '  '»' 
"  "1 

wttM  KuiiM  mit  dum  in  $.  10.  gefundenen  Ausdrucke  der  Stabilität    i 
flbercluMtlmmt. 

:« 

*   . 

Bei  den   vorhergehenden  Aufgaben  nahmen   wir   immer  das 
Siiblfl  als  einen  bomogeneu  oder  yollig  gleichförmig  dichten  K9r- 
|ier  an,  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizontiden  Dreboiigs»  ii 
axen  »aukrecbt  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  unter 
einander  vOllig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen,  und  es 
wurden  nur  unendlich    kleine  Drehungen  des  SchiffiB  betrachtet. 
Jetzt  wollen  wir  nun  einige  Aufgaben  auflosen ,  bei  denen  wir  den 
Ürehungswinkel  nicht  unendlich  klein,  sondern  von  einer  endlichen  , 
bestimuiten  Grüsse,    und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als'*'^ 
einen  vüllig  gleichfümiig  dichten  Korper  annehmen,   aber  voraas- 
bützen  werden,   dass  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizonta- 
len Drehungsaxen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
lieh  gleiche  und   ähnliche  Figuren  sind,    und  auch  rucksichtlich    . 
ihrer    materiellen  Beschaffenheit  vollkommen   mit    einander  über-  ' ' 
einstimmen.     Unter   diesen  Voraussetsuogen  wollen  wir  uns  nun 
zuerst  mit  der  folgenden  Aufgäbe  beschäftigen. 


HS 


§.  17. 

Aufgabe.  Eioer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drehunffsaxeti  senkrecht  stehenden, 
sämmtlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rficksichtiich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  völlig 
mit  einander  über  ei  UKti  mm  enden  Schnittendes  Schi  ffs  sei 
inTaf.  II.  Fi^.  7.  die  dreieckige  ebene  Figur />&£,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
DCE  und  in  derselben  die  den  V/inkei  DCE  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  mansoll  die  Stabilität  dieses  Schiffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Drehungsaxen  ffir  den  beliebigen  Drehungswinkel  oo 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  dass  ACß  der  einge- 
tauchte Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  des  Schiffs, 
und  also  AB  die  horizontale  Durchschnittsliuie  der  Ebene  des 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung 
des  aufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
femer  an,  dass  ^' CS'  der  eingetauchte  Theil! des  Schnitts  DCE  bei 
der  zweiten  Lage  des  Schiffs  ist,  und  dass  ÄOA'  und  BOB*  respec- 
tive  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE 
sind ,  so  mfissen  wir,  weil  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte 
Theil  bekanntlich  immer  einander  gleich  sind,  die  Gleichheit  die- 
ser beiden  Theile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  au- 
feuscheinlich  durch  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA\ 
iOB'  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A'B  so  be- 
stimmen, dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O  mit  der 
als  gegeben  zu  betrachtenden  Linie  AB  gegen  diese  letztere 
Linie  unter  dem  gegebenen  Winkel  AOA'=BOB':=zg)  geneigt 
Ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA*,  BOB'  einander  gleich  sind. 
Aof  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  AB'  zu  bestimmen 
soeben. 

Zu  dem  Ende  werde  der  als  (gegeben  zu  betrachtende  Win- 
kel DCE  durch  S  bezeichnet ;  dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA,  die  offenbar  einander  gleich  sind ,  weil  unter  den  gemach- 
ieo  Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  sieich^tchenk- 

liges  Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist,  =90^ — ^0.     Wegen 
der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA\  BOB'  ist  aber 

AO.A'0=zBO.B'0, 
und  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  ist 

AO:A' 0=  sin  (ISO« -  w-  QO«  +  ?-  0) :  sin  (QO^—  ~ö), 

ÄO:Ä'O=:sin(l800— (»-90*>— jd):  sin(90<>+^e); 
Thnl  XV.  & 
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(1.  i. 

1  1 

BO:B'0=zcoB((o+  g  e)  :  cos^ö. 

Setzen  wir  nuD  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  Linie 
Aß=:Q,  SO  haben  wir  zwischen  den  vier  unbekannten  Grössen 
AO,  BO,  A'O,  B'O  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

AO^BO:=iq, 
AO.AOz=:BO.B'0, 

-4O.cosä*0=-4'O.cos  (» — ttö) 


> 


ÄO.co82^=iJ'Ocos((ö+2Ö); 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen^   aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

cos(ß}— jT  S)                       cos(aH-  5"  ö) 
AO^AO f ,BO-BO £-.  ; 

COS^O  COSg*^ 

also  ist  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen: 

^'O.cos(a)— 2^)+*'O.cos(w  +  ^0)=^cos2Ö, 

A'Cfi,  cos(w  - 1-  0) — Ä'O«.  cos  ((0  +g-  0) = 0. 


Man  setze 


i4'0.cos(a)-,2  0)  -  Ä*  O.  cos  (w  +  ^  B)  =  t\ 


so  ist 


i4'0«.  cos(w— ,^0)«— Ä'0«.cos(fi)  +,^  0)«=  ^T  cos^e, 
und  wenn  man  nun  die  beiden  Gleichungen 

i4'02.cos(a);-.|^e;«-Ä'0«co8(co  +  ^e)«=pTCOs|e, 


«7 

mit  eiiMuider  yerbindet«  so  oiliSlt  man: 

l      '  l  1  1 

d.  i«,  wie  man  leicht  findet: 

^  cot  Q  0 

^'0»=  f  — T, 

2sin  a>co6((o— ^  5-  B) 

ecotg  Ö 
Ssin  00  cos  (o  -f  5*  ^) 

NefamcfD  i?ir  nun  an^  das«  00  nicht  90^  und,  wie  sich  schon  von 
seÜMst  versteht,   S  nicht  180^  übersteigt,   so  kann  offenbar  der 

absolute  Werth  von  o-^^d  nie  90^ übersteigen,  und  cos(g)  —  ^  B), 

ist  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  positiv.  Weil 

nun  auch  if,  sine»,  cat^S  positiv  sind,  so  ist 

QCOt^ß 


2sin  00  cos  (w  —  0  ®) 


positiv,  und  wegen  der  Gleichung 

Q  cot  ö  Ö 
^'0»=i= 1 1 

2sin  (0  cos  (oo  — g  ^) 

HIU88  folglich  nothwendig  r  eine  positive  GrOsse  sein.    Also  muss 
ofenbar  wegen  der  Gleichung 

^cot^6 

»'0«=: 1 — t 

28ina>co8((o  +  ä*  ^) 

5«     , 
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noth\veDdigcos(oi-f5'^)  positiv  sein,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe 

möglich  sein  soll,  d.  h.  o-l-o^'  welches   untei:  den  gemachten 

Voraussetzungen  jedenfalls  180^  nicht  überstei^,  darf  90^  nicht 
übersteigen »  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  mOglich  sein  solL 

Weil  nun  nach  dem  Bisherigen 


J        »  1 

28inocos(a) — «0)      2sinG)cos(o4-Ä-^) 

und  T,  sowie  ihrer  Natur  nach   auch  A'O  und  B'O  nositiv  sind, 
so  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


QCOtaS 

2sin(o  cos  (w  —  o  ®) 


ocotö® 
2sin  o  cos  (a>  -f  5-  ^) 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


ilf= 


2V= 


^cotöö 


2sin(o  cos(co —  s"  Ö) 

^cot^ö 
2sin  <o  cos  (w  +  zr  ö) 


setzen : 

AO=zMVx,  JffO=zNvt. 

Führt  man  diese  Ausdrücke   in  die   aus   dem  Obigen   bekannte 
Gleichung 

A'O.  cos  (a-^e)+B*0.co8((o+z^S)=QC08^S 
ein,  so  erhält  man 
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11  1 

also 

1  ^ 

Vt= j j —  ' 

Äcö8(a>— ij-d)  4-iVco8(o>  +  o  ö) 

oder»  wenn  man 


M'  =  JV  cos  (w —  5"  ^)  = 


1  ^    /    ^^®*(® — 5^)cot5d 


2810(0 


1  4      /     pC0«(<»+f7d)C0tg-ö 

iV'=Aco.(«,+5e)=\/  ^^_1- 


setzt: 


^^^pcos^-Ö 


ilf'  +  JY' 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

j,^ pilf cos  g-ö.  ^iVcOS  rt  S 

also 

In  Bezug  auf  O  als  Anfang  und  O^'  als  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Schwerpunlcte  der 
Dreiecke  ÄOA  und  BOB'  nach  der  Lehre  vom  Scnwerpunkte 
des  Dreiecks  respective: 

^iAO.cos(0'\^A'0)  und  --^(iBO. cos co^^^'O); 

folglich  ist 

ü=3  (i40.cosco+i4'0)+  ^(ÄO.cosa>+Ä'0), 


d.  i. 


V  =  jK^O  +  ÄO) cos  w -f  (il'0+ J5'0)l 


oder 

ü = y  (i<Ä .  cos  »  +  AB'), 
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eo8((o  —  ^®) — cos(a)  +  -2"ö) 

Y  cos  (w  —  2"^)  cos  ( w  +  ö®) 

2sin  09  sin  ^  S 

Y  cos  (w  —  ö  ®)  c<>s  (o>  +  5  ®) 


und  der  Nenner  ist 


cos(g) — 5  0)  —  cos  (a> -f  5"  ö)  —  2sin  CO  sin  ^  6 ; 


also  ist 


M'+N'-^^l rz    '^- — i — 

Y  cos  (»  —  2  ®)  c^®  (®  +  o"^) 

=Y  8ec(w— '2^)scc(o»  +  9®); 
folglich  nach  dem  Obigen: 

ü=^^tcos<o-|-cos  ^S  Y  ß®<5  («> "~  2Ö)sec(a)  +  50)} 
I      cos 2"  ö  +  cos  (0 Y  cos (<ö  —  2  0)  cos  (od  +  jjS) 

=3P. ■/  1  1   

Y    COS(O)— 5  0)CO8(fl)-|-o^) 


Ferner  ist 


ilf= 

cos 


V 


1       4  /  g««4^ 


folglich  nach  dem  Obigen: 

lU  1 


"*"  y  cos  («-  J©)   jy  C08(«>-^©)  +     y  C08(«+^e)j 


also 


ilfcos  (m  —  5-8)  j 

(Üf'  +  No*     - 


|Ycos(«— g«)  +  y  cos(«+-|©)  ( 
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2|cOflwcos-^6+Y   C08(a>— o-d)C08(0)-|-5-d)} 


laber  nach  dem  Obigeo 


Q^coß  -g-  S  sin  o 


F'= ^  

4tco8o>cos-^  Ö+  Y  co8(o> —  -qB)  cos  (w  +  yö)! 


l«o  ist 


fcd 


e 

f 

3 

c 
c 

+ 


e 

OD 

o 

09 

8 

+ 


o 

S' 
8 


o 

OB 

8 
I 

s 

8 

■ 

+ 


o 


K,ll- 


+ 

o 
« 

8 


II 


n 

e 


8 
I 

o 

Ol 

+ 
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Hultiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 


cos  2^  -f  cos  00  Y  cos(»—  ^  S)  cos  (»  +  äO) 
cos  5  0  COS 0)+  Y  cos(oo—  ö" ö) cos  (ö)+  Q  Ä) 


mit 


cos 


o^— «cos  (0  Y  cos  (od —  ö®)co8 (co+  ö). 


so  wird  der  Zähler. 


cosäÖ* — co8o>*cos  (od — 5"  0)  cos  (od +5-6) 

= cos  5©* —  cosflD*  (coscB^  COS  5  #*— süiijAin  0®*) 

=  (1  —  COS  «*)cosa®*  +  süiai^cos»*smoO* 
= sino^cosi»*  +  cos  56*), 


und  der  Nenner  f|fird: 


COSMCOS 


j«»  +  coö  -«y  cos  (•  -  ^e)cos(«H-4  ^> 


=:co8«cos  j*^— «osä'cos'jÖ*  +  sin«^  cosMsin  ^-O* 

l-siBM^COS^  Y  €08  (•— j«)  C06(«+ jd) 


=  siiid>tcosM  +  co8^6Y  "^^^^^  y«)c«(«  +  YÖ) 
Also  ist  »tdi  dm  OMyt« 
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II 


I« 


i 


lO 


Ol 

8 


o 


8 


o 

o 
m 

3 

OD 
I 


8 

s 

o 

OB 

8 


i 


s 

OB 

8 

I 

3 


8 
+ 


3 

OD 

+ 

n 

s 


8 
+ 


3 

8 


s 


s- 

8 


^|i«i 
^ 


i 


\ 


8 
I 


8 
■+ 


tl 


i 

8 
w 

+ 

«8 


Maltipücirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

1 

(SO0 10  -l"  cos 


«■^Öy  cos  (»  — 2"®)cos(o)+  j-O) 
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COS© — cos 


•^Sw  cos  (co—  -s-ö)  cos  (»+  -s-ö). 


80  wird  der  Nenner 


cosco^  —  cos  2"®*  cos.  («  —  «■  ®)  ^^®  (^  +  T^) 

1*11 

= cos  w*--cos©*cos  ^6*+-sinai*sin  o-ö*cos  g-6* 

=  cosca*(l — cos«- ö*)+ßin(oVin  Q-d*cos  «-ö* 

=  810  ^©«(cosfi)«  +  cos  2®*), 
also  offenbar 

^'cOS-Q-ÖSlDfi)  COSCO — C08ä-^V  C0S(W— ItÖ)  COS  (o)+  -^^) 


12 

SID 


~e«Y  cos(a>-  4®)^^«(«^+  i^> 


p'sipo)       '  «<>s " 


12tang^e«    cos^ey  cos(©— i«)co8(ai+-^e)      '' 


aber  es  ist  aach 


cos  (O)— 2'ö)C08(fi)  +   o"  ®) 


also 


=  cosia^cos  o"^* — 8ina)*siD-ö-ö* 

= COS  o)*cos  o  6*  (1 — tang  I»*  tang  2  ö*) 


•  •  \  secjö« 

I2tangje»  (Y  l-taDg«Di»taDg2©" 


Dah«T  ist 
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P»  I  '  1       ( C08« .J 

cos  g-  ö  Y    COS  («0—  »-6)008(0)+  5"6) 

« 

1     .         -I^  ; f r 

(Y  1— tangM*taDga6* 

md  folglich,  weil  bekaDotlich 

0=G  f^ü+rsincö^ 


=<?  <g+-ögcot-ä6i       r  .       -'~'    j>sin(». 

(  ^\  l-tangw«tang2Ö*         >') 

r 

Weil  nach  dem  Obigen 


kt,  so  ist 


Hd 


1         4V  1  ^       ^* 

cotj©==--gr.  tang-2Ö=j^ 


1— taDgw^tang^©* 


also 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
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COS© — cos  Q 


80  wird  der  Nenner 


S-öV    cos  (©--  -S-ö)  cos  ((0+  rt"®)» 


coso^  —  cos  s-Ö*  cos,  ( w  —  2"  ^)  cos  (oo  +  -^B) 

1  •  1  1 

= cosfi)*--cosco*co8  ^Ö^+sinco^in  o-ö*cos  g-ö* 

1  1  1 

=  cosca*(l — coScrd^HsincoVin  -^&*co8  «-ö* 

=  8in  ■g-0*(cogtt>*  +  coss-O*), 
also  offenbar 

^'cos-g-^sincö  cos»— coSrt-O  Y  cos(w— o*®)cos  (o)+  -^ 

12  1      4/"  1  =t^ 

siD-^ö«Y  cos(a>^—  -2Ö)cos(o)+  0-6} 

p»sip(ö       j. ^os<» 

12tang^©«    cos^Oy  cos(©— jÄ)cos  («0+  ^  Ö) 


aber  es  ist  aach 


cos  (O)— 2*  Ö)C08(<Ö  +  -0  0) 


=  cosia^cos  "s-©*— sun»*siD-o  ö' 

= cos  «»"cos  o  0*  (1 — taog  I»*  tang  s- 6*) 


also 


F'ü= 


«  •  I  secö^  I 


12tang2©»  (y  1  — tang«»*  tangj©« 


Daher  ist 
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coa^ey  cos  (cd— ^6)cos((H- A^) 


secs-ö* 


(y  1— tangflo^  tang  g  6s      ) 


md  folglich«  weil  bekanDtlich 


0=G  |^ü-|-v6ina>^ 


it: 


=  G    '^ 


-f-K-^COt-S-ÖA r-  ^^) 

V^cos^ey  cos(a)-4®)  co8(a>+-i  0)       ^ j  *'"^ 


sec  -TT©» 


sCr  ir+-3pcot-rt 


1         1    /"  sec-^c^-  ^1 

gpcot-^Of       r  -^J     jJsinoo. 

^Y  I -tanga)«tang  ^0«         -/) 

Wril  nach  dem  Obigen 

1         W  1  p« 

cotje=:-^a-,  tang  "20=4^ 

it,  80  ist 


id 


1 — tang  oo^tang^  ö* 


\o 


=1 ?l-.taoea,^~  ^^'^''^Q'^^n^\ 


2 16y^+  p4 


V^l-.tang««tä;n^  •^4VVl6X>^^p4t5SiSF- 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen : 
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oder 


Wenn  der  Winkel  o  unendlich  klein  ist  und  tang  cal^  'als  eine 
unendlich  kleine  Grosse  der  zweiten  Ordnung  als  rerschwindend 
betrachtet  wird^  so  ist«  wie  man  leicht  findet: 


Q=  G(v  +  J^pT  Jsinw  f 


was  ganz  mit  §.  8.  übereinstimmt. 

Wie  die  Grosse  v,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt 
ist»  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der  bekannten  Sätze  vom 
Schwerpunkte  bestimmt  werden  muss,  bedarf  hier  keiner  weiteren 
Erläuterung. 


.      §.  18.         ,        . 

Der  folgenden  Aufgabe  wollen  wir  einige  allgemeine  Betrach« 
iungen  über  die  Parabel  vorausschicken. 

In  Taf.  11.  Fig.  8.  sei  MSNeme  Parabel,  deren  Scheitel  iS  und 
deren  Axe  SH  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A  und  A'  die* 
ser  Parabel  seien  durch  die  Sehne  AA  mit  einander  verbunden, 
und  von  A  und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB 
und  A'B'  gefallt.    Man  setze 

SB-a:,  AB=y;  SB'^x',  AB^y'\ 

die  Linie  <SC=z>  und  das  parabolische  Fläcbenstück  ASAz=zF, 

Bezeichnet  man  wie  ^gewöhnlich  den  Parameter  der  Parabel 
durch  p^  so  ist 

y^=pxy  y'^^px'. 

Ferner  ist 

BC\BC—y\y\  BC^^ B*C=BB^x' -x*, 

also 

BC-[-^BC=:^!^BC=lX^--X,BCr=:^:^  y; 

B'C^^BfC=J^BG^'-^x,  B^C^^'^y'. 

y  y  y+y^ 
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Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  bekannten  Sätien 
yon  der  Parabel  und  vom  Dreieck: 

'^=3^+J^»'+2    y+^y  -2yHJ^3^ 
2  2  1 

=  2*  (j*  +  ^')  +2  *  (3*+ V  ' 

=j.(2'»+y")+»y'(y+»') 

=3(y+»')(y''-.yi^'+»'»+ %»') 

=  !(»+»')  (*»+%' +»") = 3(y + »')« 


dso 


oder 


6pFz=  (j,  +y')», »  +y'= V&p  F. 


Bezeichnet   man  jetzt  den   Winkel  ACB  oder  A'CB'  durch 
6,  so  ist 

y=7?C.tang©=-7q-ytang©, 
y'z=zB'C  tange=~p'taBge; 


80 


also 


*-s«=jä'  -*®=It-/ 


folglich 


cot  e=:i.  2?^^^= -(y'-y); 

p  y  +y     p^    ^' 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 

9     

aus  denen 

y=^{yr^ -p cot®),  ^y'  =z  ^{yT^-i-pcoiS) 


und  folglich 


_(V6p?— pcotQ)^       , 
"^  4p  * 


(V6pF-t-;?cote)^ 
4p 


sich  ergiebt. 

Also  ist  auch 


und 


so  wie 


BC^y  cote=  2(  V"^»F— p  cot©)cote, 

\      3     

^'  C=  y*  cot0=  ,j( V6p  F  +  p  cot^)  cot  %\ 


i4G=:ycosec0=ö(V^6pF — pcot0)  cosec^, 
i4'C=y'cosec0=ö-(V6pF+pcot0)cosecö. 


Endlich  ist 


y  \y^      y+y 


81 

p(y'+y)        p(y'+y)       p 


L  i.  nach  dem  Vorhergebenden 


ileOi  Wie  man  leicht  findet: 

S  8 

t=: 1 — « • 

iVp 

Auf  diene  Weise  sind  jetzt  die  Linien   sk^  y,  'x\  y\  z,  AC, 
ii'C,  JBC,  BC,  ßB*  bloss  durch  die  GrOssen  p,  F»  O  ausgedrückt. 

Wir  wollen  nun  die  (Koordinaten  des  Schwerpunkts  des  pa- 
[abolischen  Flächenstücks  ASA  bestiipmen^  indem  wir  diese 
[Coordinaten  durch  x»  y  bezeichnen,  und  y  als  positiv  oder  als 
legativ  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
nSchenstücks  A8Ä'  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Aie  der  Parabel  liegte  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  der  Lehre 
lnun  Schwerpunkte  die  folgenden  Gleichungen : 

3      2  3      2 

Fje  =  g  ar.  j  .i:y  +  g  «'.3  xy 

.  +y  (2j:+»).  ^{x-x)y  -  3  (2dr'+j).  gC«' —«)»'. 


Nach   dem  Vorhergelienden  ist: 


ind 


^— VT 


^yy'  ^^^yy' —pp^  ^  y(3f'-y) 


^ 


;r'~i=a:'  j^^^-^^yy*  ^y'^y'^y^ ; 
p      p  p 


Tbeil  XV. 
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und  weil  nun 


JE«—?-.     ^'^ — ^ 


ist 9  SO  ist  nach  dem  Obigen: 

'^     4p     4p  "■       6p      "■       6p        ' 


oder 


"        4p  6/>,  ' 


oder 


t..._2(y'+y')    (y-yO(y'--y^{2(yH»*)+yy') 
^_y*-y'*    (y-yO(yH»'^. 

''-"     4p  6j9  ' 

oder 

F,    2(y»+y")     (»+yO(y-yO't2(y» +y^ +yyi 

''^-      5p2      ~  6pa 

'4p  6p        -    "       . 

Nun  ist  aber 

y»+y"»=(y+y)(y*-yY+/2^r-yy"+y'*) 
und 

(y-y')'l2(yHy'»)+yy'} 

also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 
oder,  weil 


Mi: 
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=(y+y)«{2(»«+y'«)-yy'l 


6p  6p 


nd  folglich ,  weil  nach  dem  Obigen 


(t: 


r_2(.y*+»"»)-yy 


Ferner  ist 


tlao  nach  dem  Obigen: 

^_(si^-in(3iHy^)    (y'-V)(y'-yy'+.v'') 

^  4p  6p 

(y^-y'g)  (y«  -t-  2yy'  +  y'») _(y  +  y^)»    y^ 
T  12p  -      6p       •     2     ' 

ii. 

y-    2 

Zur  Sestimmnng    der  beiden  Coordinaten  %,  y  des  Schwer» 

Sinkts  des  parabolischen  FlSchenstflcks   ASA',    haben   wir  daher 
e  Formeln: 

^—  5p  '7-2 

Nan  ist  aber  nach  dem  Obigen 

4(.v»  +  y") = 2  V"36p«F«+ 2p»c®tö*' 

4yy'=  V"3V**  -  p'cot««; 

«* 
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also 
oder 


Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

y — ^  =  — rp  cotö ; 

also 

3\^36»2f^  +  5ü2  cote«  1       ,  ^ 

;:= —-^ '  y=-2P«ote 

oder 

^  3V-gd?^+5pVy.cote»^  r =-  Jpcot  ©. 
20vp  ^ 

Nach  dem  Obigen  ist  auch 

pVp.  cotöa=  V^aiSFä—  42  Vp, 
also 

^"^  20v>  61     p        '' 

Endlich  ist  auch 

V'36f^=pVp.cote«  +  42V>>, 
folglieh 

8pVp.cote^+V2zVp      2  3 

X  — — 1 — FPC0tö»+p2. 

20Vp  ^  ^ 

Also   hat  man  zur  Bestimmung   von  f:,  y  auch  die  folgern 
Ausdrücke: 

247'36F«  1 

x=5\  — 1,  y=^2pcote; 
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oder 


2  3  1 


•der  auch 


3       4  l 


I 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  geleeten 
horisontalen  Drehungsaxen  senkrecht  stehenden, 
ijlmmtl'ich  unter  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und 
ivch  rficksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
vSlUff  mit  einander  übereinstimmenden  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  II.  Fig.  9.  die  parabolische  ebene  Fieur 
MSiV  mit  dem  Parameter  p,  deren  Aze  SU  ist,  und  das 
Schiff  seh w im  19 e  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
MSN  und  die  Axe  SH  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bllit&t  des  Schiffs  in  fiezug  auf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten horizontalen  Drehungsaxen  für  den  beliebigen 
Drehungswinkel  (o  bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingehauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
in  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  also  ABz=zq  die 
knizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  JUSN  mit 
ier  Oberfläche  des  Wassers  ist»  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
h  nun  ffTösserer  Deutlichkeit  wegen  A*SB'  in  Taf.  11.  Fiff.  10.  der 
ihsetandite  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Mnfs,  also  A*B^  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
im  Schnitts  MSN  mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
Irfeht,  dass  im  vorhergehenden  Paraeraphen  ^=90^ — od  zu  se- 
hn ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  ernellet,  dass  man  in  demsel- 
kn  Paragraphen  F=:')0'  zu  setzen  hat. 

Nimmt  man  nun,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  iS  als  Anfang 
Ier  Coordinaten  an,  so  erhellet  leicht  aus  der  Lehre  vom  Schwer- 
finkte  .der  Parabel,  dass 


/l    Y 

»  «»        3   V2V       3p2 

(3eo=o.(3?')=IV-=4 

\kL    Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

*  1  1 

OCi)=— j^;>  cot(90o-- cö)~— -ptango), 

w    ^  3 V'ä^ä^'«  +  6p»cot(90Q— o)^ 
(ri)-  20^ 


^^  -*—.-» 


Q 


—  » 


I 


'•^  =^" 


«  » 


CrJ  = T,^ 


S^V^IJ 


.*l»^  :*.    »fe 


ru 


:iar— 3&.1' 


33r— Rill 


^  -«•'» 


i^5+ 


>=5P.i+= 


#<« 


j-i 


»'•^E,'» 


'fi.1 


l^W  ^    W*^  ^^C 


<5=<Cjr+j^'l  + 


a+ 


+  ««^i# 


M 


£9"=  &|9fiiri(a-|-2PtaDgi»(co8a>-f  seco)i. 


Mti  nii'li  flem  Oblf^cn 
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I 

I 

Ist,  80  ist  auch 

oder 

G  1 

6=wtfX>'j9ina>-t-  ä/  ^'tang(id(coäo>-|-8ecci]^|. 

Wie  0  in  jedem  einzeloen  Falle  zu  bestimmen  ist,  wird  kei- 
ner weiteren  £rläutening  bedürfen. 


5;  20 


Aufgabe,    Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
tiorizoDtalen     Drehungsazen      senkrecht     stehenden, 
i&mmtlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
itcksichtlich   ihrer    materiellen    Beschaffenheit   völlig 
mit  einander  überstimmenden  Schnitte  des  Schiffs  sei 
\iTaf.lL  Fig.  11.  die  kreisförmige  ebene  Figur  ^<$iV,  und 
lisSchiff  schwimme  so  auf  dem  Wass  er,  das  die£bene 
äSN  und  der  Durchmesser  SH  des  Kreises,  von  wel- 
dieiD  der  Schnitt  MSN  ein   Theil  ist,  sich   in  vertika- 
ler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  des  Schiffs 
iiBezug  auf  die   zum  Grunde    gelegten    horizontalen 
Drehungsaxen  and    den    beliebigen  Drehungswinkel  o> 
Wstimmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
kt^  ersten  Lage  des  Schins  sei  ASB,  so  dass  also  AB=g  die 
hvuontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSl^  mit 
iiT  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt, 
iltono  grosserer  Deutlichkeit  weeen  A'SB'  in  Taf.  II.  Fig.  12. 
ier  eiDgetauchte  Theil  des  Schnitts  iHiSiV  bei  der  zweiten  Lage  des 
Sebiffs,  also  A*B^  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
to  Schnitts  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  beL  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offen- 
bar, wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist ,  den  Mittelpunkt  des 
Ireises,  von  welchem  der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  als  Anfang 
der  Coordinaten  annehmen : 


w 


w 


9' 


O£')=0,  (3?')=-t|5^- 


nd 


^1  •—  0,  yi  —  —  i2V' 
Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  $.  6.  allgemein 


ist,  so  ist 


fri)=Rcos(ö+yisin(o, 

w  w  w 

(Tt)  ^  — ^^1  ^^^  o> + Fl  ^*oß  ® 


folglich 


sinca 


[(XO-O^i)]  cos  0,  -  t(3P')  -  (n)]  sino,  . 
;=l^^sin  ocosro+T^^  (1— cos«)  tiiiiw 

Nach  §.  8.  ist  aber 
also 

Diese  Formel ,  welche  mit  der  aus  dem  Obigen  bekaonte^- 
allgemeinen  Näherungsformel  für  unendlich  kleine  Drebungswin^ 
kel  völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegenden  Falle  unter  dem 

femachten  Voraussetzungen  in  völliger  Strenge  für  jeden  ^dficbeo 
estimmten  Drehungswinkel. 

Wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welchem  der  Schnitt 
MSN  angehört,  so  lässt  sich  V  aus  r  und  q  bestimmen «  wa« 
hier,  als  aus  der  Geometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  er- 
läutert zu  werden  braucht. 


§  21. 

Bei  wirklichen  für  praktische  Zwecke  bestimmten  StabilitSits- 
bestimmungen  von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  weit- 
läufige Untersuchungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden,  da- 
mit begnügen  müssen,  die  Stabilität  nur  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung  zu 
bestimmen,  dass  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberfläche 
des  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselben  ruhig  schwim- 
menden Schiffs  geschnitten  wird,  die  sogenannte  Wasserlinie, 
von  einer  gewissen  geraden  Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche 
und  ähnliche  Theile  getheilt  wird. 
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Hauptsächlich  unterscheidet  und  betrachtet  man  nur  zfvei 
Arten  von  Drehungen  des  Schiflfs  um  horizontale  Axen»  die  wir 
hier  bekanntlich  allein  in s  Auge  fafitseii.  l)aä  Rollen  oderSchlin- 

Sern»  auch  wohl  Schwanken*),   des  Schiffs  ist  die  Bewegung 
esaelben  nach  der  Richtung   der  Breite  von   einer  Seite  zur  an- 
dern; das  Stampfen**)  dagegen   ist  seine  Bewegung  nach  der 
Richtung  dsr  LSnge  vom  Achterschiff  zum  Vorderschiff  oder  um- 
gekehrt    In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Rollen  ist  die  Vor- 
aussetzung,   dass    die   Wasserlinie   von    einer    gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche  und  hhnlicne  Theile  getheilt 
werde,  ironer  in  völliger  Strenge  erfüllt,  und  dieser  geraden  Linie, 
Mlche    ftir    die  Längen axe    det  Wasserlinie    nennen   wollen^ 
können    4ie    horizontalen  Drebungsaxen    des   Schiffs  bekanntlich 
parallel  aagenommen  werden.     In  Bezug  auf  das  Stampfen  ist  da- 
gegen  die   Voraussetzung  1  dase^  die  Wasserlinie  durcii  eine  ge- 
wisse gerade  Linie,  welche  wir  die  Breiten  axe  der  Wasserlinie 
•ennen  Tvollen,  und  der  wieder  die  hotizontalen  Drebungsaxen  des 
Schiffs  parallel  angenommen  werden  sollen ,  in  zwei  einander  völ- 
lig gleicne  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird,  nur  als  näherungs- 
weise erlällt  anzusehen.     Uebrigens  werden   wir  aber  späterhin 
cdien.  dass  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grösser  ist  als   die  Stabilität   in  Bezug  auf  das 
SchliGgem  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
Schhgern  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
Am  um  80  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
üdHuai  sich  daher  meistens   damit  wird  begnüsen  können,  die 
Stüilität  nur  rücksichtlich  des  Schlingerns  oder  Rollens,  wo  die 
ii.Rede  stehende  Voraussetzung  in   völliger  Strenge  erfilllt  ist, 
flb«^tdmen. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitätsbestimmunffeo 
igeotlich  zwei  rälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  man  nämlich 
koss  aas  yorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
tst  XU  bauenderi  Schiffs  ermitteln  soll ,  oder  bei  dieser  Ermitte- 
faw  das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  Ausrüstung  und  Ladung 
uudem  VVasser  schwimmend  annimmt.  Jedoch  Kommen,  wie 
IIB  leicht  Obersieht,  beide  Fälle  auf  einen  zuttick.  Auf  federn 
Phne  oder  tUsse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämlich  we- 
slgstens  die  Ladewa sserlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
bis  in  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
'n'g  Wasser  einsenkt,  angegeuen  sein,  und  bdi  jedet  Prüfung 
siBes  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgfältig  geprüft 
Verden  müssen.  Wie  diese  Prüfung  anzustellen  ist,  kaffii  für 
{einen,  der  die  Grundlehren  der  Hyorostatik  kennt,  liti  Gcfingstcfri 
weifeliiaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  ton 
•er  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen,  ist  aber  auf 
«m  Risse  die  Ladewasserlinie  richtig  befunden  wötden,  so  kann 
län  dann  offenbar  die  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  nach 
cm  Torliegenden  Risse  ganz  eben  so  vornehineil ,  als  Wenrtf  man 
%9  vullig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  auf  dein  Wasser 
fthwimmend  vor  sich  hätle,   weshalb   wir  auch  von  nun  an  im 


*)  Fnwsötliich:  rouli«. 
^*)  Fransötiach:  tangsf^c. 
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Fol&eoden  diesen   letzteren  Fall   allein   stets   im   Aoge   beliaii 
wollen. 

Unter  allen  vorhergehenden  Voraussetzungen  bedient  man  m 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  am  besten  der  aus  $. 
bekannten  Formel: 

e=5tX>'ü+^y*''(2F(Ö)»aj:| »  Are  F, 

0 

wo  a  in  Seeunden  ausgedrückt  ist,  und  F(i),  welches  nach  {. 
eigentlich   als  dem    aufgetauchten  Theile    angehörend  betrachl 
werden  muss,   unter    den  wegen  des  Coordinatensystens  imm 
festgehaltenen   Voraussetzungen ,    natürlich  als   positiv  aiizoseh« 
Ist.    Setzen  wir  grösserer  Einfachheit  wegen 

5(Ö  =  2F(0, 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Stabilität  die  Formel  : 

o 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  genau  zergiielen 
und  untersuchen  >  welche  Grossen  bei  dem  Gebrauche  dersdbe 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzeln  zur  Berechnung  konari 
raflssen. 

I.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  mnss  4i 
sehr  kleine  Drehungswinkel  a>  in  Seeunden  ausgedrückt  sei 
Ferner  ist 

Are  1"= 2Qg^4^,  iog Are  F =0,6855749— 6. 

II.  Das  Symbol  o  bezeichnet  bekanntlich  das  Gewicht  eiiN 
Volumenelnhclt  Seewasser.  Der  preussische  Cubikfuss  destlllirte 
Wansers  wiegt  bei  einer  Temperatur  von  15^  der  SOtheiligc 
Scale  OA  preussische  Pfund.  Das  specifische  Gewicht  des  Se 
Wassers  Ist  nicht  überall  gleich  und  variirt  von  1,02  bis  1,0 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specifischen  Gewichte  A* 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  find 
man  im  Artikel  „Meer*'  im  Gehl  er' sehen  physikalische 
WUrterbuche.  N.  A.  Tbl.  VI.  Abth.  3.  S.  1628.  Für  d* 
atlantischen  Ocoan  kann  man  nach  Horner's  Bestimmungen  A 
«pscilischon  Gewichts  des  Seewassers  für  dasselbe  im  Mit 
1,02H75  aniiebnion;  für  die  Südsee  ist  dagegen  das  specifisc 
Gewicht  de«  Seewassers  Im  Mittel  1,02692,  woraus  sich  leU 
uaüh  dum  Obigen  das  Gewicht  eines  preussischen  Cubikfiiss 
Neewasser  In  diesen  Meeren  berechnen  lässt  Brommy  (P 
Marine.  Iterlln.  1848.  a  S.  9.)  sagt:  „Gewöhnlich  niio 
niiin  70  l^fund  Gewicht  fiir  den  Cubikfuss  Seewasser  an'%  wol 
aber  nirht  angegeben  ist,  was  für  Fusse  und  Pfunde  ffemei 
sind       Nach  der    Kucyclopedle    methodique.     Manne. 
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IL  p.  746.  soll  ein  französischer  Cubikhiss  Seewasser  ungeßihr 
Rlivres  wiegen,  nach  Du  Haniel  de  Monceau  (Anfangs- 
trlDde  der  Schiffsbaukunst.  Berlin.  1791  4.  Vorrede 
&LXy III.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  preussi- 
•dMD  Fassen  und  Pfunden  und  des  speeitischen  Gewicnts  des 
Seewassers  wird  man  sich  in  der  Praxm  am  besten  zur  Bestim- 
moog  des  Werthes  von  o  bedienen. 

II!.    Hauptsächlich    kommt  es  nun  auf  die  Berechnung  des 
Vferths  des  bestimmten  Integrals 


/ 


(S(t»'di 


b  dem  Ausdrucke  der  Stabilitfit  an^ 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Aze  der  Wasserlinie  ist 
(Be  Axe  der  {;  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  ist  die  Aze  der  £,  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
seskrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Aze  der  rj.  Den 
iibogspunkt  der  ^rii  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  iie  der  Wasserlinie ,  und  a  ist  die  jederzeit  zu  messende 
ODd  als  positiv  zu  betrachtende  Län^e  der  .Aze  der  Wasserlinie. 
He  positiven  17  werden  nach  obeii  hin  angenommen. 

Ist  die  Wasserlinie  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
fletchoDg  auszudrückenden  Gesetze  gekrümmte  Curve»  so  lässt 
äd  natürlich  das  Integral 


f\SiXiY^i 


neb  den  bekannten  Regeln  der  Integralrechnung  entwickeln, 
welchen  Fall  wir  zunächst  durch  einige  leichte  Beispiele  erläutern 
»oilen. 

1.    Die  Wasserlinie  sei   der  Umfang  des  Rechtecks  ABCD 
kTiCILFig.  13.  DieLängenaze  sei  a,  die[Breitenaze  dagegen  6. 

Für  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaze  ist 


S(S>=b, 


ilio 


nd  folglich 


Ijtteicimen   wir    nun   den    Flächeninhalt  des  Rechtecks   ABCD 
^^  •/>  so  ist  J=:ab,  und  folglich  für  die  Längenaze: 


•2 


y^Ä£))'8f=w. 


Fffr  die  Beratenaxe  ist  eben  so: 


J^(S(0)*X=»*J. 


losofeiu  a>6  ist,  ist  das  letzter^  Integral  gfOsser  aiCi  das 
erstere. 

2.  Die  Wasserlioie  sei  der  Vmhne  des  Rhombns  ABCD  m 
Taf^  IL  Fig.  14.   Die  Längenaxe  sei  er»  oie  Breiteoaxe  dag^en  6. 

Ffir  die  Längenaxe  ist,  wenn  man  zuvorderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  ixoA 
die  Breitenaxe  getheilt  wird: 


also 


fJ5(Ö«2"'^* 


5(f)=4'f, 


and  folglich 


woraus 


f'^\S(S))*H=^ah*. 


ifezdehnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rhombikd  ABCD  durch     i 

1  •  1 

J,  so  ist  bekanntlich  J=zj^äb,  also 


J^'m))'8t=\6'j> 


und  folglich  fär  die  Längenaxe  c 

O 

Für  die  Breitenaxe  ist  eben  so: 


y^(5(?))»8C=|a»J. 
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Insofern  a>6  iat>  Ist  da«  letiltre  Integral  grOsser  als  das 
mtere. 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  aus  den  beiden  glei- 
chen parabolischen  Segmenten  ABC  un^  ADC  in  Taf.  11.  Fig.  15., 
deren  Scheitel  B  wd  I)  sind,  zusammengesetzten  Figur  Aß  CD, 

Der  Parameter  der  betreffenden  Parabel  sei  p,  die  Lftngen- 
ize  und  die  Breltenaze  seien  respective  a  und  6. 

Für  die  LSngenaxe  ist,  wenn  wir  zufQrderst  bloss  eine  der 
beiden  B&lften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durch  die 
Breitenai(Q  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel  s 

I 

oder»  wenn  wir  ^a~{;=2  setzen: 


also 


5(0=5  (^a-x)=»-^A 


Falglidb  tot 


oler 


l.i. 


wotans 


(5(s))sac=_(6_-,>)»ai 


o 


ia 


04 


folgt.    Weil  nun  aber 


1   ,      1    1  o«     1      2Ä 

4"  =2P*'  ''=26'  p="^ 

ist,  80  ist  « 

0 

Bezeichnen   ii^ir  den  Fläch eninbalt  der  Figar  ABCD  durch  J,  so 

2  112 
ist  bekanntlich  J=4.^«ö' o«  96=3  ^^9  atso 


0 

and  folglich  für  die  Längenaxe: 


/i^  12 

(5(f))»85=g*V, 


/a  24 

(iJ(C))«8£=g*V. 

o 


Für  die  Breitenaxe  ist«  wenn  wir  wieder  zuvorderst  bloss  eine   [ 
der  beiden  Hälften  betrachten«  in  welche  die  Figur  ABCD  durch 
die  Längenaxe  getheilt  wird«  nach  der  Lehre  von  der  Parabel 3 

folglich 

(5(ö)»se=8p«5*y(5(f))''8?=^P«e«;  .    ' 

I 

also,  wie  man  leicht  findet:  .J 


y^*(5(o)»35 = -^Ä"  v^ 


Weil  aber  nach  dem  Obigen 


a>  2 


ist,  so  ist 
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Bod  folglich  fiSr  die  Breiteoaxe: 

o 

InsoferD 

« 

ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das  erstere. 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  Ellipse  ABCD  in 
Taf.  II.  Fig.  16.  Die  Längenaxe  und  die  oreitenaxe  seien  respec- 
ti?e  Sa  und  26. 

Ffir  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten»  in  welche  die  Ellipse  ABCD  durch  die 
Breitenaxe  getheilt  wird: 

oder,  wenn  wir  a^Z^=^  setzen: 


5(0=5(a-z)=^V55z:?. 


•lao 


(5(Ö)'3t=-^'(«*-*»)'&. 


a 
■ad  folglich 


0  «  • 

ÜMh  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 

/(o*-»«)»ai 

d.  i. 

So*— 2z*    »/-= — s     3  ,.  » 

= g »Vo*-z»+  go*  Arctang  y=^^  • 


06 


also 


/   (a*— «■)i5?«a:g-a*.g*?=jga*Jt; 


folglich 


/ 


\Ä(Ö)»öf=»|aM3^. 


oder^  weil  der  Flächeninhalt  E  der  ganzen  Ellipse  durch  die  For*'  ' 
mel  E^czabn  «largestellt  wird. 


0 

Daher  ist  für  die  Längenaxe: 


y^''(5(5))«ef=36*^=|(2*)«£. 


o 

Ganz  eben  so  ist  für  die  Breitenaxe: 


r 


*(5(0)»3f =30«  £=|(2a)3£. 


Insofern  2a>26  ist»  ist  das  letztere  Integral  grOsser  als  daaj 
erstere. 

Wir  vFollen  uns  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnSgi 
weil  diese  schon  für  unsern  Zweck  hinreichen.    Weil  m^D 
lieh  die  Wasserlinie  eines  Schiffs  in  den  meisten  Fällen  mit  di 
Umfange  einer  dervorh^f  betrachteten  Fi^ure^y  wenigstens  annäfiei 


als    zusammenfallend    zu  betraehten  siqh   berechtigt  halton 

aes  Vorhergt "      " 
sorgiältigen  Betrachtung  der  Formel 


so   geht   mittelst   des  Vorhergehenden    aus   einer   einigermawea 


0=5  (V'tJ  +^y"(5(Ö)'S?l  0)  Are 


auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  schon    oben   ausgesprochenen! 
Behauptung  hervor,  dass  un  Allg^meineq  die  Stabilität  aer  Schiffcf; 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe,  oder  die  Stabilität  bei'm  Stampfen» 
grösser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 1 
axe,  oder  die   Stabilität  bei'm  Rollen  oder  Schlingern ,  alle  son^ 
stigenUmstände  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  vorausgesetzt»  und 
dass  es  daher  nur  darauf  anko^imt»  4qQ  Schiffen  eine,  um  sie  vor 
Unfällen  möglichst   sicher   zu  stellen,    hinreichende   Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Längenaxe  zu  verschaffen,  weil  danp  die  StabilitSI 
in  Bezug  auf  die  Br^it^im^e  schon   voq  gelbst  ^ine  hinlängliche 
Grösse  haben  wird. 


i 

s 
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Wenn  die  Wasserlinie  nach  keinem  bostimmten  durch  eine 
GleiGhuiifif  ausdriickbaren  Gesetze  gekrCiiiiint  int,  weiches  der  in 
der  Praxis  eigentlich  nur  allein  vorkommende  Fall  ist»  so  lüsst 
Hch  der  Werth  des  bestimmten  Integrals 


/ 


(5(5))»% 


aar  nSherungsweise  bestimmen.  Zu  dem  Ende  theile  man  die 
Äze  a  der'  Wasserlinie  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl 
von  Tbeilen,  und  messe  sowohl  die  Abstände  der  einzelnen  Theil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  Axe  der  Wasserlinie,  als 
•och  die  den  einzelnen  Theilpunkten  entsprechenden  Werthe  von 
^£)-  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abhandlunir  Nr.  XX. 
HD  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XIV.  ent- 
frickelteii  Methoden  zur  näherungs weisen  Ermittelung  der  Werthe 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 


o 


(5(f))'fle 


berechneD»  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  er- 
ludten,  je  grosser  die  Anzahl  der  in  der  Axe  der  Wasserlinie  an- 
genommenen  Theilpunkte   ist.      IJobcr   diese  Methoden   hier    uns 
weiter  su  verbreiten,  ist  völlig  üheriliissig,  weil  in  der  angeiiihrten 
Abhandlung  schon  alles  Nöthige  über  dieselben  gesagt  worden  ist; 
ud  wir  bemerken  daher  nur  noch,   dass  man  sieh  nach  unserer 
Heinung    hei    wirklichen  Anwendungen    am    vortheiihniltesten    der 
CotMischen  Formeln   bedienen,   und    also  die  Axe  der  Wasser- 
Ub   in    eine  grössere  oder   geringere  Anzahl   gleicher    Theile 
cntlieilen  wird;  je  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
ImIo  genauer  erfiält  man  im  Allgemeinen  das  gesuclile  Resultat, 
od  wul   man   dann  mit   den   Cotesischcn  Nahcrungsformeln  noch 
die  ans  der  angeführten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling - 
•eben  Correctionsformeln   verbinden^   so  wird  dies  zur  Erhöhung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
tragen.   Dass  man  aber  auch  die  Gauss'ischen,  aus  der  angeführ- 
ten   Abhandlung   gleichfalls    ihren   Grundzügen    nach    bekannten 
Niherungsformein  in  Anwendung  bringen   könnte,    versteht  sich 
TOB  selbst;  jedoch  wurde  dies  nicht  so  einfach  sein,  wie  die  An- 
iranduDg  djer  vorher  genannten  Formeln.    Die  allgemein  bekannte 

a mannte    Simpson'sclie  ^äherungsformel    (a.  a.  O.  S.  20 J.)  ist 
er  meistens   bei  dergleichen  Uechnungen   in   der  Scbiffsbau- 
knst  10   Anwendung  gebracht,    'ind    namentlich    von  T/hapuian 

fraittf  de  la  construction  des  vaisseaux.  Paris.  J8*i9. 
p.  1.  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
[«Mer  «o  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
iinip  der  Cotesichen  Nliheningsfonneln ,  wenn  man  namentlich  mit 
[Imeiben  noch  die  wichtigen  Stirliiigschen  Correctionsformeln 
tvrtindet. 

Tbeil  XIF.  ^ 
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IV.  Ferqer  kommt  es  jietzt  9uf  <)ie  Be^tilDmuiig  d^  ' 
roeps  V*  m»  und  ^ir  wollen  daher  im  AUgemein^p  zeigen, 
sieh  d^s  Volumen  eines  beiiehigen  Kurpers  am  besten  anpSl 
bestimmen  lässt^  wovon  dann  unmittelbar  die  Anwendiuie  an 
Bestimmung  des  Volumens  1^'  gemacht  werden  kann>  onne 
wir  darüber  noch  besondere  Erläuterungen  den  allgemeinen 
Wickelungen  hinzuzufügen  brauchen  werden. 

Durch  den  gegebenen  Korper,  dessen  Volumen  wir*)  i 
haupt  durch  F*  bezeichnen  wollen,  lege  man  eine  gerade  ] 
hindurch,  die  wir  die  a;-Axe  nennen  wollen.  Die  Läi^e  de 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  V  abgeschnitt 
Theils  werde  durch  a  bezeichnet,  und  in  den  einen  der  b< 
Endpunkte  dieses  Theils  lege  man  den  Anfang  der  ^,  ii 
man  zugleich  die  auf  a  selbst  liegenden  x  als  positiv  betra« 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgeipeinen  dem  Endpi 
der  Abscisse  a:  entsprechenden,  auf  der  x-Axe  senkrecht 
henden  Schnitts  des  Körpers  V  durch  Fx  bezeichnet,  so  ist, 
hier  kemer  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 


=/ 


a 


Theilt  man  also  a  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  ' 
len,  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  1 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  or,  als  auch  die  diesen  1 

§  unkten  entsprechenden  Werthe  von  Fx ,  d.  h.  die  Flächenri 
er  denselben  entsprechenden,  auf  der  ^-Axe  senkrecht  8t< 
den  Schnitte  des  Körpers  F,  so  kann  man  mittelst  der  bei 
ten  Näherungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestin 
Integrale  das  Volumen 


=/>' 


8a: 


nfthemoffsweise  beredtnen,  im  Allgemeineo  mit  desto  grö« 
Genanineit,  je  grvkwer  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a  ange 
menen  Theilpunkte  Ist. 

Cm  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  Fx  eines  be 
gen  der  In  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  F  zu  be 
men,  I^^  man  durch  diesen  Schnitt  eine  beliebige  gerade  1 
hindurch»  welche  wir  die  y-Axe  nennen  wollen,  bezeichne 
auf  dieser  Axe  von  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgeschi 
Ben  Thell  durch  6,  \%^  den  Anfane  der  p  in  den  einen  der 
den  Endpunkte  dieses  Theils ,  und  betrachte  die  auf  6  seibei 
genden  «  als  positiv.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  dei 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y  entsprechenden 


«)  Oh«e  alle  BemleliMiy  anf  dk  fr«lier  g^bniMclilMi  Brseirhae 
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^  9*^Ai»  senkreelit  stobenden  Seime  oder  Chorde  de«  Soknitts 
^  doFGli  fy,   Ae  ist,   iFas  hier  keiaer  weiteren  ErläHtenuig  be* 

•0 

WBil  veon  voßA  nii0  wieder  die  Linie  b  in  eine  gr(i»8ere  oder  ge- 
ringen» Anzahl  y<on  Tkeilen  tbeilt^  und  spi^ebl  die  E^t' 
feMTiiiPgeii-dey  einzeleen  TheiJ|»unkte  von  dem  Anfangspnokte  der 
9f*  Jis  anch  die  diesen  Theilpunkten  entsprechenden  Werth.« 
vc»ii  /^,  d*  h»  die  Längen  di^r  deneelhen  entsprechenden «  auf  der 
y^A^e  a^kredht  «tehendiea  Sehnen  oder  (Jborden  yon  Fg  W 
MBi;»  «e  kann  man  mittelsik  der  bekannten  Näberwg^formebi 
ErmHteluog  der  Werthe  bestimmter  Integrale  den  FJäeben 
rauuo 

o 

1:»erechnen>  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
grosser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  b  angenommenen  Theil- 
pvnkte  ist* 

Hieraus  sieht  man  also«  vfie  man  sich  im  Atigemeinen  bei 
der  Däherungsweisen  Bestimmung  des  Volumens  V  zu  verhalten 
hat,  was  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Bestimmung  des  Volumens 
V  angewandt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grosse 

ao,  wo  y  und  K  si^h  auf  das  System  der  ^tif;  oder  ein  Anderes 
beliebiges  demselben  paralleles  Coordinatensystem   beziehen  kon- 

Den«  Weil  diese  Grösse  aus  den  zwei  Theilen  v'  und  F  besteht^ 
60  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeden  dieser  beiden 
Theile  besonders  zu  beschäftigen. 

Was  zuerst  die  Grosse  y'  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  V  erhal- 
ten>  und  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen ,  wie  der 
Scbwerpvnkt  eines  beliebigen  homogenen  Kl^per^  am  besten  durch 
lÜherung  bestimmt  werden  kann^  was  dann  unmittelbar  auf  die 
BeBtimmung  des  Schwerpunkts  von  V  und  demnach  der  Grösse 

f  angewandt  werden  kann ,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
meinen Entwickeluiigeu  einer  besonderen  jBrlänteirnng  nicht  wei- 
ter bedörfen  wird. 
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Durch  den  gegebenen  Körper  >  dessen  Volumen  wir  im  All- 
gemeinen durch  V  bezeichnen  wollen ,  lege  man  drei  auf  einanh 
der  senkrecht  stehende  Axen  der  x,  y,  z,  und  bezeichne,  die 
ersten  Coordinaten  der  beiden  Dnrchschnittspunkte  der  Axe  der 
a:  mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a  und  b,  in» 
dem  zugleich  angenommen  wird^  dass  a  kleiner  als  ö  sei.  Die 
Coordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge- 
nen Körpers  in  dem  angenommenen  Systeme  seien  X,  Yy  Z, 
wobei  eine  Beziehung  dieser  Bezeichnungen  zu  den  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  nicht  Statt  findet,  indem  die  vorüegonde 
Untersuchung  ganz  aliein  steht  ^  und  von  uns  möglichst  allge- 
mein gehalti^  werden  wird.  Den  Flächeninhalt  des  im  Allge- 
meinen dem  Endpunkte  der  Coordinate  x  entsprechenden,  auf 
der  Axe  der  x  senkrecht  stehendeA  Schnitts  des  Körpers  F,  in- 
dem derselbe  als  Function  ?on  x  betrachtet  wird,  bezeichne  man 
durch  Fx,  und  denke  sich  das  Intervall  b—a  in  n  einander  gleiche 
Theile  getheilt,  deren  jeden  wir  durch  i  bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

n 

ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

und 

13  5 

X=i'(a  +  -^i)Fa  +  i{a  +  g-  i)Fa^i\i{a  +  ^i)Fa^  «i  + .... 

+ « (a  +  7-2 — 0  ^»+(«— i)f » 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folgen- 
den bei  allen  Gränzen  voraussetzt,  dass  n  sich  dem  Unendlichen 
oder,  was  Dasselbe  ist,  t  sich  der  Null  nähere,  offenbar: 

«     » .     3£      Lim3£ 
V  *    LimlP 

Augenscheinlich  ist  aber 

r=  LimV 

=  Lim.l{Fa  +Fa+£+Fa+2«  +  -  +^a+(n-i)t| 

=  Lim  A{Fa  +  Fa^i  +  Fa^^i  + ... + Fa^ni  ]  -  Lim.  tF» , 
folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satze  * 

F^ar=Lim.i{ F«  +  Fa^i^Fa^^i^^ ...  +  Fa^-ni] 


f 


m 


•  -.     ■  • 


•  ••     « 


ofenbar 


Lini.tF»=ü 


=  f^F^x. 


V 

a 


er  iat 


+  2-**tFa+Fa+i  +  Fa+2f+  ...  +  Fa+(«-4)£| 

=:t{aFa  +  (a+i;Fa+.  +  (a+2i)Fa+2,+...  +  (a  +  ni)Faf„,l 
-i6F* 

+  -2-«.«(Fa+Fa4.<  +  Fa-f^+  ....  +  Fo+(»-i)i}, 

lach  dem  Vorhergehenden 

Lim3E=: 
m.i{aFa+(a+i)Fa^  +  (a+2i)Fc^f^<+ ....  +(a+m)Fa+m| 

— Lim  ,ibFb-i"^  himAV, 

h  nach  einem  bekannten  Satze ^  und  weil  offenbar 

Lim.t6FA=0,    Lim.tF=0 


Lim3C=  /    xFsdx 


st  nach  dem  Obigen 


xFxdx 


ya;F(t8a: 


Bezeichueo  wir  jetzt  den  gehurig  als  positiv  oder  lA»  ittgaüw 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  orz  durch  /x,  und  setzen  der  Kurze  wegen 

SO  ist  nach  der  Lehre  von!  Schwerpunkte  offenbar 


V      Lirav 


Nun  ist  ab< 


also 


Lini$= 

— Lim.i/iFft, 
folglich  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 


ist: 


hita.tföFh^O 


Lim^^J^fxFxda. 


i 


Ki 


4 
I 


Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


..  F=' 


odvr 


f  hFJbx 

r— 


F=^ 


Uezeichnot  nun  fpx  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  biM 
iruchtetan  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  dcf^ 
Kbuiiu  der  icy\  so  ist  auf  gdnz  ännliche  Art  wie  vorher:  -^ 
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t/o 

/    F,dx 


oder 

das 


^  V 


Also  haben  wir  zur  ßestimmui^  der  gesuchteiT  Goor<bnateQ 
JlT,  K^  Z  des  Schwerpunkts  des. homogenen  Körpers  V  die  fol- 
genden Pormeln: 

y'hh  ph  ph 

xFxdx  I    fsFsdx  I    (fsFxBx 

-A—  -/»ft  '  ' 756  '  ^ —  "7*5  ' 

/    F,3a:  /    Fsdx  1    F^x 


oder 


xF^  I    fsFjcdx  I    q>,F^x 

«  y k/  g  ..  /y </  a 


Jf=:  ^ ,        1^2-  M_ ^        Z=s' p- 

Setzen  wir 

wo  also   ffyZ  cBe  ab  Functionen  von  x  betrachtete  zweite   und 

dritte  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fs  bezeichnen^ 
so  Ist: 

yxF  dx  f  yFsdx                r  zF^x 
^ -y t/j» y  t/  g , 


/5  9        *   —     pb  '        '^  ^     pi 

F^  /ä  ^'^  I a    ^'^^ 


oder 


ph  ph  ph 

I    xFsdx  I    yFsdx  /    zFsdx 

V t/  • ¥y t/  g  ^  __t/  g 

-A—  p-         5        '—  p-        5       ^—  w         . 

-Wegen  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Grossen 
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haben   wir  nun  noch   zu   zeigen,    wie  überhaupt  die  CoorditoaCeo 
des  Schwerpunkts  einer  ebenen  Figur  bestimmt  werden  können. 

Zu  dem  Ende  lege  man  durch  die  gegebene  Fi^ur,  deren  Flä- 
cheninhalt durch  F  bezeichnet  werden  mas:,  zwei  ani  einander 
senkrecht  stehende  Axen  der  x  und  y  hindurch,  so  dass  die  Axe 
der  X  die  Figur  F  in  zwei  Theile  thellt,  welche  wir,  jenachdeBi 
in  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen^  liegen ,  respective  den 
positiven  xma  den  negativen  Theil  der  lagur  F  nennen  wollen. 
Ueberhaupt  mag  der  Abscisseo:  in  dem  positiven  Theile  die  Ordinate 
yxi  in  dem  negativen  Theile  die  gleichfalls  als  positiv  betrachtete 
Ordinate  y*x  entsprechen.  Die  gesuchten  Coordinatcn  des  Schwer- 

Eunkts  der  Figur  F  seien  X,    F,    und  die  Abscissen  der  beiden 
^urchschnittspunkte  des  Umfangs  der   Figur  F  mit  der  Axe  der 
X  seien  a  und  6,  so  dass  a  kleiner  als  b  ist.    Das  Iriterrail 
theile  man  wieder  in  n  gleiche  Theile  ein,  und  setze 

b-a     . 

wo  i  eine  positive  Grösse  ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

+  1^0  +  iy'a^i  +  iy*a^2i  +  —  +  «;y'a+(n-l)t 

und 

1  3  5 


1  3  's 


+ »(«  +  — 2~^^  '*+^"'~^^"* 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

^     T .     3£      Lim3£ 

Es  ist  aber 
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F=  Liiii5 

=     Liin./(ya+ya+,-|-yo+2i  +  —  +yaf(n-i)/) 
+  Lim  .  iQf'a+y'a{^i  +y'a » «H-  -.  +/af  (n-i)i) 

+  Lim .  I (y'a  +  y'a+£  +  ^0+2/ + .  .  + /a »  ni) 

—  Lim .  lyft  —  Lim .  iy'b , 
abo  nach  einem  bekanoten  Satze  und  weil  offenbar 

Lim .  iyb^-Of     Lim.  ty»=0 


M: 


F^hmS=PysSx  +J^y'xdu:  =f\*  \-y*x)Sx  . 


Ferner  ist 


1 


—  %6— %'*, 


iko 


Lim3£= 
Limi.  [  aya  +  (a+%*f  <  +  (a+2i)ya4a*+  -  +  (»+«%«+« I 
+  Lim.t(aya  +  (a+i)y'a^i  +  (a+2t)ya+af  +  •••  +  (o+^Oy  a+w  1 

+  o  Lim.iF —  Ijim,ib(yb  +y'b) , 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 

Lim  .iF=0,  Lim .  ib(yb  +  y^b)  =  0 

ift: 

/b  nb  pb 

xy^fix  +  I     xy*^x  =  /     x(yx  +  y'x)dx  • 

a  a  a 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 


oder 


10« 

I 

Oh 

I 

Setzen  wir  ferner  der  KOilse  wegen 

3?  =    2*y*a+  2  «y*a+t  +  2  «y'»fa*  +  •••  +  2  ^ V(ii-i)< 

—  2*y*«"~2*^'**+'"~2*^'*''+*^ —  2'3'^''+^*-i^*' 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

^  -^^^  ST  ^^s 

Nun  ist  aber 

Lim^ 

~|Lim.tty»a  +  yV<  +  y*«+««  +  -..+y^a-hüt 

d.  i.^  wie  sogleich  erhellet^ 

a  a  .  a 

folglich 
oder 
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F_2 Ji • 

Man  hat  also  Jetzt  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Toordioa 
ten    Xy    F  de«  Schwerpunkts  der  ebenen  Figur  F  die  folgenden 
Formeln: 


dx 


oder 


fiel  der  Einrichtung«  welche  wir  allen  vorhergehenden  For- 
meln hier  gegeben  haben,  kann  es  nicht  dem  gerinssten  Zweifel 
anternegen,  wto  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
des  homogenen  K<}rpers  ty  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zor 
aonShefiKten  Ermittelung^  der  Werthe  bestimmter  Integrale,   und 

also  auch  zur  Bestimmung  der  Grosse  y\  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere Erlttttenmgevi  hierüber  wflrden  an  diesem  Orte  annütze  Weit- 
ttufigkeit  sein,  da  man^  wie  gesagt >  den  einzuschlagenden  Weg 
auf  der  Stelle  Gbersieht. 

Endlich  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigen  Aus 
dfuck  von  «  yorkomnaenden  Grosse  Y  übrig.  Diese  Bestimmung 
erfordert  die  Ermittelung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  als  ein 
angleichförmig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs ,  und  ist  eben 
deshalb  eigentlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganzen  Sta- 
bilitfitsbestimmung  des  SchiSiB.  Dessenungeachtet  können  wir  über 
jjliese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sagen» 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  Statik 
bekannte  allgemeine  Theorie  des  Schwerpunkts  vollständig  an  die 
Hand  gegeben  werden.  Immer  wird  man  aber  das  ganze  Schiff 
ii  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen,  weiche  mit  möglichster 
Annäherung  als  homogene  oder  gleichförmig  dichte  Körper  be- 
trachtet werden  können,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Schwerpunkte  dieser  einzelnen  homogenen  Theile  des  Schiffs  zu 
fachen»  und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Schiffs  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
beabslehtigt»  desto  weitläufiger  und  zeitrauoender  wird  natürlich 
Am«  Operation  werden,  mancherlei  Abkürzungen  werden  sich 
aber  bei  der  wirklichen  Ausiiihrung  derselben  von  selbst  ergeben 
iber  welche  sich  im  Voraus  etwa«  Allgemeines  nicht  feststellen 
lisst,  weshalb  wir  uns  hier  mit  diesen  wenigen  Andeutungen  be- 
gnügen müssen. 


Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hSngt  ein  ande- 
rer fär  die  Schiffsbaukunst  sehr  viichtiger  Gegenstand  nahe  zu- 
sammen^ den  wir  hier  für  jetzt  jedoch  nur  von  seiner  allgemeinen 
theoretischen  Seite  betrachten  wollen ^  ohne  uns  auf  specielle  An- 
wendungen, die  wir  späteren  Untersuchungen  vorbehalten,  hier 
schon  einzulassen;  wir  meinen  nämlich  die  Geschwindigkeit >  mi^ 
weicher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage  auf  dem  Was 
ser  gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurückkehrt,  oder  du 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  diese 
Beziehung  pflegt  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver — 
gleichen,  welches  seine  Schwingungen  ganz  in  derselben  Zeit  vollen-^ 
det  wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatorische 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegungencr 
vor  sich  gehen,  d.  h.  je  grösser  die  auf  die  Vollendung  derselbe 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist,  desto  vortheilhafter  ist  es  natürlich,  desto  we 
niger  werden  dem  Schiffe  seine  oscillatorischen  Bewegungen  an 
dem  Wasser  Gefahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  über 
haupt  seinem  Zwecke   entsprechen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvörderst  ganz  im  Allgemeinen  ein  Sy* 
stem  auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 

m,  /Hl ,  m^,  7/I3,  7114,....; 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  2  als  Drehungsaxe 
in  einer  ^oscillatorischen  Bewegung  befindet :  so  haben  wir  nach 
§.  3.  bekanntlich  die  Gleichung 

Bezeichnet  nun  2g  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo* 
genen  Schwere,  and  sind 

Py  Pl9  P^f  P39  i»4j»— 

gewisse  an  den  materiellen  Punkten     ' 

in,  YTii ,  m^i  tn^f  "^49  •••• 

stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge- 
hörigen Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  man 
sich  nur  aus  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole 

Jl',   Y\  Z';  X'i ,    ^'i ,  Z ii  ^2»   '2'  ^2.9   A5,   #3,  Z3;.... 

erinnert : 
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X'=0,  r'=zp—igm,  Z'=0; 
X\=0,  ¥\z:spi—2gmi,  'Z\  =  0; 
X'^  =  0,     r^^Pi—^gnut,     Z',=0; 

U.      8.      W. 


a/so  nach  §.  3. 


m                       m       m  ^'              m         ' 

V 

*     »»1                 '      »ii       /»j,  *''       •      »»,         ' 

y :^_n       r— i^— £?.  9«       y  _^— n. 


Ä,=^=0.     F,=|^»=^-2^. 


/ 


Z3  =  ?-'=0; 


w»8  -      WI3       «I3       •"        'ms 

u.    s.    w. 

Folglich  ist  offenbar 

also  nach  dem  Obigen 

Em{x  ^&  — y  072  )=^Zpx  —  ^gZmx . 
Bezeichnen  wir  aber  durch 

die  Entfernungen  der  materielleo  Punkte 

Tfiy  7/t| ^  77129  tn^f  7/I4, .... 
Fon  der  horizontalen  Drehungsaxe,  und  durch 

die  am  Ende  der  Zeit  t  von  den  Linien 

**>   ^l>   **2>   **3*   **4>"** 

mit   dem  positiven  Theile   der  Axe   der  x  eiogeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  alle  .diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 


HD 

Aze  deir  x  an  durch  den  redhien  Winkel  {xy)  Undiirch  nach  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  zählt;  so  ist  offeDbar,  wenn 
wir  als  einen  ReprS^seiftanten  der  fibrigen  bloss  den  materiellen 
Punkt  m  in's  Auge  fassen,  in  völliger  AUgemeinh^it; 


also 


a?=:rcosg7^     ^=:rsing7; 


dx  ,      dw      dy  dm 


und 


folglich 9  wie  man  leicht  findet: 


S*y       d^x      -3*9 

und  daher  nach  dem  Obigen 

£mr^  g^=  2prco8q>  — 2g  2mrcosq>* 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts    des 
Systems  der  Massen 

m,  iit|>  ifij,  1113^  m^,,;, 

von  der  horizontalen  Drehungsaxe  durch  R,  und  durch  O  den  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  genommeneA  Winkel ,  welchen  am  Ende 
der  Zeit  t  die  Linie  R  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  op 
einschliesst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 


mx  +  m,  j:,  +  m^x^  -f-  m^x^  + 


mrcos^  -t'iifiricos^i  -f  m2r2Cos9>j|  +''>3i^3<^os9s  -f  .. 

=  ^?5^  =  «CO«*, 

und  folglich 

Ümrcosfp  =  If  cos  0£m , 
also  nach  dem  Obigen 


IXl 

I 

JStm^  K?  :=  2)n*co89)—  2gRcos03Stn . 

Weil  aber  die  Wiplcel  q>  und  O,  nnd  elien  so  die  Winlcel  fpi  und 
9,  9a  und  O,  ^  und  4^,  u.  «•  w.  immer ,  d.  h.  fllr  jedes  t,  um 
dieselbe  constente  GrOsse  von  einander  verschieden  sind,    so  ist 

8hp_8^0      3^pi_8^      8«9ji_^      yy^     8»<P 


also' 


■sd  iolgÜGh  nach  dem  Vorhergehenden: 

Als  ein  System  wie  das  so  eben  betrachtete  lässt  sich  weni|g: 
stens  näherungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  Bei 
unendlich  Ideinen  Drehungswinkeln  kann  man  nämlich  wenigstens 
Däherungsweise  annehmen ,  dass  die  das  Schiff  sollicitirende  Kraft 
-f  C*  immer  9  d.  h.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs  5  in  dem  Schwer- 
punkte des  eingetauchten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage des  Schi&  auf  dem  Wasser  wirke«  und  kann  unter  dieser 
Toraussetzune  im  Vorhergehenden,  indem  m  als  im  Schwerpunkte 
des  eiogetauenten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
auf  dem  Wasser  befindlich  angenommen  wird. 


% 
ud 

setxen«  \rodurch  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 

82(Z> 
Umr'^.  g^  =  GrcoHq>-^^gRco90£m, 

oder,  weil  . 

G=z2ffJSm 
Ist,  in  die  Gleichung 

£mfl .  g-j-  =  G  (rcosg)  —  Acos^) 
fibei^eht 
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I 

Die  horizontale  Dr^hungsaxe  wollen  vrir  nun  in  der  durdi 
den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  des  Schiffs  bei  seiner  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage auf  dem  Wasser  gehenden  Vertikalebene  annehmen,  .  ijii4 
wollen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  St^ibUität.äes  Schi^ 
positiv  sei/  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welclies  8eiiM{ 
Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  wie  der  untere 
der  beiden  Theile,  in  welche  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theils  bei 
der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des  Schiffs  auf  dem  Wasser  ge- 
hende Vertikale  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  getheilt  wird,  : 
die  seinigen,  durch  Z«. bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen,  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  — G  oberhalb,    die 
Kraft  +G  unterhalb  der  Drehungsaxe  wirkt,    kann  nicht   vorkom-  '• 
men,  weil  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,   wie  doch  vorher  as« 
genommen  worden  ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Kraft  —  6r  unterhalb,  die  Kraft  -{-G  oberhalb  den 
Drehungsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 

Emr^,  -KW = 2prco8g>  —  :igR  cosq>£m 
auf  der  Stelle  die  Gleichung 

Xg^=-2^C0S^, 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

ümr^  .-^  =  G(rcos(p— Rqos0) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

ümr^ G  (rcosg)  —  l?cos  O) 

L    ~  *2^cos<l> 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

(p=^0  —  Tty    cos<p= — cos<P: 

also 

Emr^  _  G(r  +  R) 
L     —        Jff 

Femer  ist  aber 

tr 

A'i  =  KvosO^     Xi  =  rcosqp  ~  —  ri*os<P ; 
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«l«a 


10 


Ai  —  jCi  =  (r  +  /Qco8d[>^ 
and  foiglicbf  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 


ist: 


e=G(A\-.;r,) 


e=G(r+ Ä)  cos  <D, 


also 


G(r+Ä)=S8ec<D. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Ofenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


^  =  (0+  2^» 


also 


biglich 


cos<P  =  8ina),    8ecd[>=co8eco); 


— T—  =  ö~coseccö. 


Wenn  die  Krälte  —  G  und  -|-  G  beide  unterhalb  der  Üre- 
hlmgsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  allgs- 
aeiiieo  Gleichung 

jSmr^.  ^^  =  2prcoHq>'^2gR  cosOJSm 

wieder  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

•ad  da  nun  nach  dem  Obigen 

2mr^.  -ÄTj  =  6'(rcos9—  Kcob0) 


M,  so  erhält  man  durch  Division 
Theil  XV. 


lU 

/ 

£mr^_       G(rco8q>  —  RcoaO) 
L  2^co8(D 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 

9>=:(Z>,     cosg7=cos4>; 

also 

Umr^^       6?(r--/?) 
L    -  2g        ' 

Ferner  ist  aber 

,  Xi  =  RcoßO,    ;ri=rcosg)=rcos<I>; 

also 

^j  —  jrj=— (r— jK)cos<D, 
und  folglich^  weil  nach  §.  6.  bekanDtlich 

ist: 

6=— G(r-Ä)cosa>, 

also 

-.G(r— jK)=esec^. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

— f —  =  TT-  secO. 
L  'lg 

Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 

also 

cos(D=:sincDy    secd[^=cosecG); 

folglich 

Y"  =  IT"  COSCCö . 

Wenn    A*e  Kräfte  —G  and   -[-G  beide    oberhalb    der  I 
hungsaxe  wirken  >    so  ergiebt  sich   aus  der  oben  bewiesenen 
gemeinen  Gleichuog 
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8«® 


leicKt  die  Gleichung 
d.  i.   die  Gleichung 

and  da  nun  nach   dem  Obigen 

Zmfl.-Ki^  =  G(rcosq)  —  RcosO) 

ist,  »o  erhält  mau  durch  Division 

2mr^  _  G(rco»q>  — RcoaO) 
L     ""  'IgcosÖ  * 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 


also 


q)=:0,    cosg7=cos(D; 


ümr'*       Gir—R) 


'h 


Ferner  ist  aber 


u> 


Xx  =  /?c«s  <P ,    jCi  =rcosg)  =  rcos  <P ; 


kko 


fr 


Xy  — JCi  =  —  (r-  R)cos(P , 
md  folglich,  ueil  nach  §.  ö.  bekanntlich 


Ut: 


^=zGix\^Vi) 


S=:— f;(r— /2)cos<P, 


iIm 

€?(r— Ä)=— SsecO. 

Baher  ist  nach  dem  Obigen 
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L    -       2g 
Offenbar  Ist  aber  in  diesem  Falle 


2"*  ^ 

also 

cos  (P  =  —  sin  CO ,    sec  (P  =  —  eosecco ; 

folglich 

— 5^-  =  TT"  cosec  w .  i 

L  2g  1 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgemein  gältige  Gleicbuiig  J 

j    3=  r^cosecoj^ 

aus  welcher 

2g2mr^ 


L  = 


6cosecai 


folgt.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grösserer  Genauigk^  ; 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  o  ist,  versteht  sich  nach  deni  \ 
Obigen  von  selbst.  > 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  oer  Massen 


respective  durch 


80  Ist  offenbar 


und  folglich 


9lt,    ?ll|  ,   tn^i    ^3  >   ^4>    "*' 


(B,  (Bi9  (B29  (B3.,  (B«,*«**; 


2g2mr^=  2?®/«, 


2(Br^ 


■i 


Scosecoo 


Der  Zähler  Z(S^  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Besag .] 
auf  die  zum   Grunde   gelegte  Drehuns^saxe  gekommene  Trägheitf^  jL 
moment  des  Schiffs ,  und  cler  Nenner  ^coseco  ist  die  durch  slilJb 
dividirte  Stabilität  des  ScbiSis    in   Bezug   auf  dieselbe  Drehunga- 
axe.    Man  erhält  also  die  Länge  des  dem  Schiffe  isochronen  eiii* 
fachen  Pendels,   wenn  man   das  Trägheitsmoment  des  SchiSv  k| 
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Bezug  auf    die    aii^i*iiüiumcne   Drolmu^saxu  durch  seine  mit  der 
Cosecante  des  Winkels  co  nniltiplieirie  Stabilität  in  Kiezng  auf  die- 
selbe Drebuni^saxe  dividirt.     DaKs  das  Prodiict  @cüseea>  von  dem 
DrehuDgswiukel    m  bei  unendlich    kleinen  Drehuni;s\vinkeln   i;anz 
unabhäoci^  ist,    geht  aus  dem   aus  dem  Obigen   bekannten  Aus- 
drucke der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittell»ar  hervor.     Üass 
man   bei  wirklichen  Anwendungen  der  obigen  Formel  in  der  Praxis 
die  horizontale  Drehungsaxe  durch   den  Schwerpunkt  des  Schiffs 
legen  inuss,  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestellten  allgemeinen  Be- 
trachtungen kaum  noch  einer  besonderen   Bemerkung,    (jlanz  auf 
dieselbe  Art  wie   vorher  ausgedrückt,  tindel   sich  der  obige  Satz 
in    Euler's    Scientia    navalis.    T.  I.    Petropoli.     1749.  4^. 
Propositio  21.    Coroll.    1.   p.  96.,  wo  Euier  sagt:  „Longi- 
tudo    ergo   penduli    isochroni  aequatur  momento  iner- 
tiae  figurae  respectu  axis  gyrationis  diviso  perstabili- 
tatemflgurae  respectu  eiusdemaxis,  proutquidem  Sta- 
bilitäten! ezprimere  constituimus.  £  uler  s  theoretische  Dar- 
stellung Ifisst  aber  Vieles  zu  wünschen  übrig,  uud  man  muss  sich, 
mit  Rücksiebt  auf  die  oben  in  §.  9.  Anmerkung,  gemachten  Bemer- 
knngen,    an  Euler's  Begriff  (fer  Stabilität  und  die  Form,    unter 
welcher  er  und  die  meisten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
len,   erinnern,    wenn  man   die  völlige  Uebereinstimmung   seines 
Saties«  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  compicte 
de  la  construction    et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux. 
Nouvelle  edition.  Paris  1776.  8.  p.  63.  fmdet,  erkennen  will. 

Bezeichnen  wir  die  Schwinffuni;szeit  des  dem  Schiffe  isochro- 
nen einfachen  Pendels  von  der  Länge  L  durch  (C,  so  ist  bekannt- 
lich nach  den  Lehren  der  Mechanik,  wenn  e  die  Elougation  be- 
zeichnet: 


/1.3V     .    l   4 
^/l.3.5\ä    .    1 


bt  aber  wie  im  vorliegenden   Falle  e  unendlich  klein,     so  kann 
iaan  näherungsweise 


C=7rY 


2^ 


letien;    und  fiihrt   man   nun   für  L  seinen   obigen  Ausdruck  ein, 
•0  erhält  man  zur  Berechnung  von  C  die  Formel 


=4i 


\g&  cosecoo 
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L  2ff 

Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 

also 

cos(P  =  —  sinco,    sec(P  =  — eosec©; 
folglich 

L  2g 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgemein  gi 


aus  welcher 


c.  cosec  cö, 
^9 


2gZmr^ 
6coseco> 


folgt.    Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grriss< 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  o  ist,    versteh 
Obigen  von  selbst. 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  crer  Massen 


respective  durch 


80  ist  offenbar 


m,  ihj  ,  m^y  m^,  m^. 


(B ,  CBi  9  ©2  f  ®3.>   ®4  >  •  •  •  •  9 


und  folglich 


2g2mr^=  2(Br^ 


2(Br^ 


@cosec(o 


Der  Zähler  £(Br^  dieses  Bruchs  ist  be 
auf  die  zum   Grunde   gelegte  Drehuns^saxe 
moment  des  8chiffs,  und  cler  Nenner  Öco- 
dividirte  Stabilität  des  Schiffs    in   Bezug 
axe.    Man  erhält  also  die  Länge  des  den 
fachen  Pendels,   wenn  man   das  Trägheit 
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Ueber  das  Inte^al 


f 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  za  Ettenheim. 


Wir  wollen  bei  diesem  Integral  voraussetzen,  dass  f(re9>^ 
mnerhalb  der  Grenzen  0  und  27t;  für  q>,  so  wie  innerhalb  bestimm- 
ter Gränzen  für  r  kontinuirlich  sei ;  dass '  ferner  f\re9^  an  den 
Gräozea  g^sO»  q>  =  27c  den  gleichen  Werth  annehme  und  endlich, 
dass 


Setzen 


wir  nun 


f(re9i)='tlj(r,(p)  +  ii{r,q>). 


so  ist  offenbar 


dr 


vorausgesetzt,   dass  die  Differentiaiquotienten  f(re9^'),,..,fW(re9^ 
innerhalb  der  gleichen  Gränzen ,  wie  oben,  nicht  unendlich  werden. 

Da 

/l»)  (re9'')=il>i(r.(p)  +  ix,  (r,<p) , 
^i(T,<p)=     ^^;^^cos7iö+  — ^iji^sinnö, 

^(r,(p)= ^^  sinn  e  +^-|LlZicosnö; 

ynd  da  '^(r,(p) ,  x(r,(p)  für  9=0,  (p=27C  die  gleichen  Werthe  er 
[angen,  so  werden  aich  tl^i(r,(p),  Xi(r,(p)  für  <p=0,  (pzn^n  diesei- 
«>en  Werthe  haben.    Nun  ist 


so  ist  auch 


wobei 
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y!^^=re^f{n^.^)^^e9^^^ 


d.  i. 


/2;r 
t 

69'«7X»+i)(re5P«)89>=0, 


0 

wenn  auch  /l**+i)(re9'<)   innerhalb  der  bestimmten  Gränzen  endlich 
bleibt.     Aber 


^/tn+l,(.e.O=^-^^, 


also 


J  hr  ^  dr  * 


d.  i. 


/27r 
u 


Liegt  der  Werth    r  :^  0  innerhalb    der   mehrfach    genannten 
Gränzen  von  r,   so  findet  man  leicht 

C=27r/t«)(0), 

/2;r 


d.  h. 


oder  endlich 


/^^      ^         -n  2Ä./t»)(0)r« 


o 


indem  -g^„_i  >"»»  -g--  alle  Null  sind  för  r=0. 

Dieser  Werth  hat  also  Statte  wenn  f(re9*)  folgende  Bedijigun- 
gen  erfölU: 

a)  dass  f(re9^),  /*(re5P«),..../Tn)(re9'«*)  alle  endlich  bleiben  inner- 
halb bestimmter  Gränzen  von  r,  und  dassO  zwischen  diesen  Grän- 
zen liegt; 

b)  dass  f(re9^  und  also  auch  seine  Differentialquotienten  pe- 
riodisch in  Bezug  auf  q)  seien,  und  der  Umfang  einer  Periode 
2;r  sei.  CM.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouviile.  Avril 
1846.). 
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BeltrSffe  znr  höheren  Iiehre  von  den 

liO^arlChmen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

.ordentl.  Prof.  4er  Mathematik  an  der  k.  k«  Univertitat  in  Prafg. 

fTorsdesen  Tn  den  VersammlaDgen  der  Sectioo  der  kOnigl.  bdhin. 
Gesdlschaft  d.  IVisseDschaften  zu  Prag  fiir  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  S.  März,  5.  und  17.  April  1850.) 


Id  dem  Begriffe  und  der  auf  ihn  gegründeten  Lehre  von  den 
l^pirithmefi,  so  wie  auch  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari« 
wo  derselben,  dürfte  noch  manches  Interessante  und  Wissens- 
Mhe  beizubringen  sein.  Davon  sollen  die  nachfolgenden  zwei 
wlmitte  einen  Beleg  geben. 


Erster    Abs  chnitt. 

Ittrachtanff    der    bisher    gegebenen   Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufstellung  eines  neuen. 

,  Kdier  wurden  im  Wesentlichen  folgende  vier  Begriffe  von 
** Logarithmen  aufgestellt: 

.   !•  der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen, 
MiNeper«  ursprünglich  gegebene; 

I  \  der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
[Miuiilimen,  gebrauchte; 

!>  der  von  Jobann  Kepler  verwendete; 
Hell  XV.  u 
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4.  der  gegenwärtig  seit  Euler  in  den  Lehrgebäuden  A 
Algebra  übliche. 

Ihnen  fuge  ich  noch  bei 

5.  einen  neuen,  von  mir  selbst  erdachten.  In  maneherl 
Beziehung,  Tornehmlich  für  den  Elementar-Unterricht,  mit  gro 
sem  Vortheil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper's  Erklärung   der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  angemessen  stetig   veränderliche  Grossen« 

1. 

■  ,.^ 
Nepe'T^)  verSffentKehte    im  Jahre  1614   die  Lehre  der  ini 

ihm  entdeckten  Logarithmen  in  folgender  lesensivurdigen,^  jet 

aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:*^) 

Mirifici  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejusque  uss 
in  utraqne  Trigonometria;  ut  etiam  in  omni  Lottstica  idatheni 
tica,  Amplissimi,  Facüiimi  et  expedltissimi  expncatio.  Autbo 
ac  Invewtofe»  Joanne  Ne.pe>ro,  Barone  üderchisloaü»  etc.  S«»1 
Edinburgh  Ex  ofBcina  Audreae  Hart  Bibliopolae,  1614  4iu1 
Text  64,  logarithnusche  Tafoln  90  Seiten.*^*}  - 


Auf  Seite  1  —  4  giebt  er  von  seinen  LosarithmeQ  die  nki: 
stehende,  äusserst  scharfsinnige  phoronomische  EtÜäning,  d 
ich  hier  veortgetreu  mittheile. 

Caputh    De  definitionibus. 

1.  DefinitiQ.  Linea  ae^ualltec  cres^ecsr«  dic^ta 
quum  punctus«  eam  ^scribens,  aetqualibusmomeivtiaper  «^i^quiJ^ 
intervalla  pro^editur.  .  .       .  «il 

'-.KM 

*)  Eigentlich  "John  Napier  oder  Nepair,  Lord,  Baron  von Mtf 
chiston,  ein  Schotte,  geb.  1550,  gest.   1618, 

■ 

**)  Ich  benützte  das  in  der  Kibliothek  des  k.  k.  Bombardier -Cor* 
za  Wien  vorhandene,  aus  dem  Nachlass  weil.  Jos,  Hantschl's,  Pm 
der-  Mh,  Mttth-  am  Wiener  k.  lu  poly  tech*  laftitnte,  erstaadkn«  fixenptl 

***)  Davon  ersehien  nn  Jahre  1619  sowohl  ein  blosser  Abdruck  i 
Lyon,  als  auch  eine  von  Neper*s  Sohn  Robert  besoi^te  neue  Auagal 
mik'ehHgCM  nachgelassenen  Werken,   darunter  afs  hieher  gehörig: 

Primo,  Mirifici  ipsius  canonis  constractio,  et  Logarithmoni 
ad  naturales  ipsorom  nunieroa  habitndi^es; 

Secundo,  Appendix  de^älia,.  ei^quo  praesjtaiitio|re  L^gaidÜumM^ 
apecie  construenda. 

Im  «hiAre  1620"  eudtisiA  winden  auch  diese  nachgelasaenen  Werke  i 
Lyon   nachgedruckt,  * 

Von  diesen  Nachlässen  i&t  wir  jedoch  nichts  io  dÄellpnie  ^tkomoM 


123 


Sit  (Taf.  III.  Fig.  1.)  punctus  A,    a  quo  ducenda  est  lioea 
aiterius  puncti,   qui  sit  B.    Fluat   ergo  primo  niomento  B 


Sit 

fliiXD  aiiw..«^  if,«-«— ,   ^«.  ^.w - ^.-^  r — 

ab  A  in  C,    seetknAo  motnento  a   C  in  1/^    tertio  moifieftto  a 
JÖ  JD   E,    atque  ita    deinceps    in    infinitum    describendo   lineam 
^CDEF......   intervallis  AC,  CD,  DE,  IJF,.,..,  et  caeteris 

deinceps  aequaiibus^  et  momentis  aequalibus  de6cri{>tis.  Dice- 
tiir  haec  lioea»  per  definitionem  superius  traditam»  aequaliter 
crescere. 

Corollarium.    Unde  lioe  incremento  quantitates  aequi- 
differentes    tempotibus     aequidifferentibus     produci 
'  est  necesse. 

Ut  in  superiori  Schemata  unico  momento  J?  ab  ^  in  C,  et 
tribos  momentis  ab  ^  in  £  progrfessum  est ;  sie  sex  momentis  ab 
A  m  H,  et  octo  momentis  ab  A  in  K,  Sunt  autem  illonim  mo- 
ttHüftötitm  ttnlüs  ef  triam  >  et  herum  sex  et  octo  differentiae  a^qua- 
ies,  scilicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  quantitatum  illaruni  AC 
el  ilE,  et  karum  AH  et  AK  diffitrentiae  CE  et  HK  aequales, 
a«%iMiffereiites  «rgo,  at  supra. 

2.  Definitio,  Linea  proportionaiiter  in  breviorem 
leerescere  dieitui',  qaum  punctus  eam  tfanscurrebs,  aequali- 
bfiii  ittömenfis,  segmentst  absckidit,  e|aädein  continüo  rationier 
ad  lioeist  a  qknbos  abscindantor. 

txem^U  gr.  Sit  (Täf.  Ili  Fig.  2.)  iinea  sinus  totiüs,  ao« 
proportionaiiter'  miiAfenda.  Sit  punctus ,  traiiscutsu  suo  eäm  mi- 
Buens,  ß;    sIt  deniqae  ratio  segtnentorum  singulorum  ad  iineas^  a 

J<übQ8  absclndanttity  at  QR  ad  QS,  Qua  ergo  ratione  secatur 
}SiQ  R,  eadem  ratione  (per  10.  6  Eucl.)  secetur  acD  in  y,  Atque 
^.^y  transcurrens  ab  a  in  v,  primo  momeiito  ab  aeo  abscindat  ay, 
f^Kcta^  iinea  seu  siqo  yo).  Aohao  äatem  y»  procedens  |3  secundo 
Mttento'  äbsdndat  snmie  segmentom  qvale  e%\.QR  ad  QS,  quöd! 
^ifif  rdlicto  sinu  ifa*  iL  4|«o  proinde  tertio  momento  «biM^in- 
lit.^  siniili  ratione  segmentam  8b  ,  fdicto  sioa  ecD>^..v;  et  ita^  ^iil^ 

Mpt  in  nifiniian.  Dico  itaque^  hi«  sinus  totius  iineai»  at» proM 

l^rfiMialitec  deerescere   in  shuiro  170,    aut  in    aiium  qumn^fs  tAiv 
■üu»,  m  (|ao  sistit  ^;  et  sie  m  aliis. 

Cor  oll.  Unde  hoc  aequalibus  hiomentis  decremento,  ejus- 
^^m  etiam  ration*rs  proportionales  tineas  relinqui>  ^st 


Quae    eiiim   superius   est    contlnua   proportio  sinuum  minuen^ 

ffo,  y»f  dm,  SMf  ^a^,  ifay»  ,*.* 
>^w^  sagmeiitof um  ab  eis  abseissoram 

.  * 

ay,  yd,  ds,  «f,  fiy,  i^t,  ...4 

^m'erltutfceserario  etiam  sinuüm  fellctoitmi  ptoportio»  Bttti<*€ft 

.    9* 
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yijif  &(a,  $(0,  ia>9  i;ci>,  ftco,  ..-  . 

ut  ex  19.  prop.  6.,  et  11.  prop.  7.    Euclidis  patet 

..••  ••  .•...  .••  ••  •  ....  •  •  _p  •  • 

Es  verhält  sich  nemlich 

SQ:  RQ:  SR  =  a(o:y(o:  ay 

=  y(a:d(o:yS 

=  e(o:  ^(oiBt 
u.    s.    f. 

4.  Defin.    Synchron!  motus  sunt»   qni  simul  et 
tempore  fiunt. 

Ut  in  saperioribas  (Taf.IU.  Fig.l.  und  2.)  esto,  quodA  : 
tur  ab  A  in  C,  eodem  tempore  quo  ß  movetur  ab  a  in  y; 
tur  rectae  AC  et  ay  synchrone  motu  describi. 

5.  Defin.  Quam  quolibet  motu  et  tardior  et  veloci« 
possit,  sequetur  necessario,  caique  motui  ae^uivel 
(quem  nee  tardiorem  nee  velociorem  definimus)  dari  pos8< 

6.  Defin,    Logarithmus  ergo  cnjusque  sinns  est  i 
rus  quam  proxime  definiens  lineam,  quae  aecj^ualiter  credit 
dum  sinus    totius   linea  proportionaliter  in  smum  illum  di 
existente    utroque   motu    syn chrono»    atque    initio   a 
▼  eloce. 

Ex.  gr.  Repetantur  ambo  soperiora  Schemata  (Taf.  III. 
und  2.)  et  moveatur  ^  semper  et  ubique  eadem  seu  aequali 
täte  qua  coepit  teioveri  p  initio  quum  est  in  a.  Deinde  ] 
momento  procedat  ^  ab  ^  in  C»  et  eodem  momento  proc 
ab'  a  in  /  proportionaliter:  erit  numerus  definiens  AC  logar 
lineae  seu  sinus  yto.  Tufn  secundo  momento  promo^eatv 
C  in  />,  et  eodem  momento  promoveatur  proportionaliter  ß 
d:  erit  numerus  definiens  AD  logarithmus  sinus  de».....;  el 
infinitum. 

CorolL  Unde  sinus  totius  10000000  nullum  seu 
logarithmus:  et  per  consequens  numerorum  majorun 
to'to  logarithmi  sunt  nihilo  minores. 


Itaque  logar ith mos  sinuum  qui  semper  majores  nihil« 
abandantes  vocamus,  et  hoc  sisno  -|-»  >^t  nuilo  pr^no 
Logarithmos  autem  minores  nihilo  defectivos  yocamos,  { 
tantes  eis  hoc  signum  — • 

Admoniiio,  Erat  quidem  tnitio  liberum»  cuilibet 
anl  quantttati  nuUum  seu  0  pro  logarithrao  attribulssi 
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praestat  id  prae  caeterls  sinui  toti  accommodasse:  oe 
HD^uam  in  posterum  Yel  niioiniam  molestiam  parturiret  nobis  ad- 
dito  et  anbtractio  ejus  logarithmi,  ib  omni  eaiculo  frequentissimi. 

Caeteram  etiamquia  sibuaru  et  numerorura  siou  toto  minorum 
irequentior  est  usus:    eorum  <^itur   logarithmos    abundantes 

Fionimus:  aliorum  vero  defectivos,   etsi  contra  fecisse  initio 
iberum  erat. 

« 

Auf  diese  Erkläruns  grflndet  Neper  seine  Lehre  von  den 
KiogarithmeD«  aus  der  ich  die  folgenden  auf  Seite  i.  und  6.  a.  a. 
0.  stehenden  Lehrsätze  hervorhebe. 


Caput  11.     De  logarithrooruin  propusitionibus. 

Propos.  1.  Proportionalium  numerorura  aut  quan- 
titatum  aequidifferentes  sunt   logarithmt 

Propos.  ^.  Ex  quatuor  proportionalium  logarith- 
mis  aggregatura  secundi  et  tertii  minutum  primo 
aequatur  quarto. 

Propos.  5.  Ex  trium  proportionalium  logarithmis 
daplum  secundi  seu  medii  aequatur  aggregato  extre- 
moram. 


2. 
Analytische  Interpretation  dieser  Erklärung. 

,»Die  Erklärung,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ii^  merkwürdiges  sagt  KIfigel  (Math.  Wurterb.  T.  III.  p.  634., 
a*  Iß')»  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht.  So  weit  mir  be- 
kttat,  hat  wedeif  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Einfall 
|eiiabt,  in  dieser  Erklärung  die  dynamisch -geometrischen  oder 
«ie  phoTomischen  Bilder,  die  sie  benutzt,  von  der  Seite  zu  be- 
trachten, dass  man  an  ihnen  die  stetige  Veränderlichkeit  entweder 
dreier  Grössen  mit  einander,  von  oeren  einer  die  beiden  ande- 
ren abhängen,  oder  auch  die  stetige  Veränderlichkeit  nur  zweier 
zusammen  Hängend  er  Grossen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
Logarithmand,  die  andere  der  Logarithme  ist. 

1)    Betrachtung  dreier  zusammengehöriger  Verän- 
'  deritchen. 

Neper  lässt  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T  zwei  Weg» 
«trecken  X^  Y,  also  verallgemeinert  ausgesprochen :  mit  einer  ste- 

Sfea  Veränderlichen  T  zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
rissen  Ä,  Y,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
liff  und  in  beständigem  Sinn  sich  verändern,  d.  h.  entweiler  fort- 
nlhreiid  wachsen  oder  fortwährend  abnehmen,  nie  aber  bald  wach- 
leÄ  bald  abnehmen;   und  zwar  die  Grundveränderliche  T  und  die 
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eioe  abbäDgig  Veräoderliche.  JC,  ff  lei  ob  förmig  i^aieqDdlUii^  i 
gleiche  Unterscbiede  -^  die  andere  abbäng^iVeränderiid 
aber  g  1  e  i  ch  m  ä  s  si  g  ( propör tlonaliter )  -^  «o  gleiebom  I 
oder  Verhältnisse. 


r 


■  i 


Betra<;htet  man  nemlich  von  der  GrandveräDderlioben  1 
Paar  Wertbe 

T\  T"  und  Ti ,  Ta, 

.  ■      ■  » 

dazu  von  der  ersten  abhängig  Veränderiieben  X  die  eptopr^ 
den  zwei  Paar  Werthe 

X\  X"  ufid  Ai,  ^a, 

so  wie  von  der  zweiten  abhängig  Veränderlichen   Y  die  er 
chenden  3wei  Paar  Werthe 

Y',  Y»  und  Yi,  Y^; 
so  sollen,  HO  oft  die  Unterschiede 

T—r'naA  T^- T^ 
gleich  sind»  auch  einerseits  die  Unterschiede 

X'^Xr  und  Xi~-Xa 
und  andererseits  die  Verhältnisse 

T\Y"  und  ri:Fa 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

ist^,  sa  soll  auch  einerseits 

V-X^^X^-'X^ 
und  andererseits 

Y*\Y'':=iY^xY^ 
sein. 


2)  Betrachtung  zweier  zusammengehöriger  Vc 
derilehen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Betrachtung  derHilfsveri 
liehen  7*  auch  entbehrt,  uhd  Neper's  Begri«  von  den  Lo{ 
men  l;ür;Eer  wie  fol^t  dargestellt  werden  kann. 

.  ! Selen  JC  und  Y  ziwei  gleichzeitig  yeränderlicbe  Grüssei 
sMi  stotA  ift  eiiMNrlel  Sinn  abändern,  foitwäbrend  wadbsiec 
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fiiHirabreDd  d^Mfiteeiiy  nicht  aber  bal4  wAckseii  bdM  abnehmen, 
nd  iwlu'  deraassen,  dass  während  die  eine  Verinderiiche  A 
gieichfrirmig  —  um  gleich  viel,  um  deiche  Unterschiede  -^ 
sich  ändert,  die  andere  Veränderliche  F  gl  eich  massig  (ver- 
bSitDissgleich)  —  in  gleichen  Verhältnissen  —  sich  ändere. 

Sei  nemlich 

X',   X" 

ein  Paar  und 

Xi  $  X2 
ein  anderes  Paar  Wertbe  der  Veränderlichen  X,  und  dazu 

I 

das  den  ersten  Paare ,  und 

Fl.  n 

das  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Werthe  der  anderen  Ver- 
^bideilidben   F;  so  soll,  so  oft 

X  ^'^Jk  ^^X^~^ X^ 

srin.; 

« 

Hierauf  stützt  nun  Neper  die  Erklärung:  Jene  gleich- 
förmig yeränderliche  Grosse  X  heisst  dier  Logaritkme 
^eser  gleichmässig  veränderlichen  F;  so  wie  auch  jeder 
^c^rtfa  von  X  der  L^garithme  des  zugehörigen  Werthes  von   F. 


3- 

Fortsetzung.  Messung  der  zusammengehörigen 
VeFänderiic^en. 

Wenn  nun  auch  das  Wort  dgi^fiog  eigentlich  eine  Zahl  he- 
4eQtetj  so  können  gleichwohl  (är  einen  allgemeinsten  Begriff  der 
l^ogarithmen  die  Veränderlichen  T,  X,  F  fiir  ganz  uns^mes- 
sene  stetige  Grössen  (Dinge)  angesehen  werden.  Alf  ein  da 
diese  Verafigeiueinerung  Lediglich  für  die  Theorie^  nicht  aber  für 
die  Rechnung  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortheil  ist; 
80  bleibt  es  rathsam,  diese  Veränderlichen  als  gemessene  und 
darch  Zahlen  ausgedrückte  Grossen ,  oder  vielmehr  selbst  als 
sietiee  Zahlen,  zu  betrachten.  Neper  stellt  isie»  nach  dem 
(UtraSdi.   Belner  Zelt.    in«ge»a»>mt 7nrch  ga.ze  Zahlen  dar. 
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und  insbesondere  die  Messeinheit  durch  eine  dekadische  Einhel 
d.  L  dnrch  eine  Potenz  von  10,  namentlich  die  Messeinheit  ft 
F  durch  10000000=I(F. 


4.'" 

Fortsetzung.  Neper's  Grundbemessung  der  Logs 
rithmei). 

Sind  nun  was  immer  fär  zwei  Paar  Werthe  einer  veränder 
eben  Grosse  F,  nemlich  die  Paare  F',  Y"  und  F^,  Fa  yerhlJ 
his  Sgl  eich,  (proportional) 

Y':T'=Yi:Y^% 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehurigen  veränderlich 
Grosse  X,  nemlich  die  Paare  X'j  X".  vma  X^,'  X^  gleicbmOita 
8  ch  i  e  d  e  n  (  äquidifferent ) , 

so  ist,  nach  Ileper's  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  Ton  JKc 
Logarithme  des  ihm  angehorigen  Werthes  von  F,  nemlich,  i^ 

fem  man  <l'>ese  Logarithmen  (hirch  Log  andeutet, 

» 

ir'=LogF',    X'=LogF*,  ..,. 

Da  hiernach  mit  der  Quotienten-  oder  Verbal tniss gl c 
ciiung  (Proportion)  durchaus  gleichartiger  Grossen 

r:Y»=zY^:Y^ 

die  Unte;rschledsgleichung  ihrer  Logarithmen 

•  •  .  .  ■  ■    ■  '  • 

LogF'— LogF'=LogFj^LogF^  .     i.. 

verbunden  ist;  so  kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  d( 
Grün  die  hrsa^tz  aussprechen: 

Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleicliartige  Grosse 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleicl 
unter  seh  ledern.     (Vergl.  oben  Cap.  IL  prop.  1.) 

Neper  bemass  demnach  seine  Logarithmen  derg 
st  alt,  dass  so  i>ft  zwei  Paar  Grössen  eine  Proportion  bildie 
die  ihnen  zugehörigen  Logarithmen  (in  der  nemlichen  Ordnui 
▼on  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grosse  stattfindet,  i 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintreten. 

Da  in  einer  Proportion,  deren  Glieder  insgesammt  gleicbini 
sind,  das  Product  der  äusseren  Glieder  jenem  der  inneren  dal 
gleich  Ist,  wenn    diese  Glieder  lauter  Zahlen  M^ind;    so^rM 
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m^t  weon  man  diese  ßedinguBgen  hier  gelten  Hast,   einerseits 
d^  ProducteBgieichung  von  Zahlen 

uod  andererseits  die  SummeugleichuDg  Yon  Logarithmen 

i  •  LogF  +  LogI^=LogF'+LogFi. 

.  Neper  bemass  daher  seine  Logarithmen  auch  so^ 
dass  so  oft  Irgend  zwei  Paar  Zahlen,  mit  einander  mnltiplicirt, 
zwei  gleiche  Producte  geben,  auch  ihre  Logarithmen  paartveis 
addirti  z^ei  gleiche  Summen  geben. 

Wo  demnach  Multiplication  durch  eine  Zahl  statt  findet 
da  tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein. 

Da  sowohl  rh  jeder  Verhältnisiägleichüiig^  als  an^h  in  ieder 
Unterschiedsgleichungy  jedwedes,  der  zwei  Paar  Glieder  durch  die 
drei  anderen  oestimmt  ist,  so  muss  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
hören. Daher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  ffleicb.e 
Logarithmen  geboren.  Und  eben  so  gilt  dies  norawendig 
iinch  umgekehrt 

Suchen  wir  nun  die  allgeineinsten  Ausdrücke  der  Logarithmen 
Bonden  Ergebnissen  der  Multiplication,  Division,  Potenzirung  und 
Wurzekiehung. 


I)    Ist 


also 


p^ab. 


pia  =  b:\ , 


■>::    .      •..;• 


SO    ist 


hogp  —  Logo = Log6  ~  Logl , 
Logp = Loga  +  Logft — Logl ; 


.  'i:    ■■  ■  ii»  I, 


*o|gBch 


.  * 


Log(a6)=Loga-t-Log6~Log  1 
^^kr  symmetrisch 

Log(a6)  —  1  Logl  =(Loga— Logl)  +  (LogÄ— Logl) . 

Ans  Letzterem  folgt 

hog(abc)  — ^  Logl  =  (Loga6 — Logl)  -|-  Loge—  Logl 

= (LogäwLogl)  +  (Logpft— Logl)+Logc~Logl) , 
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=(Loga— Logl)+(Log6— tögi)  +  (Lb^h-^l 

+(Logrf— Lc 

daher  allgemein  !    .   j     . 

Log(a6c<2...)— Logl=(Logar*LQgl)+(Log6— Logl)-|-(Logc^-L 

-{-(JLogd — Logl)  +  ,... 

und  hieraus  ergiebt.sich  für  dep  JfjOgarithbiep  eines  Pro  du) 
von  n  Factoren  der  Ausdruck  . 

hos(abcd...)i  =Loga+Log6+Loge+Logtf  +  ....— (li— -l)Logl 


%)   Für  den  Quotienten 


a 

.  .  ■  »  ■      *  I  •       - 

giUi  die  Proportion  .  ,  /   . 


r  .       ■ .  • 


al«0«  ist  r  •  \  ,  ;.^  ■      ::i-.  ■■       .    .■■•:i.':-. 


I  i   I  .     ,  i 


und  sonach 


Logj — liogl  =  Loga — Log6 , 


Log9==  Loga  — -  Log6  -f  Logl , 


oder  auch 


Log  -r  =  Loga'-Logft  +  Logl ; 


wofür  man  jedoch  symmetrisch 

a  .  ■■ 

Log^— Logl=(Loga— Logl)— (Logft—  Logl) 

setzen  kami. 

3)    Für  die   Potenz  o",    deren  Exponent  absolut  und  g 
ist 9    die   also  .dem  nfactoxlgen  Producte  aaa.^,,  gleichgilt, 
sonach 

Log(a") — Logl=3^(Loga — Logl) 

und  hieraus 

Log(a")=3fiLoga-^<ti*-l)  Legi . 


r 


.1 


^'»=r 


1 


h    Mm*  ^'UH&B 


1^- 


A»-   di#a   «ncmiiH  I^wgnmnimggP^fWf    fitr  Viom 


mu       nies»   n 
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Am  bequemsten  för  das  logaritbinische  Reehneh  ist  es,  mit 
Neper  der  iMesseinheit  der  Wege  und  Geschwindigkeiten  die  Null 
zum  Logarithmen  zu  geben.  (Cap.  I.  Admonitio).  Allein  hent  ta 
Tage  pflegt  man  die  Messeinheit  von  Grossen  nicht  niehr  wie 
ehedem,  wo  man  alle  Grossen  möglichst  genau  durch  ganze  Zab» 
len  darstellte,  durch  eine  dekadische  Einheit,  wie  Neper  durch 
10000000,  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  1,  vor- 
zustellen;! weit  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und*  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benutzt.    Darum 

geben  wir  Inder  Neuzeit  der  Zahl  1  immer  die  0  zum  Logarithmen. 

• 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwiesenen. 
Setzen  die. allbekannten  4  Hauptlehrsätze  über  die  Ausdrucke  der 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und  Wurzelig 
ohne  Mühe  hergeleitet  werden  können.  Setzt  man  daher  die  Lo^ 
garithmen  als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  gestutzt  aa£ 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  der  Algel|^rai 
gewöhnlich  allem  in  Anwendung  komme[nde  und  von  lenen'fiuuipt- 
lehrsätzen  geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig  ab- 
handeln« 


>  . 


.5. 

Andere  merkwtirdige  Betrachtung  d^r  Neper'scheiK 
Erklärung  der  LogaTithmen. 

I.    Nimmt  man  bei  den  oben  nach  Neper   besehenen   zwtf 

f leichzeitigen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  filr  dliS 
Einheit  der  Zeit  an  und  setzt,  dass  der  erstere  beweglldMC 
Punkt  B  in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  k,  der  andere  Punkt  fM 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x  durchlaufe,  und  nimmB 
man  an,  dass  (Taf.  III.  Fig.  3.)  die  beweglichen  Punkte  nadni 
Verlauf  der  Zeit  i  beziehlich  in  M  und  ft,  nach  der  Zeit  t+Ti 
aber  in  N  und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  kleine  Zn^^ 
nähme  der  Zeit  t  vorstellt,  zur  Zeit  t^dt  in  den  Punkten  M*  undJ 
fi'  sich  befinden ,  von  denen  jener  zwischen  JH  und  JV,  dieser  zwi-^ 
sehen  ft  und  v  liegt;  so  wird,  wenn  die  Abstände  ASi  und  ^m-* 
mit  X  und  y  bezeichnet,  werden, 

MM^=^dx  und  fift'= — dy 

\r 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  kurzen  Wege  MN^=Jt 
und  fiv  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit  oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  folglich,  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  den  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien,  so 
hat.  man 

MM'iMN=zdi:\,    ftft':fiv=rf«:l ; 


[ 
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und  nach  dem  Gesetze^  welchen  der  zweite  Punkt  bei  seiner  ße- 
^S^Dg  gehorcht  (2.  Def.  Coroll.): 

Setzt  man  noch   den  ursprünglichen  Abstand  ao>=^;    so  erh&lt 
man 


da:=^kdt, 

Theilt  man^   um  dt  zu  eliminiren,  jenen  Ausdruck   durch  diesen, 
^  hat  man 


Qod  hieraus  folgt 


dx: 2=  Ar:- 


— rfy  _x   dx 


Schneller  Ondet  man  diese  Gleichung,  wenn  man  erwägt,  dass 
tot  zwei  gleichförmigen  Bewegungen  die  während  den  nemlichen 
^iten  zurückgelegten  Wege  einander  (direct)  proportional  sind^ 
nemüch  dass 

od«r 

^ich  verhält.  Denn  theilt  man  diese  Proportion  durch  die  das 
besetz  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  ausdrückende 

|biv:fiO)  =  ay:€ifa> 

oder 

fiv:^=:x:^, 

so  wird 


dx: -z=:k  :  — » 

y  Q 


also 
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Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Erklärung 

t     .  .  .  •  .1 

Log^=a; 

setzt;  stellt  er  eigenflicb  zwischen  den  sffvrei  zusammengehörigen 
Veränderlichen  cc,  y  nicht  nur  eine  Differentialgleichung  auf, 
sondern  er  integrirt  sie  auch^  indem  er  die  eine  Veränderliche 
w  als  eine  eigentliche  Function  der  anderen  v  definirt  und  nach- 
her eine  Tafel  der  zusammengehörigen  Werthe  dieser  Veränder- 
lichen berechnet. 

Anmerkung.  Man  sieht  nehenbei  hieraus^  dass  Neper  nicht 
fem  davon  stand  die  Differentialrechnung  zu  entdecken. 

II.  Betrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  aUgemdneren 
analytischen  Standpunkte»  weil  uns  dies  in  der  Fol^e  von  Nutzen 
sein  wird;  so  seien  zwei  statte  veränderliche  Zahlen  a»  y  mit 
einander  von  einer  dritten  t  abnängig»  so  zivar,  dass,  1)  wenn 
die  Werthe  t,  f  um  ^t,  Jif  (algebraisch)  wachsen,  auch  oe,  af 
um  dxy  Ax*  wachsen,  und  y  ^  y'  um  Ay^  Ay*  wl  y-^-Jy^  y'-^-^jf 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  Ai-^^AÜ  ist,  einerseits  auch 
Ax^iAai'  und  andererseits 

IL±J^ ^  t^  ftUa  auch  ^=4' 

sei.-  ■     .    .  .       ..\ 

Dann  ist  jedenfalls  Ax  proportional  zu  At^  in  Zeichen 

Ax\\Ai\ 

und  es  lässt  sich ,  wenigstens  für  genügend  kleine  Werthe  von  A% 

A'U 
und  Ay ,  auch  -  -    zu  At  jpröportional ,  d.  i. 

•/ 

Ali 
::At 


annehmen.    Danach  ist  auch 

Ay  Ay 

Ax::-^     oder    Ja;:--=iw, 

y  y 

und  sofort  ***|; 

y      T^ 

wenn  m  eine  coiistante  Zahl  bezeichnet«  '* 
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Setst  man  filr  die  kleinsten  Zunahmen  ^x»  ^y  die  entspre- 
chenden Differentiale  dx,  dy;  »o  erhält  man  —  wie  oben  —  die 
gleichgestaltete  Differenzlalgleichitng 

-^=— Ar, 

als  deren  Integral  Neper's  Erkifirung  die  Gleichnng 

Logyss^ 

hinstellt 

Man  lege  die  Null  als  Logarithmen  der  Zahl  o  bei,  man 
gebe  nemlicn  j;=0  zu  y:=^Q  oder  mache  Logp  =  0.  Sei  noch 
/Ig^fl  und  Iiini7=0,  so  ist 

ax — jh — =  nn-  • 

Da  noD  auch 

ist»  so  findet  man 

Log(9+i^)-Logp  =  m^ 
■r  limi^sO;  daher  ist  (gemäss  Art.  4.) 

h«fs^-hogl^nt^  =Log(l  +  a)_  Logl. 

Setat  man  aMcfirsend  —  =1^  so  ist  auch  limcsrO,    und  daffir 

«^?^5S<H^=^=  Log(l+.)>-Logl. 

mzsiim Log(l-t-e)^  ^  l^<>gl • 

Ffir   seine   eigenen  Logarithmen   nahm  Neiier  die  Anfangs- 
IKdiwiiidigkeiten  k  und  %  der  beweglichen  Punkte  B  und  ^  zwar 

tieich  ff  rosa«  ledoch  entgegenge^etet,  also  j;=^x  an.    Danach 
(bei  ihro^  weil  allgemein 

1  _--x   1^ 

m         p    '  k 


13« 


oder 


-  — X        k 
iit=A:: — ^ *Q 


ist,  m  = — ^.  Den  anfönglicheb  Abstand  acD=^  nahm  Neper  sin 
Längeneinheit 9  setzte  ihn  also  3=10000000=10^»  so  dass  denk 
nach  för  ihn  »im — 10^  war. 


Folglich  ist  bei  Neper 

u'  1 

dx 


^=:-     1 


y    ~         10^ 

und  dafar 

log .  neperiamus  y-zz.x. 

Aendert  man    aber  dies  dem  neueren  Gebrauche  gemSs«  ab 
ind^m  man  diese  Längeneinheit  ^  =  1  setzt,  so  ist  9?i=  — 1. 

i 


B. 

Byrg's  Erklärung  der  Logarithmen 
durch  Verknüpfung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe. 

6. 

Byrg*)  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  heraMI 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcbe  toxx^  Geometrifcbe  Progress-ICabttlen,  fambi 
gr&nMtcben  x^ntemcbt,  tote  fold^e  n&Qltcb  in  MctUy  ^ecbnoni 
gen  b^u  gebraueben  viti^  x^erffanOen  iperOen  fol.  (BeOmcft,  '^n  0er 
21Iten  6mOt  Prag,  bei  Paul  Qe^i^n,  Der  il<Sblicben  Universitet 
IbvLÖo^tvidtt,  Um  3abre  i6ao. 

Diese  auf  ly^  Bogen  in  Klein-Quart  gedrückte  Tafeln ,  zu  de- 
nen leider  der  ,> gründliehe  Unterricht'^  fehlt,  sind  jetzt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  „ Logarithmus ''  gebraucht  Byrg  nicht.  » 

Wer  von  diesen  zwei  Gelehrten,  Neper  und  Byrg,  früher 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,    lässt  sich  nicht  mit  Sicherheit 


*)  Jobst  Burgi  oder  Jostut  Bjrg  wurde  geboren  im  Jabre  IStt 
ZH  Llehtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gallea 
an  der  Thur;    and  starb  im  Jahre  1633  zu  Ca«sf4. 

**)  Ich  benutzte  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  Bombardier- Corpa 
befindliche,  gleichfalls  aus  Prof.  HantschTs  Nachlass  herstammeiuUi 
Exemplar. 
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«utedmdeD.     Ffir    ßyrg   sprechen   folgende  Nachrichten  seinet 
Freuode  und  Verwandten. 

Erstens  äussert  sich  Kepler  (in  seiner  Tabulae  Rudolphinae^ 
H  Uimae.  1627.  Saurius.  pag<  11.  coluni.  1.  Praecepta.  Cap.  III.) 
Aber  ihn  wie  folgt! 

....  hoc  inquam  si  etpetis :  eccie  tibi  apices  logistices  antiquae, 
Qni  praestant  hoc  longe  comniodiüs:  qui  etiam  apices  logistici 
Justo  Byrgio  multis  annis  ante  editionem  N;eperianam, 
viam  praeiverunt,  ad  hos  ipsissimos  logarithmos.  £tsi  nomo  cun« 
ctator  et  secretorum  suorum  custos«  foetum  in  partu 
destituit^   non  ad  usus  publicos  educavit 

Zweitens  erzShIt  Montferrier  (Dictionnaire  des  sciences 
math^matiques.  4«  Paris«  1835.  tom.  1.^  pag«  242.)  in  seiner  Bio- 
graphie Byrg's: 

Benjamin  Braiper  ....  dans  un  ouvrage  qni  a  pour  objet  la 
description   d^un  instruraent  pour    la   perspective  et  le  levä  des 

Elan«,   s'exprime  ainsi:    «^C'est  sur  ces  principes  que  mon  eher 
eau-fr^re  et  maitre  Juste  Byrge  a  calcul^,    il  y  a  vingt  ans*' 
(cet  ouvrage  paraissait  ä  Cassel  en  I&IO*))    „une   belle  table  des 
progressions  i    avec  leurs  diff^rences  de   10  en  10,    calcul^es  ä 
V  ehiffres,  qu*il  a  %ussi  fait  imprimer  sans  texte  ä  Prague,    en 
1620;     de    sorte    que  l'invention   des  logarithmes  n'est 

?a6  de  Neper,     mais  a  6t<6  fait  par   Juste  Byrge  long- 
emps  avant."**) 

Mach  dieser  Aeusserung  Bramer's  hätte  demnach  Byrg 
seine  Logarithmentafel  eiitiVeder  im  Jahre  1602  oder  1610  be- 
rechnet^  jenachdera  Bramer  sein  Werk  im  Jahre  1622  oder  16% 
drucken  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
1614  herausgegebene  Tafel  schon  einip^e  Jahre  früher  berechnet 
uftben  konnte ;  so  lässt  sich  über  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
l'Ogarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit  absprechen ,  sondern  man 
iQoss  muthmassen,  dass  Neper  und  Byrg  gleichzeitig,  jeder  für 
^icby  auf  selbe  verfallen  seien. 


7. 

6yrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reihe  der- 
S^stalt  zusammen,    dass  gleichvielte  Glieder  von  beiden   zu  ein- 


^^  *)  Wahrscheinlich  ist  dies  folgendet  Werk:  „Kurier  aber  deutlichei' 
^^^richt  vom  Gebrauch  d^  von  fienj.  Bramer  erfundenen  Proportional-' 
J^strnmentes;  20  Seiten,  mit  einer  Abbildung  des  Instrumentes  anfeinem 
^Hlbeo  Bogen.  8.  Cassel.  1622."  (Siehe  Rogg  Handb.  der  mathem, 
'Literatur.  8.  Tubingen.  1830.  S.  419. 

**)    Für  -diei   Geschichte    der  Lehre  von    dea  Lofi^arithilien   'Viräre  M 

^^änschenswerth ,  dass  jemand,   dem  das  angefahrt?  Werk  von  Brameif 

^^gingig  ist,  die  hieher  gehörige  Stelle  wortgetreu,  so  wie  eine  genaue 

Aiagab«  der  Jahrzahl  des  Druckes  dieses  Werkes  durch   das  Archiv  Ter-* 

^ifentiichen    möchte« 

n^heil  XV.  10 
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gehören»  und  erfciSrte  dann  jedes  GHed  der  aiMnmflseie 
Reibe  för  den  Logarithmus  des  eben  so  Yielten  Gliedes  der  ge« 
metrischen  Reibe. 

In  derselben  Welse  verfuhren  auch  mehrere  Nachfolger  NSo 
per*s.  So  sagt  schon  Vlacq*)  (ein  Zeitgenosse  Neper's  im 
Brigg«-): 

Logarithmi  sunt  quantitatum  continue  proportionaBum  coHiitii 
aequidinerentes. 

Später  Caspar  Schott  in  seinon  Cursus  Hathematiciis.  M 
HerbipoU,  Scbuawetter.   1661.  lib.  27.  pag.  589: 

Logaridimi  sunt  noneri  secundum  proportioaem  arithnetican 
quamcunque  continue  crescentes,  aot  decrescentes,  adjancd  nn- 
meris  ab  unitate  inchoatis  et  secundum  proportionem  geometricaai 
continue  prescentibus. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  geht  aus  jener  von  Nepoi 
sehr  leicht  hervor,  wenn  man,  nm  sich  eine  Vorstellung  vonaen 
Gange  der  gleichzeitigen  Aenderung  der  Zahlen  und  ihrer  hegtt 
rithmen  zu  verschaffen,  eine  grossere  Menge  von  L<^arithnwi 
um  Reiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zidiien  in  gieichen  Ver 
hältmssen  nach  und  nach  wachsen  l&sst  Auf  diese  Weise  erhill 
man  eine  arithmetische  Reibe  von  Logarithmen, 

und    eine,   Glied  für  Glied  zugehörige  geometrische  Reihe    von 
Zahlen 

yof  yif  2^a»—«y«> 

so  dass 

l'Ogyo=^o>  l'Ogyi==^i»  ....Logy«=arn, 

st. 

Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  um  die  Loga^ 
rithmen  zu  berechnen. 

Beide  Reiben  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frohe- 
ren berechnet,  die  arithmetische  der  Liogarithmen  durch  fortwäh- 
rende Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometrische 
der  Zahlen  durch  fortwährende  Multiplication  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  für  bestimmte  Zableu  die  zugehörigen  Logarith- 
men zu  suchen  sind,  so  wird  fast  immer  eine  Einschaltung 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  Gliedern  der  Hauptreihe  erfor- 
derlich sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied .  der  arithmetischen 
Schaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Schaitreihe. 


*)    wo? 
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Will  man  «onacb  eine  solche  Reihe  mit  alleo  ihren  einschalt- 
bflrvn  als  eine  einzige  stete  fortschreitende  Reihe  derselben  Art 
ansehen ;  so  muss  man  ausser  den  ganzzahligen  Stellenzeigern 
neh  Doeb  gebreche ne,  ja  sogar,   da  manche  Zahl  strengstens 

S0Bommeii  durch  keinerlei  solche  Einschaltung  Täilig  genau ,  son- 
irn  nur  immer  genauer  und  genauer »  als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
werden  kann,  auch  irrationale  Steilenzeiger  zulassen. 

Sei  demnach  n  ein  derartiger  allgemeiner  Stellenzeiger»  nem- 
lieh  positiv  oder  negativ,  ganz,  gebrochen  oder  irrational;  so  ist, 
warn  d  die  constante  Differenz  der  arithmetischen  Logarithmen- 
reihe,  und  q  den  beständigen  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
lenreihe vorstellt,  bekanntnch  ganz  allgemein 

FGr  die  Theorie  kann  man,  um  nur  ganzzahlige  Steilenzeiger 
za  erhalten  5  den  Untersqhied  d  so  klein  und  den  Quotienten  q 
sdum  selbst  so  nahe  an  1  annehmen,  dass  jeder  Logarithme  so 
wie  jede  Zahl  zwischen  hinreichend  enge  Grenzen  zu  liegen 
komme. 

So  nahm  Neper*)  zum  Anfangsgliede  seiner  geometrischen 
Rdbe 

yo=tOOOOOOO==l(P, 

zum  nächstfolgenden 

daher  zum  Quotienten 

g=ai:ao=ao— l''«o=l  — ~=^J  —  jgf» 

fofDer  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  i/=l,  und  zu 
ikem  Aosgangsgliede  Xq=ü.  Byrg*^)  nahm  zum  Ausgangsgiiede 
seiner  geometrischen  Reihe 

yo  =  100000000=108, 

zun  nScbst  folgenden 

yi  =  100010000. 

daher  zum  Quotienten 

^=10001=1 +  1J5; 


*)    Vergl.  Klägers  math.  Wörterb.  III.  Art.  Logarithmus,  num.  114. 
**)    Vergl.  ebenda  n.  106. 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  dxiiOy    und 
ihrem  Ausgangsgliede  :ro=0.  - 

in  dieser  Weise  zergliedert  Bonaventura  Cavalerio  lo 
Der  Trieonometria.  4^.  ßononiae.    1643.   pag.  4.  col.  1.  num.  X] 
die  Erklärung  der  Logarithmen. 

Man  sieht  leicht  ein ,  dass  das  Verständniss  des  hier  e 
terten  Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  1 
schaltuDg  in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  und  im 
nalen  Stellenzeiger  getrübt  wird. 


C. 

Keplers  Erklärung    des  Logarithmus  als  des  / 
Zählers  der  Vervielfachung   eines  Grundverhältniss 


a 

Kepler  (in  den  Tabulae  Rudolphinae  Cap.  III.  pag.  11.  col 
sieht  den  Logarithmui^  als  Mass  einer  Proportion  oder  richti 
eines  Verhältnisses   au.    Denn  a.  a.  O.  findet  sich 

die  Marginalfrage : 
Elementum  logarithmorum  minimum  quid? 

und  die  Textanwort: 
...  proportio,  ejusque  mensura,  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  Nikolaus  Mercator  seine  Logarithmotecl 
London  1667  et  68,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein: 

Logarithmus  composito  vocabulo  dicitur  a  ratione 
numero,  quasi  rationum  numerus;  id  quod  plaoe  cum  re  c 
sentit.  Est  enim  Logarithmtis  nihil  aliud,  quam  numerus 
tiuncularum,  contentarum  in  ratione^  quam  absolatus  quisqae  (i 
numerus)  ad  unitatem  obtinet. 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  bell 
So  giebt  noch  Klugel  (Math.  Wörterb.  111.  8.  1808.  Art.  U 
rithnius)  folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  v 

fache    ein  Verhältniss    in   Absicht  auf  ein  anderes  Grundverh 

niss  ist,    wodurch   alle  Verhältnisse  gemessen   werden.    Nem 

wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:6,  so  ist das  ?// fache  ci"*: 

i     1 

so  wie  auf  der    anderen  Seite  ....  das  n  getheilte  a'*:6'*;     fei 

m     m 

—    —  in 

noch  das  m fache  und  9t getheilte  a'*:^"...     D^e  Zahl    —     ist 

m      m 

Logarithmus  des   Verhältnisses    a^:0^  in  Beziehung  auf  das  i 
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.  Auf  diese  Erklärung  bezieht  sieh  die  Bildung  des  Kunstwor- 

tes,  welches  aus  dem  griechischen  loycov  dgiS-iiog  zusammengezo- 
gen ist,  und  einen  Verhältnisszähler  oaer  Verhältniss- 
messe T  bezeichnet/' 

II         Eben  so  erklärt  Schmeisser  in  seinem  Lehrbuch  der  reinen 
Mathesis,  1.  Theii.  Berlin.  1817.  §•  41—44,  S.  61-67. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  keines- 
wegs nnmitteibar  aus  der  Neper'schen  (A),  sondern  erst  aus  der 
▼OD  ihr  abgeleiteten  (B) ,  welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  Logarithmen  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometrischen 
nennt;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt.  Denn  in  einer  geome- 
trischen Keihe  ist  das  Verhältniss  jedes  Gliedes  yn  zum  Aus- 
gangsgliede  ^q  ^^^  ^^  vielfache  Verhältniss  des  ersten  hinter  die- 

Isem  Ausgangsgiiede  stehenden  Gliedes  yi  zum  Ausgangsgliede  y^^ 
selbst,  nemlich 

Dazu  nimmt  man  aber  einschränkend  yQ'=l  und  zur  arithmetischen 
Reibe  die  der  Stellenzahlen  selbst,  nemlich 

U,  X,  ^,  <!,  ••••  ti }  .... 

iiod  erklärt  danach 

w  =  Log(y„:^o) 

n=Logy«. 

Dieser  ursprünglich  nur  für  absolute  ganzzahlige  Stellenzeiger 
ft giltige  Satz  wird  auch  auf  negative  und,  in  Folge  der  Interpola- 
^on  in  beiden  zusammengehörigen  Reihen ,  auch  auf  gebrocnene 
VDd  irrationale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  —  wie  es  doch  sein  muss  —  von  diesen  Reu 
i^en  absieht,  so  macht  diese  Erklärung  der  Logarithmen ,  als  Ab- 
>S]iier  oder  Exponenten  der  Vervielfachungen  eines  gewissen 
Grimdverhältnisses,  bei  einer  für  Anfänger  fasslich  und  dennoch 
^Godlich  sein  sollenden  Zergliederung  negativer,  gebrochener  und 
■VTationaler  solcher  Abzähler  sehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
Über  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
hat  Desswegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
sten geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 


9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüng- 
liche Bedeutung  des  Wortes  „Logarithmus''  hier  gründlicher  als 
bisher  geschehen  zu  erforschen.  Dass  die  von  Mercator  (1667), 
Gilbert  (1776),  Klügel  (1808),  Schmeisser  (1817)  u.  v.  a. 
^S^gebene,   und  gewubnlich    beliebte,    als  aQi&fiog  tmv  koyoav. 
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Menge  der  Verhältnisse,   keineswegs  die  richtige  sei,    wird  ai 
folgenden  Gründen  einleuchten. 

1.  Wer  über  die  genaue  etimologische  Bedeutung  die« 
Wortes  vollen  Aufschluss  geben  kann,  ist  einzig  und  allein  Nepa 
da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  ersten  Male  in  seinem  Origtu 
werke  vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gehraucht  und  hocb 
wahrscheinlich  dessen  Schöpfer  ist.  Leider  analysirt  und  inta 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.^    Nun   gebraucht  aber  Neper    nirgends  diesen  BegriiF 
Logarithmen  als    Abzählers  von  Vielfachen  eines  Verbältnisi 


ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  allgemeinen  Begriff  mit  d^ 
sem  eingeschränkten  zu  vertauschen;  uni 

3.    aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann  dieser  partikuläre  ^ 
mittelbar  und  nicht  ohne  sichtlichen  Zwang  hergeleitet  werden^ 


Um  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken»  muss 
jene  Stellen  in  Neper's  Originalwerk  hervorheben,  welche  c 
allgemeinsten  und  Gmndeigenschaflen  der  Logarithmen  bespfl 
eben.     Nun  giebt  er 

i.  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufschluss  über  I^ 
lass  und  Zweck  der  Entdeckung  der  Logarithmen ,  den  ich  dah« 
weil  er  auch  sonst  lesenswerth  ist,  hier  wortgetreu  vollständ 
mittheiie. 

Quum  nihil  sit  ...  mathematicae  praxi  tammoiestum,  quodq* 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  mac 
norum  numerorum  miutiplicationes,  partitiones,  quadrataeque  u 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  quae  praeter  prolixitatis  bu 
dium,  lubricis  etiam  erroribus  plurimum  sunt  ohnoxiae:  coepi  ig 
tur  animo  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  possem  dicta  ic 
pedimenta  amoiiri.  Multis  subinde  in  hunc  finem  perpensis,  no- 
nnlla  tandem  inveni  praeclara  compendia  (Abkürzungen)  alibi  f<i 
tasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nuUum  hoc  utilius,  quod  oe 
cum  multiplicationibus ,  partitionibus,  et  radicum  extractionibs 
arduis  et  prolixis,  ipsos  etiam  numeros  multiplicandos ,  div 
dendos,  et  in  radices  resolvendos,  ab  opere  rejicit,  et  eonc 
loco  alios  substituit  numeros,  qui  illorum  munere  fui 
gautur  per  solas  additiooes,  subtractiones,  bipartitiooes  et  ti 
partitiones.  Quod  quidem  arcanum  cum  ....  sit,  quo  communio. 
eo  melius:  in  publicum  mathematicorum  usum  propalare  libuit 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  i 
Cap.  1.  Defin.  6.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorum  Canonis  Coi 
s*tructio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahl« 
numeri  naturales^  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificii 
les.  (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbegriff  der  gesammten  Math« 
matik.  8.  2.  Aufl.  IL  Tbl.  1.  Abth.  Greifawald.  1786.  S.  242.). 

Nach  seiner  Ansicht  sind  demnach  Logarithmen  gewiss 
künstlich   geschaffene  Zahlen,    welche    als  leichter  verwendbai 
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SMMoi  (Stell-  uod  Amtsfertreter)  anderer  in  manche  schwie- 
i|p  RechmiDgen  eigentüch  aufzunehmender  Zahlen  dienen. 

l  Nun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte  loyogt^fiog 
feiGrudwort  «((dtto;  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl,  numerus,  oder 
■chHaDffy  Wert D,  wie horoonullo  numero,  oder  Mass,  mensura, 
lil  h  iaov  igi^i^og  des  Weges  Mass;  die  Bestimmsilbe  Xoy 
)m  iber  entweder  von  6  koyog  oder  von  kayiaunog  herstammen. 
Dk  nick  unserer  Erörterung  hier  passlichen  Bedeutungen  von 
ii]M  lind  aber  nur  Rechnung^  Anschlag,  Schätzung  oder 
Ifdiicht  wie  in  koyov  i%tiv  xivog,  rationem  habere  alicujus  rei, 
UBRcht  Dthmen  auf  etwas,  lieineswegs  aber  Proportion  oder 
Tirklltnlas;  so  dass  jenes  Wort  eigentlich  dgi^fiog  %ov  koyov 
kckiDDffsiahly  Recnnungs-  oder Schätzungswerth  oder 
•SiiK,  oaer  aQi^iiog  koyov  Hitov  tivog  ukkov  eine  auf  eine  se- 
line  andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  Bezug  nehmende  Zahl,  Be- 
ii|iiihl  bedei^t «Das  Beiwort  koytatinog  war  zuNepers  Zeit 
■k  iUich,  wie  man  aus  Kepler's  Tab.  Rudolphinae  in  den 
iartcken  numeH,  apices  logistici  ersieht;  es  bedeutet  zum 
lickitn  gehörig  oaer  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor- 
■kaide  Benennung  eigentlich  dQt&(iog  koyKSnxog,  numerus  iogisti- 
CütüB  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten.  rVrgl. 
h W.Riemer  griech.- deutsches  Würterb.  Lex.  8.  1825.  Jena; 
IIA.  E.  Schmidt  deutsch -griech.  Handworterb.  12.  Leipzig. 
Mniti.  1832.  ..ROcksicht'';  J.  G.  Schneider  griech.-deutsches 
VMarb.  4*  3.  Aufl.  Leipzig,  1819;  Scheller,  lat- deutsches 
LerieM  b  3  Bdn.,  2.  Aufl.  8.  Leipzig.  1788.,  II.  31K)8.). 

Nach  dieser  Beweisflihrung  halte  ich  dafär,  dass  das  Wort 
Ififiifiüb'  im  Sinne  seines  8ch5pfers  mit  Rechnungszahl, 
IfliigBiahl,  Rechnungs-  oder  Schätzungswerth  oder 
-laftg  (einer  anderen  Zahl)  zu  verdeutschen  sei. 


D. 


Die  seit  Euter  flbliche  ErklSrun^;  der  Logarith« 
Ml  lU  Exponenten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
ntentiands. 


10. 

In  einem  sistematischen  Lehrvortratre  der  Algebra  müssen  in 

«Lehre  vom  Potenziren  zuerst  ahsolute  ganze  die  1  liberstei- 

jMJe  Eqionenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  ]  und  0, 

IflBrdie  negativen  aber  noch  immer  ganzen  Exponenten  erforscht 

l^whi.   Danach   erfolgt  der    erste  iliickschritt  vom  Potenzi- 

Mf  du  Radiciren ,   nemlich  die  Hückbestimniung  des  gebrauch- 

^terantlands.    Im   Verlauf  dieser   Untersuchung  wird  man  auf 

Metten  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 

^'HMem   man  so    den  Potenzexponenten    in  beiderlei  Aggregra- 

ibttiehangen-  und  von  jederlei  Zahlform    erhalten,    also  der 

ädeifiehe  Potenzexponent  stetig  von   — ot  bis  +<x>  wachsen 
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kann;  erfolgt  der  andere  Rückschritt  yom  Potenziren  auf  ds. 
zweite  Potenzirungselement,  den  Exponenten,  der  nun  den  Nam^ 
,,Logarithmus''  annimmt.  . , 

Wenn  nemlich 
ist,  so  ist  X  der  Logarithmus  von  ^  für  die  Grundzahl  6,  inZeichen 

6 

^=iogy. 

Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euier  (Vollständig» 
Anleitung  zur  Algebra.  2  Thle.  8.  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben von  J.  Ph.  Grüsou.  8.  Berlin.  1796.  im  1.  Theil.  $.  2lff  und 
320.  S.  107.)  gezeichnet  zu  haben. 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch«  nicht  bloss  einee- 
schränkter  als  jene  Neper's  und   Byrg's^    weil  jedenfalls   ihr 

!pgl=z:0  ist>  sondern  auch  schwieriger  im  Verständniss  von  An- 
ängern^  weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  gelehrt  worden  sein  muss.  Indess  passt  m» 
allein  streng  in  das  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grundrechnungen  der  Algebra,  und  kann  daher  in  dieser  Lehre 
heut  zu  Tage  auch  blos  allein  aufrecht  erhalten  werden. 


11. 

Auf  diesen  Euler'schen  Begriff  des  Logarithmen  lassen  sich 
die  früher  erörterten  älteren  zurückleiten. 

1.  Bei  Neper  wächst  der  Logarithme  x  mit  der  Hilfsverän- 
derlichen t  gleichfürmig ,  während  die  Zahl  y  in  gleichem  Verhält^ 
iiisse  wächst.    Sei  nun  für 

^=0,    x=^Xq,    y=yo» 

<=1,    xznxi,    y=yi. 
Während  also  t  von  0  bis  1  um  1  wächst,  steigt 

X  von  Xq  bis  Xi  um  Xi — x^, 
und 

y  von  yo  ^^^  Vi  '**  ^em  Verhältnisse  —  • 

Während  dagegen  überhaupt  t  von  0  bis  t  um  t  wächst,  steigt 

X  von  Xq  bis  x  um  X'^Xq, 
wod 
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3f  von  jfo  ^^^  y  *i°  ^^^  Verhältnisse  ^  • 

Weil  aber  mit  sleichen  Zunahmen  von  t  auch  gleiche  Zunah-^ 
en  foo  X  ond  gleiche  Verhältnisse  von  y  verbunden  sind;  so 
088  der  Zunahme  von  t  die  Zunahme  von  a  und  die  Zunahme 
$r  Steigerungs-   (Vervielfachungs-)    Zahl   n   des    Verhältnisses 

>  proportional  sein ,  nemlich 

iL  =  (liY 
yo     Vyo/ 


ier 


hm  folgt 


n— 0;l-0=£— 0:1— 0 


n:l=t:l. 


^1— ^<a?o  yo 


Aostatt  der  vier  Constanten  oto»  ^i  >  yo  >  yi  lassen  sich  andere 
nttreo.  Sei  0  der  Logarithme  von  q,  and  ß  der  Logarithme 
wi,  dam  ist  zunächst  nir  j?=0  und  ^  =  p 


y=9 


yo 

od  wenn  man  dadurch  die  frühere  Gleichung  theilt> 


«chher  ist  (ät  x=ß  und  y=6 


olgBch, 


X 

wenn  man  nach  7  potenzirt, 


ha/- 


9 


'^«r  iM  I  der  Logarithme  von  ^  fGr  die  Grundzahl  -  • 
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Mlbht  man  wie  letzt  üblich  ^  =  1  und  ß=l,    also  Loglz 
und  Log6=1,  80  ist 

also 

a:  =  logy. 

,  2.  Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  vorzunehmenden  Zusf 
nienstellung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe  $ 
von  den  zwei  hiefiir  gütigen  Gleichungen  (aus  B) 

jr«=aro  +  nd,    yn=yoq^ 
die  erste 

Xn  —  J?o 

daher  die  andere 

n     *o 


Hebt  die  arithmetische  Logarithmenreihe  mit  0,  die  geoi 
trische  Logarithniandenreihe  aber  mit  p  an,  d.  h.  Ist  :ro=0  v 
yQZ=:Q,  folglich  0=Log9;   so  ist 


'•. 


y«=w^  • 


Gehört  ds^nn   ß  als  Logarithme  zu  6»    ist    nemlich    Xu^=^ß   o 
yii=6,  so  ist 

daher 


=# 


3!?_^*^;» 


MkUa  ist  '^  der  Logarithme  von     -   ffir   die  Grundzahl  — 

r  w  If 

Marte  ■MUi  \vi^   «Iblirh   p=1   und  1^=1,    also  Logl=0  ■ 

Los6r=l.   9»   Hl 


—  iL» 
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ito 


:rn=log.Vn. 


3.  Nach  Kepler*»  Darstellung  der  Logarithmen  hat  man  (in 
Q  die  Gleichungen 


yo 


rilUn  bt  sogleich  nach  Euler  n  der  Logarithme  von  ^-  ffirdie 
GnmdttU  ^^ . 

Gewöhnlich  macht  man  yo==^'  ^'^^  0=:Logl»  dann  ist 


yn=yi" 


dn 


«  =  log;^,! . 


12. 

Rückblick  auf  die  bisherigen  Erklärungen  des  Lo- 
lirithmua. 

Eßr ende nk mal  Neperi, 

Vergleicht  man  die  bisher  aufgestellten  Erklärungen  der  Lo- 
ntbmen,  so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  der  nach 
iner  Weise  dargestellten  Neper'schen   Erklärung  vor  den 

^•rigen. 

1.  Die  mit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
nn  r,  X,   F,  d.  1.  die  Hilfsveränderliche  T,    der  Logarithmus 
[Iiimd  der  Logarithmand   F,  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
setu,    sondern   sie  können   auch  un gemessene   stetige 
tissen  jeglicher  Art»  als:    iStrecken,  Bogen,  Winkel»  Fjä- 
*~i  KOrperräume,  Kräfte»   Gewichte»   Zeiten  u.  s.  w.  sein»  so 
also  der  Logarithme  das  Schätzungsmass  oder   der  Rech- 
rerth  des  Logarithmands  ist. 

L  Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
^jiie  sameist  ausgebildete  und   beachtete  Anwendung  der  Lo- 
'^BMo  auf   das  Ausrechnen  gewisser  besonderer  Zahlen;    so 
sie  ffleic]iwohl  ftUr  die  allgemeine  Theorie  der  Logarithmen 
•t  wicotijr»   wenn  man  diese  —  was  doch  auch  von  wissen- 
Mchem  vverthe  ist  —  speculativ  weiter  verfolgen  will. 


r 
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%    Neper's   Erklärung  iässt  schoo  für  sich  selbst  bei  dea« 
Logarithmus,    wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veräDderlich«>ii 
Grösse,  oder  als  Zahl  im  weitesten  Sinne ,  betrachtet  wird»  beide 
algebraische  Beziehungen,   die  negative  eben  so  wohl  ab 
die  positive,   und  jedwede  Zahl  form,   die  ganze,   gebrocheoe 
und  irrationale  (!)  zu;    während  alle  anderen  jErklärungen   diese 
unerlässiiche  Eigenschaft  erst  mühsam  und,  Anfängern  nur  sehr 
schwer  fasslich,  nachweisen  müssen. 

3.  Dieselbe  Erklärung  Iässt  bei  der  Zusammenstellung  der 
das  logarithmische  Sistera  bestimmenden  Hauptwerthe  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  Null  jeder  Grösse  als  Logarithme  zuweisen,  oder  inan  kann 
das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten*  Aenderungen  des  Lo- 
garithmands und  Logarithmus  beliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  —  was  för  die  Grundlehre    der  Differential- .. 
rechnung  bedeutsam  ist  —   in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,    da  sie  eigentlich  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  ausspricht. 

5.  Von  Neper's  Erklärung  ist  die  Byrg'isehe  und  Vlacq'i- 
sche,  so  wie  von  dieser  die  Kepler'ische  nur  eine  Specialität, 
blos  die  Euler'ische  hat  vor  Ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
schen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  ruckschreiten- 
den Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zurückleitung  der 
Neper'schen  Erklärung  des  Logarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdigkeit  (num.  2.) 
dargelegt,  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  geahne- 
ten  Vplikommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  dea 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützlichen  Logarithmen  ein 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  zu  haben. 


E. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga- 
rithmen. 

13. 

Bei  einer  elemepitar- arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Logarithmen,  vornehmlich  fiir  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Aleebra  erlernen^  denen  aber  gleichwohl  die  Kenntniss  der 
Logaritlimen  für  Ihre  vielerhand  Zifferrechnungen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  kann,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,   hier  einen  den  Zweck,    leichte  und  vollständige 
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VerstSndlichkeiti  besonders  wo  es  nur  auf  Anwendun^^  der  Loea 
rithmen  im  Zifferrechnen  ankommt,  vollkommen  erreichenden  Oe« 
griff  der  Logarithmen  öffentlich  mitzutheilen ,  den  ich  bereits  in 
den  Jahren  1820^28  erdacht,  und  bei  Privat- Unterricht  mit  dem 
IP^issteD  Vorthcil  benätzt  habe,  und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
damalige GymnasiaUProfessor 9  Herr  Johann  Scholz  zu  Tarnow, 
mit  mehreren  Freiwilligen  aus  seinen  Schfilern  der  vierten  Gram- 
matikaUKIasse,  als  ganz  genilgend  erprobt  hat.*) 


14. 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  Erklärung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  Erörterung. 

Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
des  Affgregirens  (Addirens  und  SulitrahireuK)  zu  klini|)feii  hat, 
waren  Änlass  zur  Erfindung  des  Auskunfltsmittels ,  anstatt  mit  den 
gegebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  l^ecbnungen  zu  füh- 
ren, lieber  mit  gewissen  Hills  zahlen  einfacher  und  leichter  zu 
rechnen,  die  man  Logarithmen  nannte  —  was  etwa  so  viel  als 
Beziehungs-  oder  Uezugszahi  heissen  mag  —  und  welche 
man  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
sie  zugehoren,  ansehen  Icann. 

Nothwendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
Zahl  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  angehurigen  Logarith- 
men besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  Logarithme  nur  einer 
ebxigen  Zahl  zugehöre;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Logarithmus)  mit 
TuUiger  Bestimmtheit  auf  einander  hinweisen. 

Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
sa  bringenden  Zahl  ilyren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 
men) nehmen,  sonach  mit  diesen  Stellvertretern  auf  eine  pass- 
liche bequemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logarith* 
men)  der  zu  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  zu 
diesem  die  ansehörigc  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 
verlangte  Rechnungsergebniss  sein  rauss. 

Rflcksichtlich  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
menden Rechnungen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
einander  zu  niultiplicirende  Zahlen  (Factoren')  in  jeglicher 
Ordnung  dasselbe  Product  liefern,  an  die  Hand,  aass  auch  die 
mit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  auszuführende 
Rechnung  die  Ordnung   dieser   Stellvertreter  (Logarithmen)    der 


*)  Ich  halte  ihm  zu  dieiem  aatierurdentlichen  Unterrichte  eine 
Abichrift  meiner  vom  27.  Jänner  bi«  22.  Mai  1B46  vcrfaitten  Schrift 
■berlkMen,  welche  fro^eii^urtig  unter  dem  Titel:  ,.^'Umcntnrlehre  Ton 
4m  Logarithmen,  auf  einen  neuen  verstand lichoren  und  umfamenderrn 
Begriff  dieser  Hilfizahlen  gegründet *^  im  Verlage  der  hiesigen  Buch- 
kudiuog'  J.  G.  Calvc  (Inhaber  F.  Tempsk})  erscheiiit. 
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Willkür  überlasseo  müsse.  Von  den  zwei,  leichter  als  die  Mi 
tiplication  ausföhrbareo,  Rechnungen  —  der  Addition  und  Su 
traction  —  gestattet  jedoch  nnr  die  Addition  eine  solche  Fn 
heit  in  der  Anordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  mass  nu 
folgende  Grundeigenschaft  von  den  Logarithmen  fordern: 

«,So    oft  mehrere  Zahlen  mit  einander  zu  multiplicirc 
sind,  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden/' 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Er Iclärung  der  Logarit 
men  auf: 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  gewisse  nach  dies« 
Zahlen  dergestalt    bemessene  Hilfszahlen,    dass    d 
Logarithmus   dßs    Productes  'beliebig  vieler  und  wa 
immer  für  welcher  Zahlen  die  Summe  aer  Logarithm« 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist. 


15. 

In  lehrender  Form  ausgesprochen  verwandelt  sich  diese  E 
klärung  in  folgenden  Grund  lehr  satz: 

I.  Der  Logarithme  jedes  Productes  ist  die  SumiK 
'der  Logarithmen  seiner  Factoren. 

Log(a6c ... ) = Loga  -f  Log6  4-  Loge  \ .... 

Daraus  folgen  nun  sogleich  auch  die  drei   weiteren    Haup 
lehrsätze  mit  Logarithmen,  nemlich 

II.  Log  T- = Log  a  —  Log^ ; 
denn 


also 


Log  g^  +  Log6=  Loga 


und 


a 


Log  IT  =Loga — Log6* 
III.  Log(a") = itLoga , 


weil 
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Log(cP)  =Log(aaa ) = Loga  -|-  Loga  -f  Loga  -f 

=nLoga 


tat 


IV. 


*        1 
LogVa=-Log«, 


weil 


{ya)^z=:a. 


ibo* 


nd 


[« 


nl  iOgVo = I^oga 


«         1 
LogVa  =-Loga 


bt 


PQr  den  Zilferrechiicr    genügt  es,   die  beiden  letzten  Sätze 
'  flir  absolute  ganze  Exponenten  n  zu  erweisen. 

Ueberdles  ersieht  man  leicht,  dass 

Logl=0 

kL    Denn  es  ist 


iho 


Uer 


l.a=a, 


Logl  +  Loga = Loga , 


Logl==Loga  --  Loga=0. 


Um  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  „Logarithmen"  beleg- 

1^  Zeiger,  der  obigen  Grund forderung gemäss,  anzupassen,  ronss 

mit  irgeod  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarlth- 

ir  eme 
Diese 
I — .  .»»,    ,««.«..    ^wg»...M.»^    *     .».,     ....»    ».^    ^.«..dzahl 
Aum)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sogenann- 
^^  Sistem   ausmachenden    Logarithmen    aller    anderen  Zahlen 
jIMaimt. 

[     Die  Herieitung  der  Vergleichungen  der  Logarithmen  aus  jenen 
hlir Zahlen,    so  wie  die  (Überzeugung  von  der  Möglichkeit,    zu 


^  mit  irgend  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarlt 
Jiiferknfipfen.  Am  zusagendsten  findet  man  es,  sich  flir  eii 
Usa  entscheiden,  der  man  den  Logarithmen  1  beilegt.  Diei 
U  nun,    deren     Loearithme    1     ist,    wird    die    Grundzal 

A.^.\  J    ' L    J! TA I ^    i,^ ^^. J    ^S-   ^^ 


1S2 

jeder  Zahl   ihrea  Logarithmen  zu  berechnen,  gründet  man  e 
anf  foJgeodeH  leicht  zn  rechtfertigenden  Satz: 

9,Hat  man  was  immer  fSr  zwei  von  0  und  1  i^efschiedene 
len,    so  föiit  jede  der  von  der  ersten  an  aufsteigenden  Pot< 
der  einen  Zahl   oder   ihres  Umgekehrten  entweaer  auf  ein« 
von   der    nullten  aus    aufsteigenden  Potenzen   der  anderen» 
zwischen  zwei  unmittelbar  nach  einander  folgende  solche  Poten; 

Ist  daher  a  irgend  eine  Zahl,  deren  Logarithme  in  jener 
steme  zu  suchen  ist,    dessen  Grundzahl  b  ist,   so  muss  die 

Potenz  entweder  von  o  oder  von   —zwischen  die  tite  nnd  n 

a 

Potenz  von  b  fallen,  in  Zeichen 

V 

o"»  =  ^«....6"+*  oder  T-J  =36« 6«+*     , 

Mein. 

Dann  ist  entweder 

mLoga  =  91 ...  n  4- 1  oder  »?(-^Loga;=: n .«.. tz  -|- 1 , 

aUo  entweder 

_             n      «+1       ,        -                 n           n+i 
Loga=-— -'      oder    Loga= — —.*..- . 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  man  sich  hier  auf  gebahntem 
bekanntem  Wege  befindet« 


16. 

Die    Hauptvortheile    meiner   Erklärung  der  LogaritI 
bestehen ,  wie  nicht  zu  verkennen ,  darin ,  dass  zu  ihrem  Versi 
niss    schon  die  Kenntnisse  des  Potenzirens  und  Radicirens 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  aus  ih 

Sieich  ohne  Beweis  einleuchtet,  dass  die  Logarithmen  von 
erlei  (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und 
jader  der  dreierlei  Zahlformen  sein  können.  Ein  Nebenvort 
derselben  Ist  der,  dass  man  leicht  einsieht,  dasi^,  sobald  eii 
garithmisches  Sistem  der  Grundforderung  genügt,  ein  anc 
gleichfalls  genügendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtliche  L 
rithroen  des  ersteren  durch  einerlei  ZUhl  multiplicirt  oder  div 
Denn  Ist 

Log(a6c....)=Loga-^Log6  4-  Loge  4^\... , 

so  Ivt  auch 

mLog  (abc,, ,,)==:  mLoga -i-mLogb+mhogc-i- 
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Beieichoet  man  nun  die  m  mal  so  grossen  Logarithmen  dnrcfa 
ff  setit  man  nemlich  Oberhaupt 

[mhogkszlogk; 

ist  auch 

log  (a6c...)= loga  4-  log/^  +  logc  -f ....  5 

thln  genügen  auch  die  m  fachen  also  dem  zweiten  Systeme  an- 
kSrigen  Cogarithmcn. 

Sind  die  Grundzahlen  dieser  Systeme  B,  &,  also 

LogB=l,  log6=:l; 


ist 


iher 


mLogB = m = \ogB ,    mLog6  =  log6 = 1 , 


iii=logÄ  =  j^,     ^~=,^^  =  Log6. 


Zweiter   Abschnitt 


Versuch  einer  naturgemässen  und  juugjichst  leicht 
hiilichen  Herleitung  der  na^ilr/tcAeit  Logarithmen. 

17. 

Einleitung. 

Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
UirbOchem  der  Algebra  oder  Analysis,    meines  Erachtens, 
t  de  gebührende  Stelle   noch  die  richtige  Behandlung  erhal- 
(■ewOnnlich  entii'ickelt  man  entweder  in  der,  die  Difl^rential- 
HS  einleitenden,  sogenannten  ,,Analysis  des  Endlichen'*  oder 
'Differentialrechnung  selbst   nach  Aufstellung  der  Taylor- 
Reibe,  die  IleihcBsummc 

l 

\k  Grenze  der  Potenz  (l-fu)"  für  die  unendliche  Abnahme 

tferSnderlichen  u,  und  sagt  dann,  »jene  Summe  oder  diestf 
w,  d.  i.  die  bestimmte  jedoch  irrationale  Zahl  271828...  .c 
IF.  11 
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die  man  zumeist  durch  den  Buchstaben  e 
zur  Grundzahl  der  sogenannten  natüi 
oder  man  äussert  sieh  wohl  gar^  »«Nep 
zahl  seiner  Logarithmen  angenommeo. " 

Ist  es  einem   scharfsinnigen  Schüler 
frei  zu  äussern,  so  muss  er  wohl  fragen, 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrati 
then  sei.  Wie  muss  er  aber  erst  staunen, 
bescheidet,  Neper  habe  von  dem,  was  i 
rith mische  Grundzahl  nennt,  gar  v\k 
seits  hat  man   ihm  in  der  Algebra   begr( 
wohl  am  natürlichsten  sei,   die  als  Gnimi 
«hen   dekadischen  Ziffersystems   verweiH 
zahl  der  Logarithmen   zu  nehmen.       De 
fragen,    warum    man    nicht    lieber  die   - 
natürliche    nennen  wolle. 

Eben  so  anhaltbar  ist  die  Erklärun 
men  als  jene,    deren  I\lodul  =1  ist,   ' 
Moduls   nicht  fest  bestimmt;     wie  z. 
der  gesaromt.  theoret.  Mathematik.  4. 
§.  780-782)  in  folgender  Weise  irriü 
Grundzahlen    bleibt   das  Verhältniss 
derselben  Zahl,    6',   welche  diese  ai 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  ft,  . 
ft:n;  zu  einander  jenem  beständigen 
gestalt,    dass,    wenn  J/,  P  die  L<: 
allemal  M\P-=i\k\n  sein  muss.  — 
7c  nun  heissen  die  Moduln  (!)  bo^ 
—  Legt  man  sonach    ein    logaritli 
Grunde,  dass  sein  Modul  =1  sei 
deren  Systemes  irgend  einer  best* 
so  wird  jenes  das  n a tti r li ch e  S 

liebes  genannt.^^ Nun   läh- 

dadurch,    dass  man  seine  Glied* 
so  umstalten,    dass  in  ihm  ein  < 

Mithin  könnte  man  den  Modul 
1  machen,   folglich  jegliches  S* 

-    Engländer  und  Franzosen 
»hyperbolische  oder  Nc|> 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  ' 
als  der  gleichaxigen  Hyperbf 
luen,  und  alle  Arten  von  Jjo- 
bolischer  Sectoren  sich  dars« 

Logarithmen    nicht   die   Z:i 

Grundzahl  haben.  (Vergl.  ii> 
Logarithmen,   deren   Grün 
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Mun;  so  mOsste  maD  sie  nach  dem  Schweizer  ByrgdieByr 
liidban  nennen. 

Will  man  nun  nicht  zu  dem  jederzeit  misslichen  Schaffen 
MMT  Bdaamen  seine  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  wohl  am 
pfithensten,  die  auf  die  Grundzahl  e  bezflgiichen  Logarithmen« 
rie  Clbliehy  die  natflrlichen  zu  nennen;  aber  auch  zugleich  ihre 
Ikkitang  so  naturgemiiss  durchzuftihren  ^  dass  diese  Benennung 
fiuettd  und  ungezwungen j  also  selbst  natürlich^  erscheine. 

Dabei  bleibt  es  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
tyitems  der  Algebra  sowohl  als  der  Differentialrechnung  auch 
Mch  wflnschenswerth^  dass  diese  Ableitung,  die  schwierig  znbe- 

aidende  und  der  höheren  Analynis  unbedingt  zu  übermssende 
re  von  den  convergenten  Reihen  umgeheud,    bloss  elemen- 
lire  Hilfsmittel  benütze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  einer  solchen  Elementarlehre 
kl  natürlichen  Logarithmen  sein.  Diese  lässt  sich  zugleich  theils 
iMh  den  bereits  erörterten  verschiedenen  Begriffen  vom  Logarith- 
Miriditen,  theils  aus  gewissen  Grenzverh&ltnissen ,  theils  end- 
Vk  ans  der  Lehre  von  den  logarithmischen  Proportionaltheilen 
■hSpfen;  wonach  unsere  IJntertheilungen  sich  richten  werden. 


'A. 

Lehre    von    den   natürlichen  Logarithmen  nach  Ne 
^r's  BegrliTvom  Logarithmus. 

18. 

^  ModuL 

t,  ■ 

'  Nach  Neper*s  Erlcjlining  des  Logarithmus  fanden  wir  in 
itit  5.,  wenn  x  einen  Logadtlimcn,  y  den  Logarithmand,  dem 
irtagehCrt,  und  Jx,  Aif  ihre  heziehungsweisen  Zunahmen,  end- 
kh  M  eine  gewisse  beständige  Grosse  aus  der  Gattung-  der  w 
Indehnet,  fSr  X\mAx-=:-^  und  lim^^=0 

,.      ^x 

hm  -3 —  =  m  . 

.J)er  Quotient  des   Zuwachses    des    Logarithmus   durch    den 
kSkaiasnifissigen  Zuwachs  des  Logarithmands  strebt  demnach« 
«DM^lieher  Verringerung  des   einen  und  anderen  Zuwachses, 
Ende  einer  fest  stehenden  Grenze  in  zu. 


Grenze  m  nun ,  nach  der  sich  noth wendig  das  betreffende 
ithmische  System  selbst  modificirt,  pflegt  man  den  Modul 
%  Logarithniensystems  zu  nennen. 


11 
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Neper  setzt,  ausgehend  von  dem  Logafithmaiid  v=^0« 
er  die  Null  als  Logarithmen  beilegt,  /^^  =  — ^Xy  daner  m 
Modul  des  Neper'schen  Logarithniensystems  m="- 

Führt  man  fdr  Jx  und  /1y  ihre  ursprünglichen  Bedrata 
{x-^-^x) — X  oder  Log(jy-f  ^«)  — Logy  und  (y  +  ^y) — y  In  < 
Grenzgleichung  ein  v   so  lässf  sich  ihr  auch  die  Form 

llypLog(y+z^y)~Logy_  m 

{y-\r^y)-y  y 

ertheilen     Setzt  man  noch  y^=^Q  und  Jy^^ri,  so  ist  auch 

i?=o       i(^  +  ^)  — ?  q! 


oder  wegen  Log^=:0 


lim  ^Qg(g+^)-- ^ . 


19. 

Eioführu[ng  und  Rechtfertigung  der  Benenne 
j^natüjriiche  Logarithmen/^ 

Gewiss  ist  es  sehr  angemessen  ^ 

1.  die  Null  der  Zahl  1  zum  Logarithmen  zu  gel 
also  ^  =  1  zu  wählen  9  weil  dadurch  in  den  allgemeinen  Aui 
cken  der  Logarithmen  von  Producten,  Quotienten  ^  Potenzen 
Wurzeln,  und  sonach  in  allem  Rechnen  mit  Logarithmen  die 
deutendste  Vereinfachung  eintritt«    (vergl.  Art.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logarithmanden 
gleich  wachsen  zu  lassen,  folglich  Jx  und  Jy  gleichstii 
und  dadurch  den  Modul  //?  positiv  zu  machen,  nicht  abei 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  ^x 
Jy  entgegengesetzt  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  iqac 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithmen  der  zumei 
Rechnung  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv^  im  andoren 
widernatürlich  negativ; 

3.  diese  gleichstimmigen  und  gleichzeitigen  Aenderau 
Jx,  Ay  der  Logarithmen  x  und  der  Logarithmande  y  am 
Sprunge  beider,  wo  nemlich  der  Logarithme  Null  und  der  I 
rithmand  =^  ist,  einander  gleich,  A:e^:^Ayy  anzunehmen 
dadurch  den  Modul 

,.      Ax 
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^9  Ibiglicb»  nachdem  man  (vermüse  1.)  bereiU  ^=1  ge^ 

vlUt  kat,  den  Modul  in  1  zu  vervvanueln. 


IS  ist  es  auch  eanz  passend,  das  so  vorgerichtete 
iensystem»  in  welchem  die  Null  der  Lo^arithme  von 
der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Logarithmen  mit  den 
landen  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  natfir* 
lidie  und  jeden  in  selbes  gehurigen  Logarithmen  einen  natflrli- 
[(heil  (aatvalis)  zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  Jedes 
iadefe  System ,  so  wie  jeden  in  dasselbe  gehörigen  Logäritnroen 
|kiii8tlich  (artificialb).  Einen  naturlichen  Logaritnmen  Bezeichnet 
InB  eotircder  durch  log.  nat.  oder  gewöhnlich  nur  ganz  kurz  durch 
|Lj  ciMs  küBstBchen  überhaupt  durch  log.  artif. 


20. 

MSglidkeit  derBerechnungdes  Logarithmen  einer 
tiaateii   Zahl   in   Bezug    auf  einen    festgestellten 
odil,  »ad  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
Logarithaeii. 


lest 


.^      Art  4  oMhrere  in  durchaus  gleichem  VerbSltnisse 

kMKÜeiide  ZaUeo 


N  <e 


9^  9v  9%  9%  — •  y»  JMi  -—• 
■B   gfeiche 


fortsehreÜeBdeu 


Jl^  ^  X^  JP%  —  Xm  Xm^  ^^; 


gaagwahl  51^=^.  der  ilu-  zustaadige  AusgaAgs- 

eaiBch  sei  der  CgtCMchied  fi  — Jte=^f;u  =  «. 

glekfc  Ucäbenie  VcdkUtiiifis  d^  '         '  '^     ' 


'1. 1 


Alt.  S.  n.  d^  6mAm^  gkädbe  CiilecMltted  der  L»- 

■n««  wil  Ae  w^lgießieJkie  Relie  «der  Zak&eii  (Logantb- 
^BHBelnech^    die  -der  eaalfifredbeiMkeB  Lie^arfthniOB  x 


(h|)-,    >.=,(ur': 
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Sei  null  y  eine  gewisse  Zahl,  st  ihr  Logarithrae>  so  ftHt  < 
der  aasoahmsi^eise  y  mit  einer  der  berecnneten  Zablett^'vn 
lieh  X  mit  dem  Logarithmen  an  zusammen;  oder  es  tiegi  ff 
y  zwischen  yn  und  yn^-i ,  folglich  auch  x  zwischen  d^/und 
was  wir  kurz  durch 

y=:yfli....jffi+l  und  x=::an»^*-Xn^i 

andeuten  wollen. 

In  jenem  Ausnahmefalle  ist 

y=Q^i+-J  ,       a:=«.m-=Logy, 

und  wenn  man  den  Ausdruck  von  —  aus  einer  dieser  Gleicl 
in  die  andere  sobstituirt,  erfolgt 

In  den  gewöhnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einm 
den  einschränkenden  Grepzausdrücken 


*-('+f)"-*o+r' 


in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 


und  setzen   diei^e  Grenzwerthe  in  die  gleichstelligen  Eine 
hungsgrenzen 

Logjr»«rrm.«^..„.m(ii  +  l)^. 
erhalten  daher  den  Logarithmen 

n+i         *  n 

Logy=m(^  J-i)«- •«»(V'  J-l)  («  +  !); 

nachmalen  bestimmen  wir  aus  diesen  Grenzausdrüoken  foii 
in  umgekefajrter  Ordnung  den  Quotienten 

*_  Logy       Logy 

^      m(n-|-l)        mn 
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I 

oid  seCsen  Ihn  in  die  sleichvielteD  Einacliränkuiigägrenzen  von  y, 
ffhalteo  demnach  den  Logarithmand 

Soll   die  Berechnons   der  Loearithmen  möglichst  genau  ge- 
•didien,   so  miwi  das  Intervall  der  ursprünglichen  einengenden 

Grensen  von  Logy«    d.  i.  m  —  ^    hinreichend   klein,     daher    auch 

•chon  die  Dffierenz  i^reclit  klein,  mithin  unendlich  abnehmend, 
Bb^sO,  angenommen  werden.  Dann  muss  aber  für  jeden  endli- 
chen Werth  von  Logy  die  Zahl 

ti=  —  •  —  Logt/— ^  1 ....  - .  —  Logt/ 

■■endlich  wachsen  oder  limit=Qo  sein.  Führt  man  diese  uner- 
leidibaren  Grenzen  in  obige  Ausdrücke  von  Logy  und  y  ein,  so 
ludet  man  cUe  ftuseersten  Grenzwerthe 


Beidclinet  man  das  Umgekehrte  von  n  mit  o»,  also  ~=oi,  so  wird 
tr  limsissoDssg- offenbar  limct>=0,  daher  ist  auch 


Logy=m.lim  ^^^ 


a)=0 


Fflr    natHrlicbe   Legarithme<n    ist  ^=1  und 
hat  nma  die  einschränkenden  Crrenzausdrficke 

ly=(Vy-l)«....(Vy-l)"+*, 


m=:^=l. 


*)    Von  deo   hier    gefundenen  äquivalenten  vier    Grenxgleichungen 
fiit  ^^— "*^fc   jede  daa  Integral  der  im  t.  Abachn.  Art.  5.  an%etUUteB 
•IUcImb  Differenzengleichung 

y      m 
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lind  die  äussersten  Grenzwerthe: 


OD 

ly=riin(V3,-l)»=nm^*,  .„, 


n=OD  \        n  /        ö,=Q  ^ 


•  .; 


»    ' 


In  den  jetzt  gebräuchlichen  Logarithmensystemen 
legt  it^n  durchweg  der  Zahl  1  die  Null  als  Logarithmen  bei^  d.  i. 
man  setzt  ^==1,  dadurch  wird 

»■f-i  n 

,  ^  Logy=wi(Vy— l)n....«i(V^— l)(w  +  l), 

und  voIistSndig 

"         -  y  —1 

Log^  =:in. lim (Vj(-^J)n  =  wi .  lim  ^ > 


»       ■.'!•. 


,=lim  Yl+ ?^Y=  Hm  ri+«,?^y . 


21. 


Vergleichnng   der  Logarithmen  jvon    einerlei  Zahf 
in  verscniedenen  logarithmischen  Systemen. 

Gehören  zur  selben  Zahl  y  in  zwei  logarithmischen  Systemen^ 
deren  Moduln  m  und  m!  sind^  die  Logarithmen  x  und  x*,  die  wir 
durch  Log^  und  logy  unterscheiden  wollen;  so  hat  man  nacfc 
Art  5. 4  insofern  die  Aenderung  z/^  der  sich  gleichbleibenden  Zahl  y 
auf  für  die  nemliche  angenommen  werden  aarf^  sowohl 


als  auch 


~=^—Ax  und  Logi/=^» 
y       m  »^        » 


—  =— 7^«r  und  logv  =  ^'. 
y        m  ^^ 


lei 

ist 

mm 
ich,  wenn  man  Bommirt,  —  =:— 7-f  Const.    Sind  nun  die 

Ift  Wr 

bmen  x  uiM  x'  bei  der  nemlichen  Zahl  ^=ay  zugleich  NuH, 
ßoDst  =0,  daher 


Logy^jogy 
m  mf 

0  zwei  loearithmischen  Systemen,  welche  beide 
en  Zahl  die  iNull  als  Logarithme  beilegen,  sind  die  Fjo- 
imen  von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 
rtionirt. 

3se  Proportionalit&t  bestätigt  auch  die  in  Art.  20.  gefundene 

[Dg 


r—  «M     litn  \^  ^ 


LogysiTii.lim 

Cl»;=:0  CO 

st  in  verschiedenen  Systemen  Null  der  Logarithme  dersel- 
hl  ^,  60  muss  ffir  einerlei  Zahl  jf  die  angedeutete  ^Grenze 
e  sein,  danach  ist  Logy  proportional  mit  m. 

nun  das  eineS}^tem  das  natürliche,  also  m'  =  l,  und  das 
ein  künstliches,  in  welchem  audi  Log  1  =  0  und  der  Modul 
so  übergeht  die  vorletzte  Gleichung  in 


log.artif.y 


m 

ffaas  folgt 

log .  artif.iy = m .  ly . 

se  Gleichungen  dienen  zum  Uebergang  von  künstlichen 
Ithmen  auf  die  natürlichen,  und  umgekehrt. 

genügt  demnach  fiir  jede  Zahl  y  vorerst  ihren  natürlichen 
dimen  nach  den  Art.  20.  aufgestellten  Grenzausdrücken 
ich  dem  zwischen  sie  beide  fallenden,  folglich  genftherten, 
icke 


Id2 

WO  =:  ^,eenähert  gleich ''  bedeuten  soll,  zu  berechneo.  Diesei^^ 
seroäss  bat  man  aus  der  vorliegenden  Zabl  y  eine  sehr  boh^^ 
Wurzel  zu  ziehen  und  ihren  Ueberschuss  über  die  ]  mit  dem^^ 
Wurzelexponenten  zu  multipliciren  Das  Product  wird  den  natfir-^-^ 
liehen  Logarithmen  von  y  desto  genauer  ausdrücken,  je  grösser"^ 
der  Wurzelexponent  ist.  Am  bequemsten  rechnet  man,  wenn  man  ^ 
filr  n  eine  Potenz  von  2  annehmend  sehr  oft  nach  einander  die 
zweite  Wurzel  zieht.  -—  Erläuterungen  wid  Beispiele  findet  amii 
in  Galtet  Tabies  de  Logarithmes.  pag.  11  ^  1& 

Will  man  jedoch  mit  dem  natürlichen  Logarithmensysteme 
eines  vergleichen »  in  welchem  der  Zahl  q  die  Null  als  Logarithme 
zugeschrieben  wird,  so  wird  man  mit  Berücksichtigung  des  Art.  20. 
in  dem  Ausdrucke 

fi 
l^=:tim  (V^ —  I)it 


n^ 


ff  •■ 

1/  in  ^  vorwaudelo,  wonach  er  in 
9 


n 

S^=liin(i/  U.^\ym 


übergeht.    Dadurch  umstaliot  sich  die  dortige  Gleichung 


n 

Logy=mlim(i/  ^— l)n 


Q 

hl  die  aUgeMelnste  VefgteicbiHig 

Logy=wl^, 

t  ... 

der  man  dadurch,  dass  man  y  mit  oy  vertauschf,  auch  die  PiMm 

zuweisen  kann. 

Diesen  Vergleichungen  zufolge  erhält  man  für  Neper's  Lo- 
g^rithmen>  bei  denen»  vermöge  Art.  4.  und  5.,  m=: — ^  und 
^=10^  ist^  die  Vergleicbumgen  mit  den  natürlichen  Lo* 
garithmen 

log.nep.y  =*-<  1(F  log.  nat -^  9 

1 

log.nat.y = — TQr  1®8-°®P  '.V^O^  * 
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Aoi  der  einten  Gleichung  folgt  aucli 

log.nat.  -^  =  —  ^g^  iog.nep.y , 

ond  hierin  liegt  folgender  Sats : 

Schneidet  man  von  den  Neper*8cben  Logarithmen  und  von 
den  Zahlen»  zu  denen  sie  gehören,  7  Decimalstellen  ab,  oder 
lässt  man  in  der  Neper'schen  Logarithmentafel  sowohl  die  Zah- 
len ab  auch  ihre  Logarithmen  Zehnmilliontel  s&hlen,  mid  nimmt 
MB  noch  die  Logariflimen  negativ,  so  tibergehen  sie  in  natüriiche. 

Würde  man,  wie  es  am  angemessensten  wftre»  In  Nepers 
Canon  (Tafel)  die  ganzzahliffen  Logarithmen  und  Logarithmande 
ab  Zehnmilliontet  l^n,  folglich  ^=al(F:  10^=1  und  m= — q= — ] 
setzen,  so  wäre  Jeder  solene  Neper'sche  Logarithme  Log.nep.y 
=-— ly,  nemlich  oer  entgegengesetzt  beziehliche  natfirliche  Loga- 
rithme des  nemlichen  Logarithmands. 


22. 
Grenzaahl  e.. 

Der  in  Art  18.  gefundene  Ausdruck  des  Moduls  verwandelt 
sich  in  jedem  logaritnmischen  Systeme,  welches  ^=1  setzt,    in 

und  gibt  sofort  auch  (Art.  4.) 

m=UmLog(l  +  i?)^=Logrim(l  +  r^v. 

Da  nun  m  eine  flxe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
gepflogenen  Untersuchung  jeder  reelle  Logaritbme  x  nur  einer 
gewisse^  Zahl  y  zugehOren  kann,  »o  mnss  auch 

lim  (1  +  ^)v 

eine  bestimmte  Grenzzahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Veränderlichen  ij  eine  besondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  be- 
sondere Zahl  sein  muss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
folge mit  e  bezeichnet  werden  soll,  so  dass  wir 

Iim(l+i2)v=f 
setaen.    Dadurch  wird 
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msuhoge, 

folglich  kommt  in  jedem  logarithmischeo  Systeme,  wo 
Logl=0  ist,  der  Modul  m  mit  dem  Logarithmen  der 
Grenzzahl  e  überein. 

,       .  ■ .  ■  '     • .  '       ■ 

Insbesondere  ist  im  natürlichen  Logarithmensysteroe  m=:l, 
daher  le=ly  d.  h.  der  natürliche  Logarithm«  der  Grenz- 
zahl e  ist  gleich  1. 

'    ;  ^        *  ••  ...... 

Zur  ttäherungsweisen  Berechnung:  dieser  GreniBahl  e 
dienen  daher  die  in  Art.  20.  im  natürlichen  Systeme  für  den  L^ 
garithmand  ^  aufgestellten  einschränkenden  Grenzausdrücke,  wenn 
man  daselbst  y^=e  und  l^=le=l  setzt.    Danach  wird 


=0t^r--('4r- 


■ 

^■1  -. .    .. 


Sucht  man  vorläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten  ganz- 
zahligen Grenzen  (Schranken)  für  die  fragliche  Grenzzahl  e,  so 
setze  man  alimälich 


n=l,  2,  3,  4,  5, 


dann  ist 


i      •  i 


c>l-5^i-^,  l^,2r07,  


aber 


<4,  3-4^31.  3-05,  2-9, ; 

mithin  liegt  e  zwischen  2  und  3^- 

Für  hohe  Zahlen  n  ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  in 
der  untern  Grenze  n  in  n — 1,  wodurch  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  oberen:  und  sohin 

erhalten.     Das  Verhältniss  dieser  Grenzen  ist  =  (l-f —)       also 

2 

nahe  =1  +-•• 

n       . 

Wenn  demnach  n  auch  schon  sehr  gross  ist,    so  beträgt  die 

Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  —  des  unteren  Grenz- 

werthes  von  e,  und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  2  ist,  so 

4 
fallt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  —  • 
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WäUt  man  *.  B.  n=  IOOO,  m  ist 

4 

e= (1001)i«><^i....  (l-001)»«»f  1 

uDil  die  Feblersrenie  geriiigstens  0*004.  In  der  That  findet  man 
mit  Hilfe  der  dekadiBchen  Logarithmen  «— 27143....271il6,  also 
die  Fehlergrense  =00066,  so  dass  man  huchstens  6=2*71.... 
setten  darf. 

Wenngleich  die  hier  gezeigte  BerechouDgeweise  der  Grenz- 
lahl  «  ein  sehr  ungenaue^i  Ergebnis^  liefert,  so  genügt  doch 
schon  der  v^n  uns  gegebene  Nachweis  der  Moglienkeit  einer 
beliebig  su  verschfirfenden ,  wenn  auch  äusserst  schwer  und  ledig- 
Kch' In  der  Einbildung  ausfahrbaren  Berechnung  derselben,  weil 
der  wirkliche  Zifferbetrag  dieser  Zahl  fast  nie  In  den  Zifferrech- 
Duogen  der  Analysis  verwendet  wird. 

FOhrt  man  die  Grenzzahl  e  in  die  im  Art.  20.  für  1^  gefun- 
dene allgemeine  Grenzgleichung  statt  y  ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grenzausdruck 

lim  =1. 


23. 

Grundzahl  eines  logarithmischen  Systemes  und 
Berechnung  derselben   aus  dessen  Modul. 

Was  man  heut  zu  Tage  „Grundzahl  eines  Logarithmensystems" 
nennt,  kann  in  einem  Systeme,  wo  man  die  Null  einer  anderen 
Zahl  als  der  1  zuweist,    wie  im  Neper'schen  Systeme,    streng 

Bommen  gar  nicht  vorkommen.  Denn  will  man  allgemein  Jene 
il  b  die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  neu« 
Den,  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Zahl 
ß  ist,  so  bat  man  nach  Art.  IL  1. 


=&■ 


welche  Gleichung  mit  der,   den  gegenwärtigen  oder  Euler*schen 
Begriff  Tom  Logarithmus   begründenden 


y=zb' 

nrar  ähnlich  geformt  ist,  aber  in  sie  doch  nur  übergehen  kann, 
wean  man  entweder  sämmtliche  Logarithmen  x  des  Systemes 
Aneh  ß  und  gesammto  Logarithnian&  y  durch  q  dividirt,  oder 
f=l  imd  j?.=  l  wählt;  dann  aber  bat  man  beide  Male  ein  anderes 
Bgarithmisches  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 


168 

6=l(r.e-o-oo««>o»=io'(l-'j^  +  Jj5  .,.) 
=999996900000005...... 

die  Grundzahl  des  Neper'schen  Logaritbmensycrteiii^i»» 

In  seinem  logarithmischen  Canon  dagegen,  ertbeilte  Neper# 
indem  er  tjzzzJyQzsl  wählte,   der  Zahl 

^=9999999=10^—1=^—1 

den  Logarithmen  ;r=l,  also  ist  naeh  der  ersten  der  obigen  Glei- 
chnngen  die  Grundzahl  des  Neper'scben  Logarithnen« 
Canons 

6=^:^-1=9999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  =0*9999999«  (Klfigel  a« 
a.  O.  S.  537.,  Z.  7.  u.  S.  539.,  Z.  2-  v.  u.). 


Neper  erinnert  aber  in  seinen  Schriften  zweimal  (ebendas.  ; 
S.  537.,  Z.  4 — 7. und  S^-^IO),  der  Logarithme  seiner  ersten  Pro-  • 
portionszahl  9999999  =  p  -  1    falle   zwischen  1    und   lOOOÜOQl 

=  1 4-  —  9  daher  man  denselben 

'  1 

=  100000005  =:1  +  - 

Q 

setzen  mag. 

Nimmt  man  daher ,  nachdem  man  zur  Abkürzung   —  =  ß    ge- 
setzt hat, 

y=^-l,    ^  =  J-i  =  l^« 
^     ^  Q  Q 


und 


so  findet  man 


^=l  +  -=l  +  «; 


b  _L_ 

=  (l_f)i+f, 


Q 
oder  wenn  man  fdr  einen  Augenblick 


n=.    ,  ■  =1 — 6  +  6^  — €•.... 
1  +« 


setzt : 
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-  =  (l-e)"=  1—116+  -xa"^* 


1  — 6  + €*—l5  €»....; 


Dlgiich  ist 


6  =  9— 1  + 1— 15es....  =1^9999099-0000001. 
Seilt  maD  dagegen 

1 

■ad  flir  eineo  Augenblick 


■0  ist 


-  =  (1— 6)«»  =  1  —  m« +— i^-^  r 


€*        €» 


—  1  — «+ 2  —  2  ••  ' 


Uglich 


A=^-l  + J—  2    •=  Ö99999900000006.. 


Dieselben  Ereignisse  fand  Kfistner  und  Klug  ei  (a.  a.  O 
8.  MO.). 

Würde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Neper's  System  die  ganzzab- 
a  Logaritbmen  und  Logaritnmande    als  Zehnmilliontel  lesen, 
lieh  ^  =  1  und  m=  — ^=: — l  setzen;  so  wäre  die   Grund- 
ubI  des  auf  diese  Weise  abgeänderten  Neper*schen  Lo- 

gtrithmensystems  =ß-^  =— >    nemücb    das  Unigekebrte   der 
(Snmdzahl  e  der  natörlichen  Logarithmen. 


IWil  \V  [2 
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Berechnung  des  Moduls  eines  ioearithniischenSysti 
aus  dessen  Grundzahl,  oder  allgenieiner  aus  den 
gesetzten  Logarithmen  zweier  Zahlen. 

Neper  hatte  seine  Logarithmen  vornehmlich  bloss  ffir 
astronomisch-  oder  sphärisch -trigonometrischen  Rechnungen 
gedacht ;  sobald  er  aber  diese  ivichtige  Entdeckung  seinem  Fr 
Heinrich  Briggs  mitgetheilt  hatte,  rietli  dieser,  um  seil 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrechnung  mit  Zahlen'  iv 
einzurichten,  die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen 5  dai 
dem  dekadischen  Ziffersysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  1 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1  den  Logarithmen  0  erhalte. 

Hier  hatte  man  demnach  die  umgekehrte  Aufgab« 
vorigen,  nemlich  aus  der  ffir  ein  neu  zu  schaffendes  Logaritl 
System  gegebenen  Grundzahl.  6=10,  oder  noch  allgemeiner 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen,  von  denen  jedoeli  eine 
ist,  des  logarithmischen  Systemes  Modul  m  zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Lösung  dienen  am  besten  die  in  Art.  20.  för 
aufgestellten    Ausdrücke,  in  denen  Lo^o=:0  ist,   weil   ib 
der  Modul   m   als   Factor  vorkommt.     Wegen    der  Complic' 
seines  Mitfactors  und   der  Einfachheit  des  Products  bleibt  < 

doch  rathsamer,  dieses  Moduls  Umgekehrtes,  —  >     auszudri 
Für  selbes  findet  man 


und 


^      (Vj-l)«     (V|-~l)(/i+l) 


,       lim.(V^l;n      hm.^ 


m  Logy  Log.y 

Ist  nun  die  Grundzahl  b  gegeben,  so  setze   man  yz=:i 
Log^=  Log6=:p;  dadurch  wird 

1       1  "+I6  1    » 6 

i=-.(V--l)w....i(V--'l)(n  +  l), 


und 


— i=  — .hm.(v— — 1)71=-.  Iim.-^^- — 

WI         Q     I13EQ0        Q  if       fo={)  üj 


\     \i^  \Q/ 
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In  der  Neuzeit  8etzt  man  durchweg  die  dem  Logarithmen 
NiU  entsprecbeode  Zahl  ^=1 ,  daher  hat  man  hier  die  einfacheren 
Ausdrücke 

1=  ( v'^6-l)n....(i/Ä— l)(n  +  l), 


m 


md 


1  •  6*^  —  1 

- = Hm.  ( V6— 1)« =lim. 


Vüx  iBB  dekadische  Loearithmensystem  ist  6=10,  da- 
kr  findet  man,  mittels  vielfacn  wiederholter  zweitgradiger  Wur- 
gaUahwig  aus  10,  wie  Callet  a.  a.  O.  zeigt,  den  Modul  dieses 
fl^fstans 

711=0*4342944819..  . 

Im  natürlichen  Logarithraensyteme  Ist  der  Satzung 
|«Mm  ffi=:l,  und  gefunden  ward  6= e =2*71...,  daher  gibt  die 
mdb  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art.  22.)  erhaltenen  Grenz- 

Hsdraek  Um — ^^^^=1. 

Den  Zusammenhang  zwischen  Grundzahl  undModul 
li  jeglichem  Loirarithmen Systeme,  welches  Logl=0 setzt, 
ivmag  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der  natärlichen 
Uf^mthmen  aufzustellen.  Benutzt  man  nemlich  die  in  Art  21. 
'  «viesene  logafithmische  Umwandelungsgicichung 

log.artif.y  =  m.ly , 

Uem  man  y  =  0  setzt,  »o  erfolgt 

m  .16=1, 

iDgemeiner  Ausspruch  des  fraglichen  Zusammenhanges.  Mo- 
ilmid    natürlicner    Logarithme    der  Grundzahl   sind 

Ich  in  jedwedem  logarithmischen  Systeme  Umge^ 
Arte  von  einander.    Und  danach  können,   wenn   einmal  die 

liehen  Logarithmen  berechnet  und  intabulirt  sind,  Modul  und 
il  leicht  aus  einander  gerechnet  werden. 

Denselben  Satz  liefert  auch  die  (in  Art.  23.)  entwickelte  Glel- 
1 
b^:e^,   wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  bei- 

Sehen  nimmt;  da  sie  16=--  gibt. 


m 


li* 
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B. 

Lehre  von   den  na  tur liehen  Logarithmen  nach  B^fr 
Begriff  vom    Logarithmus    und   nach   Neper*s  Bere 

nungsweise  der  Logarithmen. 

25. 

Bei  dem  (in  B.  Art.  6.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gle 
stelligen  Glieder  einer  geometrischen  Reihe  von  Logarithmande 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Logarithmen  a:  hatten 
gleichzeitigen  Schöpfer  dieser  Anschauungsweise  der  Logaritfan 
Neper  und  Byrg^  nebst  den  Ausgangsgliedern  yo  =  ^ 
a:o=0  beider  Reihen  noch  ihr  gleichzeitiges  Fortschi eii 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenhang  zu  bring 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  gele 
worden  zu  sein. 

In  [einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  absoi 
(unvergiichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  Ton  Gl 
zu  Glied,  durchweg  gleich,  in  einer  geometrischen  jedoch 
ihre  verhältnissmässige  Zu-  oder  Abnahme,  d.i.  dasVerfa 
niss  der  absoluten  Zu  -  oder  Abnahme  zum  jedesmaligen  vora 
gehenden  Gliede.    Ist  nemlich  d  der  stete  Unterschied  der  ari 

metischen  Reihe,  so  gj,.]^  diese  von  Glied  zu  Glied  um  d,  wem 

stete  Quotient  q  und  irgend  ein  Glied  v  ist,  so  ist   das  folget 
=  qy;  daher,  da  wo  9>  1,  ist  die  absolute  Zunahme  =^qy — y  i 

die  verhältnissmässige  z=z^^ 2=^__.l^  oder  dort,  wo  <7<1, 

«/ 

die  absolute  Abnahme  =y — qy  und  die  verhältmässige  =  ■  — 

**  steiü'endon 

=1— y.    Mithin  bleibt  in  einer  fallenden    geometrischen  Reihe 

verhältnissmässige  Abnahme  ^®'   Glieder    so  wie   der  Quotien 

durchgehend«  sich  gleich.    Bios  wo  das  vorausgehende  Glied  y 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Aenderung  der  Glieder  mit 
absoluten  selbst  überein. 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Reihe  der  Lc 
rithmen  a;  jeder  vorgelegte  Logarithme,  und  andererseits  in 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  y  jede  vorgelegte  Zahl,  auf  ei 
möglichst  geringen  Fehler  vorkomme,  muss  dieser  Fehler,  n^ 
lieh  in  jener  arithmischen  Logarithmen -Reihe  das  absolute  In 
valle^,  m  dieser  geometrischen  Logarithmanden-  oder  Zahlen- Re 
das  verhältnissmässige  Intervall,  q — 1,  der  benachbarten  Gliec 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  bei  der  Grund^nlage  beider  i 
ander  zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  werden.  Dada 
wird  aber  auch  das  Verhältniss  beider  dieser  Intervalle   oder  ! 
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innen  der  Reihenglieder,  (l:{g — 1),  uelrlien  mit  m  bezeichnet 
rden  m«)Ce,  festgestellt;  iinn  man  erklärt  sonach  m  als  dtis 
enzvernältniss  der  unendlich  sich  verringernden  In- 
rvalle  oder  Aenderiingen,  d  und  1/  —  l,  der  («lieder  in  der 
ithmetische  n  Reihe  der  Logarithmen  und  in  der  geo- 
strischen  der  Zahlen,   nemlich   fGr  \\md=>0  und  lini(7— 1) 

)  wird  iit= lim -~i  gesetzt.     Dieses^  die  Art  oder   das  System 

'  LügarithmeD  bestimmende,  Grenzverhliltniss ,  m,  pflegt  man 
I  Modul  des  logarithmischen  Systemes  zu  nennen. 

Neper  Hess  (vergl.  Art.  5.)  die  arithmetische  Reihe  seiner 
puriramen  steigen  und  mit  dem  Gliedernaare  0,  k  anheben,  also 

absolute  Zunahme  der  Glieder  dz=:k  positiv  sein;  dagegen 
10  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch -astronomischen  Rechnungen, 

geometrische  Reihe  der  zugehörigen  Zahlen  sinken,   und  mit 

D  GUederpaare  q,  q  —  x  anfangen,  also  den  (Quotienten  q  = 

.— —  nnd  die  relative  Zunahme  der  Glieder  o — 1  = 

Q  ^  Q 

negativ  sein.     Er  setzte  daher  überhaupt  den  logarithmi- 

d  X 

leo  Modul  m= r=  —  A::-.      Insbesondere    nahm  er    (nach 

q-^i  Q 

;7.) 


Ä=l,  (»=10000000,  H  =  l  =  k, 


iäch 


-=00000001 

Q 


m=-^:r.-lOOOOOOO. 

Byrg  dagegen  liess  iür  die  gevv«)hnlichen  Zifferrechnungeq  in 
|nra  Zahlen  beide  verbundenen  Reihen,  folglich  die  Logarithmen 
M  Logarithmande,  mit  einander  wachsen,  also  in  seiner  arithme- 
kkn  Logarithmen  -  Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 
|HerO,  £  und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  </  =  A;  positiv, 
in  seiner  geometrischen  Logarithmauden  -  Reihe  ilie  An- 

^    ler  Qf  ^+x,   folglich  den  Quotienten  5^=   - — =1+  - 
lofort    die   verhältnissmässige  Zunahme   der    Glieder    q  —  l 

8^'  ^  =—  auch  positiv  sein.     Kr  setzte  demnach  überhaupt 

d  X 

logarithmischen   Modul  ^'^=    _j:j  ^^^'*\:*  Insbesondere  nahm 

Ithit  Art  7.) 
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i&  =  10,  9=100000000,  x  =  10000: 
aUo 

-=;:00001  und  m  =100000. 
9 


26. 

I 

Spätere    Mathematiker    erkannten  jedoch  bald 

1.  dass  e»  ratfasamer  sei»  von  dem  damaligen  Gebrauche »  b 
mit  ffanzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demg^emäjss  nicht  nur  die  1 
earitnmande,  sondern  auch  die  Logarithmen  in  pausen  Zahl 
darzustellen,  ganz  abzugehen  und  sonach  Logatithmande  u 
Logarithmen   durch  Decimalbrfiche  auszudrucken,  und 

2.  dass  die  logarithmischen  Rechnungen  sich  ungemein  vere 
fachen,  wenn  man  die  Null  als  Logarithmus  nicht  mehr  eii 
höheren  dekadischen  Einheit  q,  sondern  der  Stammeinheit  —  < 
Eins  — '  zuschreibt,  also  analog  ^'  =  1  macht. 

Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sämmtliche  geometrisch  { 
reihten  Zahlen  durch  diese  dekadische  Einheit  q  zu  theil< 
Hiebei  blieb  der  Quotient  o  dieser  geometrichen  Reihe  ungei 
dert,  weil  sein  Dividend  und  Divisor  durch  einerlei  Zahl  getb< 
wurden,  daher  o'  =  g-  Sonach  blieb  auch  die  verhältnissmässl 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  ungestC 

In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersahen  sie,'dass  esangemessei 
sei,  den  in  denZifferrechnungen  gewöhnlich  vorkommenden  ganzenZs 
len  positive  Logarithmen  zuzuweisen,  folglich  nicht  allein  die  g< 
metrische  Logarithmanden -Reihe,  sondern  auch  die  arithmetisc 
Logarithmen  -Reihe  steigen  zu  lassen,  sonach  in  jener  den  Quotient 
o'>l  und  in  dieser  die  Differenz  c2'  positiv  zu  machen.  Zuglei 
Denutzten  sie  den  von  Neper  (vergl.  Art.  1,  Cap.  L  Def.  6)  b 
stammenden  Gedanken ,  die  absolute  Zunahme  d'  der  arithmetis 
gereihten  Logarithmen  der  verhältnissmässigen  Zunahme  q*- 
der  geometrisch  gereihten  Logarithmande  gleich  zu  machen,  al 
d^ssq'  -*-!  zu  seteen,  folglich  den  Modul  dieses  abgeänderten  I 

garithmensystems  7ii'  = -731=1  zu  wählen.  Weil  aber  9'— 1=^ 

und  wegen  mrs r  also  q — 1  =  —  ist,  so  hatte  man  auch  d'=' 

°  q  —  1  ^  m 

d.  i.  man  musste  zunächst  die  Zunahme  d  der  Logarithmen,  fol 

lieh  5  weil  das  Ausgangsglied  ihrer  arithmetischen  Reihe  Null  i 

sämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m  theilen. 

Diese  neue,  dem  Modul  tit'==l  entsprechende,  Art  von  L 
garithmen  ergab  sich  demnach  aus  Neper's  Loganthmentafi 
indem  man  alle  Zahlen  durch  p=10^  und  alle  Logarithmen  dun 
mrz:  — 10^  dividirte,  folglich  blos  von  den  Zahlen  und  Log 
rithmen  7  Decimalstellen  abschnitt  (oder  beide  als  Zehnmillionl 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengesetztem  Vorzeieb 


I7Ö 


nahm.  Au8  Byrg's  Loearitliineutafel  ergab  «ie  sieh,  indem  man 
die  Zahlen  durch  ^  =  10^  und  die  Logarithmen  durch  7/1=  10^ 
tiieilte,  folglich  nur  von  den  Zahlen  8,  von  den  Logarithmen  aber 
5  DeciroalsteUen  abschnitt  (oder  jene  als  Hundertmilliontel  uiid  diese 
ab  Hunderttausendtel  las). 

Insofern  nun  dieses  abgeänderte  Logarithmcnsysteni  den  hier 
ab  natnrgemäss  nachgewiesenen  Anforderungen  (vergl.  noch  Art. 
19.)  genflgte,  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
blos  die  ZähleiDheiten  ihrer  ganzzahlig  dargestellten  Logarithmande 
und  Logarithmen  und  höchstens  noch  das  algebraische  Be- 
liehnoffszeichen  der  letzteren  abändert,  in  ihren  Logarithmen- 
hielD  dieses  logarithmische  System  aufgoKtellt  haben ;  erkannten 
fie  Mathematiker  es  fiir  passend,  diese  Logarithmen  natürliche 
a  nenneD. 

Im  Datflriichen  Logarithmensysteme  ist  demnach  der  Modul 
m=lim-3|  =  l  fär  limrf=lim(7— 1)  =  0,  und,  wie  man  gegen- 
«irttg  lu  achreiben  pflegt,  ist  log.nat.l  oder  11^0. 


27. 


^1 


Fflr  die  Berechnung  des  Logarithmus  x  einer  bestimmten  Zahl 
V  üBr  einen  festgestellten  Modul  m  hat  man  demnach  in  einer 
ihdfeben  Weise  wie  in  Art.  20.  die  Gleichungen: 

Xn=^XQ'{^nd=ndy    Xn^i^x^y  +  («  +  l)//  =  (/i  +  l)rf; 

3N  =yo9" = 9^»        yn+i  =.yü  ^"+  *  =  py" '  * •' 
d 

Eliminirt  man  nun   hier  d  und  u  so  wie  dort  —  >  so  ündet  man 

Weht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Gleichungen,  sohin  auch  die 
auf  sie  gegrGndeten  in  den  Art.  21 — 24  durchgeführten  Lehren; 
wtthalb  wir  uns  der  Wieilerholung  derselben  hier  enthalten. 

Für  die  Grundzahl  des  Byrg'ischen  Logarithmen- 
fjfitemi  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zahl  p=10^  und  den  Modul 
*=10*;  danach  findet  man 

—  ina/i^    ^    ^^^^    ,üji)  ,0046 

— iu^i+  jj56+  igio  +  10«»"'  1020  "f 

=  1000010000050000166... 
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Zur  Berechnung  der  Grundzahl  6  der   ßyrg*  lachen   1 
garithmen/a/e/  benutzt  man  die  aus  Art  11,  1.  und  t2.  so 
auch  aus  Art.  23.  folgende  Gleicsung 


f=(?>- 


indem  man  auf  den  von  mir  (in  Art.  23.)  gerechtfertigten  JBej 
der  logarithmischen  Grundzahl  eingehend  ß=l  wählt. 

Setzt  man  nemlich  nach  Byrg's  Annahmen  (Art.  25.) 

^  =  108,  yi=Q  +  x; 
also 

^=1  +  ^=51-0001 
Q  Ql 

und 

a:i=d=Ä  =  10, 
so  ist 

6=10«(l-000ir=10<'a  +  JOS-  j^+  ^-  ^....)*) 
=  100000999-0550012.... 


C. 

Aufbau    der  Lehre    von   den  natürlichen  Logarithm 

fiber   einem  gewissen  Grenzverhältnisse  und  auf  d 

gewöhnlichen  Begriffe  vom  Logarithmus, 


28. 

Wenn  y  eine  beliebige,  n  eine  absolute  ganze  Zahl  vorsti 
so  ist  bekanntlich 

3r^l=(y-l)(y»-*  +  y«-«  +  y«-»+ ...  +  y  +  1) , 

daher  der  Quotient  oder  das  Verhältniss 


*)    Um  über  die   Beträge  dieser  Luxuszahlen,  die  man  Neper*B 
Byrg's  logarithmische  Grundzahlen  nennt,  kurz  und  sicher  absprechet 
können,  habe   ich  mir   erlaubt  ausnahmsweise  hier    und    in  Art.  2^. 
ronvergenten  Reihen  anzuwenden. 
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Würde  man  nun  die  wiUkührliche  Zahl  y  geradehin  =  1  setzen, 
mOchte  jener  Quotient  die  unbestimmte  Form  ^     annehmen  , 

se  Potensensumme  aber,  weil  n  gliederig,  in  die  Summe  von  n 
isen  also  in  n  selbst  übergehen.  Man  muss  daher  diesen  Po- 
itiand  y  als  eine  der  Grenze  1  unablässig  zustrebende  verän- 
rlicfae  Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  Poten- 
1  derselben  Grenze  1  zustreben,  und  die  ngliederiffe  Poten- 
»sarame  der  Grenze  n  ohne  Ende  näher  rückt.  Da&rch  wird 
m  berechtiget,  diese  Grenze  der  Potenzensumme  als  Grenze 
les  Quotienten  anzusehen,  folglich  zu  setzen 

limS— ^=:n. 

Soll  die  Zahl  y  ihrer  Grenze  1  stetig  sich  nähern ,  so  muss 
ie  wenigstens  in  den  späteren  Stadien,  ebenso  wie  ihre  Grenze 
eell  uDcf  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  srOsser  als 
Bese  Grenze  sein,  folglich  entweder  im  Wachsen  oder  im   Ab- 

lehmen  dieser  Grenze  zustreben ;  es  ist  nemllch^^lundlim^=:l, 

> 
woCDr  wir    im  Zusammenhange    iimjy=l  schreiben  wollen.         • 

Daoach  ist  in  der  obigen  Potenzensumm'e  jeder  Summand,  als 
Potenz  ?on  v,  so  wie  diese  positiv  und  dort  grDsser  hier  kleiner 
ib  1,  mid  svebt  der  gemeinsamen  Grenze  1  zu,  folgliclr 

> 

lim(y«^»+y«-«  +  ...+y«+3^+l)=n 


n—l 


lim^^— T=n. 


29. 

Bezeichnen    wir  den   Unterschied  zwischen  y  und  1  mit  .r, 

>  > 

weh  y— il  =  j?,  so  istfär  y=]  dieser  Unterschied  a:=:0,    und 

*..  <  < 

«BMzte  Grenzvergleichung 

limöt:^!±i  =  n  für  Hm  ar  =0. 

^^Oiiterscheidet    man,   zur    genauen    Erforschung   der  Verglei- 
^'^ttgsieichen,  ob  x  positiv  oder  negativ  sei,  so  hat  man  zunäcnst, 

**oo  X  positiv,  also  limx^O  ist, 
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n» 

X         — 

daher  weoo  niao  beiderseits  des   Vergleichungsaeicheiis   mit  d^^ 
positiven  Zahl  x  multiplicirt  und  1  addirt, 

(l+a:)"^l+ii:r, 

uod  wenn  mao  beiderseits  die  nte  Wurzel  aus  diesen  zwei  die 
I  übersteigenden  positiven  Zahlen  zieht , 

1  +  ^  ^(1+wa:)»  > 

endlich»  wenn  man  noch  beide  eben  solche  Zahlen  nach  dem  po- 

1  ^ 

sitiven  Exponenten—  potenzirt, 

X 

IS  -L 

Ist  dagegen  x  negativ,  also  limor^O,  so  hat  man 

(l+a:)»-l=: 


X 


n. 


oder,  weil  Dividend  und  Theiler  negativ  sind,  nach  Veränderung 
ihrer  Vorzeichen, 

l--(l+a;)»  = 
—^ <"*• 

Multiplicirt  man  nun  zu  beiden  Seiten  des  Vergleichungszeichens 
mit  der  positiven  Zahl  —Xy  so  wird 

1  — (1+a:)«^— na:; 
daher,  wenn  man  beiderseits  (l^-^)"  und  nx  addirt,  ist 

folglich,  wenn  man  von  beiden  verglichenen  Zahlen  ihre  UnieekelMr* 
ten  nimmt,  das  heisst,  durch  beide  die  1  theilt,  muss  cms  Un- 
gleichheitszeichen  umgewendet  werden,  und  es  erfolgt 

l_  = \_ 

\\nx>  iX-VxY 

oder 


17» 


Erhebt  man    nun    beide    positive'  Zahlen  zur  Poteni    dc;i^    powi- 

Sxtn  Exponenten ,  so  wird 

■^  — war 

Sonach  ist  im  Zusammenhange ,  ftir 

limjp:=:0, 
< 

lim(l+j)*=lim  (l  +  nar)"* 

Bieraua  erhellet  nun,  dass  beide  diese  Potenzen ,  von  denen 
Ae  erste  nur  von  :v,  die  andere  nur  von  nx  abhängt,  bei  gleich- 
nittger  anendlicher  Abnahme  dieser  Veränderliqhen  j?  und  nx, 
einer  und  derselben  Grenze  zustreben  miQssen,  oder,  uenn 
■an  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zudeich  un- 
oidlicb  abnehmende  Veränderliche  m  vorstellt,  dass  die  Potenz 
1 

(li»)*"  einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  muss. 

1 
Diese  Grenszahl  kann,  well  die  in  der  Potenz  (l  -f  o»)^  einzig 
fNbmmende  Veränderliche  <o  in  ihrem  äussersten  Grenzwertbe 
hNall  dberseht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
ZiU  sein.  Einem  allgemeinen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  sie 
fach  den  Buchstaben  e  zu  bezeichnen;  also 


lim(l+a))">=e 


w=0 


n  setieo. 


30. 


Erforschen  wir  nunmehr^  ob  diese  Grenze  e  bei   unendlicher 

i 
Ahtthme  von  oi  von  der  Potenz  (l  +  a)^  im  Wachsen  oder  Ab- 
■dben  angestrebt  werde. 

Weil  na  mit  a:  gleichzeitig  positiv  ist  und  unendlich  abnimmt 
•omass,  vermöge  der  zuletzt  aufgestellten  Grencvergicichung,  die 

Potenz  (1  +  co)^,  wenn  oo  von  nx  auf  seinen  nten  Theil,  x,  ab- 

*^^  ^^  Stative  ^®'**'^  ^^"  ^'  "^  """*  "'^  abnehmen'  ""^  »^ 
■it  muss  diese  a  bnahme  ^"^^  fortbestehen ,  wenn  die  jeweilige 
Abnahme  der  Veränderlichen   (o    auf  ihren  nien  Thcil  sich  fort- 
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X       X        X 

während  wiederholt^  also  co  allmählig  anf  nxy  x,  ~»  ^y'  ~8 '^ 

herahsinkt. 

Weil  jedoch  x  beliebig  klein  und  n  beliebig  gross  ange 
werden  kann,  so  müssen  die  hinreichend  klein  gewählten  61 
jeder  anderen  Reihe  von  Werthen  der  Veränderlichen  a>  zwis 
je  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geometrischen  Reihe  fa 
folglich  muss  auch  für  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie 
immer  das  Gesetz  der  unendlichen  Abnahme  von  oo  lauten   n 

die  Potenz  (l+w)«  für  Pos«^»7®    Werthe   von     a>   ohne    I 

limQ)=:0 
< 

ist 

1< 

lim(l+co)«  =e. 

> 

Daraus  folgt  sogleich,  das  für  jeden  ^egatimi  ^^^^^  ^* 
die  Potenz ' 


sem  muss. 

Setzt  man  daher  einmal  co  =  —  und  ein  andermal  m=^  —  z 

n  n 

wobei  n  absolut  und  ganz  sein  soll,  so  ist 
und 

also  I 


(■+i)"<«<("+i-r- 
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Insbesondere  findet  man  för  n  =  l,  dass  die  fragliche  Grenz- 
zahl zwischen  den  ganzen  Zahlen  2  und  4  liegt.  Wie  man  diese 
einschränkenden  Grenzausdrücke  zur  wirklichen  Berechnung  von 
e  reiwenden  könne,  ist  in  Art  22.  gewiesen  worden. 


31. 

Aas  der  obigen  allgemeinen  Grenzvergleichung 

^<  >. 

lim  (l -f- o>)<»=  e  iärlima>=0, 

>  < 

« 

fol^t  ffir  positive  co,  der  Ordnung  nach> 
dagegen  für  negative  co,  wo  — o  positiv  ist, 

1 —  1         =1  1  -<ö=:/l\-a) 

(l  +  ar  V(l  +  »)<»/ 

I 

inithin  ist 

lim =  1  für  lim  (»=0. 

"  <  < 

Eine  Bestätigung  dieser  wichtigen  Grenzvergleichung  finden 
^ir  an  der  in  Art.  29.  erwiesenen  und  ihr  eigentlich  zu  Grunde 
«elenden 

li„i  lL±.?)!Llzl  =  „   für  lim^r  =  0. 
Denn  dividirt  man  durch  w,  setzt  nx=-(o,  also  «=— ,  so  verwan- 

X 

diClt  sie  sich  in 

lim(l  +  a:)*   1       ,  ,S 

CO  0>  **       < 


für 


lim  0)^=0 
< 


A     . 


!S0 


während  vvitMUM'tiulL  .ilx'  ;<;.tii.i. 

litM'absinkt. 

Weil    jf'docli   j-  hrlirltiu      .    -  ■         j   i  ■_•   j 

werden  kann,  so  müssen  \\\'c  himc'«-»-    ""     '    ™2  *  verschied 
jeder  anderen  Reihe  von  WerthoT?  -^^    "  ^'    wschen  2  und  4 
je  zwei  Glieder  jener  abnehn^MM?-     ^    :"=^  /Yi     "     .      J®" 
'i(»lsr|ich  niiiss  auch  ffir  die  Timr  »*-^   "■       '*^   ^"*  '"5    '*^  ^«»^ 
immer  das  Gesetz  der  -jonii.i«  ......    ,,ieä«o    Kiisdruck    voo  e  in 

die  Potenz   (I  f  o))"  fm    P/»^**'' 

w  aeh  sr  u  ;i 
.ih  neii  II!  (.-  - 

— ;  _  j_ 

.,7uj^e.  also  auch  \mi$^=^0,  so 

.  _  l  _    1 
log«» 

u  ■....■-,  ■ 

,.     ,,  ^  ■  L  u^i^ioichuog. 

ihe   l'ofon/  ^  ^ 

...(.'•.    r heile  UUI9  so  ist 
--^=^11  =  löge. 
)iit  -  (C^uuoude  Zahl  ist,  so  ist 

•^u  I  II     <>-.i.;  1    •  ij     l»»jlj    utniicu,  «vo  auch  limi/^O  ist.     Da 

^•»c-  Vu^drücke  übergeht  die  Gleichung 

-in  -:loge, 


*         V. 


•  u«.-a  äie  Form 


•      ; 


.        ^ffi=loge 


1  « .  ji^^iL'ia  i«t  demnach  das  Verhältniss  c 
\  »  ';lciii»teii  Logarithmen  zu  den  entspi 
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itii(l4Mi  Aoiidorungen  ihrer,  der  Zahl  1  beoachbartesten,  Zahlen  ein 
^ätiiumtes,  m,  welches  der  Moduf  die«e«  logarithmischen  Sy- 
emcs  genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  vorkommen- 
3n,  Logarithmen  der  Grenzzahl  ß=2*71...  fibereinflUlt 

Da  nun  der  Lo<>;(irithme  der  Grundzahl  in  jeglichem  Systeme 

o 

:1  ist,  80  sieht  man  sich  durch  den  Ausdrack  löge  des  loga- 
thiaischcn  Moduls  aufgefordert ,  sich  ein  Logarithmensystem  zu 
>iikcii,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzzahl  e  ist;  was 
oglich  bleibt,  weil  e  absolut  und   von  0  und  1  verschieden  ist 

e 

urch  den  Uebergang  von  b  auf  e  wird  log 6=1,  daher  obige 
ronzgleicbung 

..     log  (1 +!?)>- log  1 

lim — 7|  1  ^x_- =m—L 

In  dem  Systeme  dieser  e-Logarithmen  sind  daher  die 
»ringsten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre- 
lenden  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1  benachbartesten,  Zahlen 
leich,  oder  der  Modul  ist=l» 

Insofern  nun  die  Analysis  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
igekünstelten  Erforschung  von  natur^emäss  zur  Frage  sich  auf- 
erfenden  Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e  bezeichneten  Grenzzahl, 
nd  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e  beziehlichen  Logarithmen 
eleitet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art.  19.  au&ezählten 
igenschaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  bereeh- 
gett  diese  e-Logarithmen  natürliche  zu  nennen. 


33. 

Bezeichnet  man  nun  diese  natürlichen  Logarithmen  blos  mit 
lern  einfachen  Buchstaben  1^  so  findet  man  aus  der  obigen  Glei- 
dbung  6^  =  e  die  bekannte  ffil6=l.  Ferner  wenn  x  der  6-Lo- 
prithme  von  y  ist,  also  b*=zy  ist,  hat  man  auch 

abo 

a;  =  l(y"), 
«der 

b 

\ogy=zmly. 

m 


Daraus  folgt  auch  e=^y''  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 
»r=y*    ,  oder,  wenn  man  —  w=r  setzt, 
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—       "  1     «T 

e^  ^y^m=i\^y  und  a)=— •— • 
^  ^  n    m 


Bringt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Grenzvergleichuug 

lim =1,  limo)=0 


und  setzt  noch 


80  wird 


A 


^=l»gy» 


W*  1.  ."  AK  ^   m 

—  iim(yy— l)n=l. 


«« 


obere 


oDerc  2 

wobei   das  mj^ore  Vergleifhungszeicben  gilt,  wennQ)=:  — =±: 


nm 


positiv  .  . 
negativ  ***• 

b 
Nimmt  man^  wie  üblich^  6>i,  also  m=loge  positiv,  lenu 

fSr  y  eine  Absolutzabl  über   1,  daher  auch  log^  positiv  an, 
kommt  letztere  Bedingung  darauf  zurück/ dass  n  ^»»^ty  sei. 

Für  diesen  Fall,  wo  6  und  ^  >  1  ist,  findet  man  demnach 

b 

gemein,  wenn  man  mit  der  positiven  Zahl  log^  die  Vergleichn 
multiplicirt , 

<  n 

log^=:iiilim(V^-^  l)w, 
> 

für  lim-=0,  oder  für  limn=+x  ; 

daher   insbesondere    für  natürliche  Logarithmen,  d.  i.  für  6 
71t  =  1 ,  und  y  >  1 , 

<        "  1  > 

1^=  lim(Vy— 1)  n,  lim-=0. 

Anders  dargestellt  ist 

ly = ( ' -" ÜT V  •  ■  ( V  y—1) « . 

Vy/ 
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^venn  man  nemlich  n  erst  negativ,  dann  positiv  setzt«     Dabd  ist 

n 

das  Verliähniss  der  oberen  Grenze  zur  untern  =V^* 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


fi 


80    Ist 


Vjfisl-l-tty  und  (Vy— l-«=)»u=  F; 


r 


Da  noch 


1«:^— 1-      y 

■  W        "  a     a  ••••      M    • 


■st^  80  findet  man  um  so  mehr 

i^=:F-tir....  r 

«nd  die  Fehlergrenze  =  w  F. 


I). 


Ableitung  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarit  hnien 
nach   dem   dermalen  gebräuchlichen  Begriffe    der 


Logarithmen. 


34. 

I.    Fiir  eine  festiresetzte  Grundzahl  b  sei  x  der  Logarithme 

^••*er  Zahl  y,  in  Zeichen  \ogy=za!,  so  ist  (vermöge  Art.  10)  6*=y. 

Zugleich  ist  aber  auch  nach  dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
adiciren) 

b 

b=\/y=  Vy; 
^*«    h.  radicirt  man  eine  Zahl  y  nach  ihrem  Logarithmen 


=:log^,    oder  ge.wuhnlicher  ausgesprochen,  zieht  man 
tis  einer  Zahl  ^  diejenige  Wurzel,  deren  Exponent  ihr 

-^ogarithme  a:=:^iog^  ist,  so  erhält   man    die  Grundzahl 
^,  auf  die  sich  j jener  Logarithme  bezieht 

11.  Jst  die  gewählte  absolute  Grundzahl  6  —  wie  es  sein 
^^1188  — '  von  0  und  1  verschieden ,  so  gibt  es  zu  jeder  Absolut«^ 
^ahl  y  einen  reellen  |.iOgarithmen  :r.    Denn  der  Ausnahmsfall  ^==1 

^and  XV.  13 


18« 

iat  b«kMintlicb  durch  x=:0  erledigt,   weil   6o=l  ist.    la  jed 

anderen  eigenUich  zu  erforschenden  Falle,  wo  jf^l  istjeeidei 

Frage  gestellte  Logaritbme  überhaupt  ein  rationaler  auf  die 
gelmässige   Form   (von    ganzzahligem    Nenner    und    Zähler) 

P  - 

rückgefShrter  Bruch ,  nemlich  ar=  — >  so  soll  6*=  6"  =  y    s< 

Dann  niuss  61*=^;  nemlich  einer  Potenz  der  Grundzahl  6  e 
Potenz  des  Logarithmands  y  gleich  sein. 

Potenzirt  man  aber  sowohl  die  logarithmische  Grundzah 
nach  allen  algebraisch  aufsteigend  geordneten  negativen  und  ^ 
sitiven  ganzzahligeo  Exponenten  vA  —  QO  bis  -f^»  den  Logari 
mand  y  aber  nach  allen  absoluten  ganzzahligen  Exponenten  i 

0  bis  QO  )  60  muss ,  wenn  6^1  ist ,  die  erstere  Potenzenrei 
rfickwärs  S^^®™™®°»  ^^^  Unendlichkleinen  an  bis  ins  Unendli 
grosse  aufsteigen^  die  andere  Potenzreihe    aber ,  wenn  y  ^  1 

▼on  1  an  unendlich  !!K^ehmen     ^^^^^  ^muss  jede  Potens  der  Ic 

teren  Art,  wie  y^,  entweder  mit  einer  Potenz  der  ersteren  J 
wie  yP,  übereinfallen,  oder  wenigstens  zwischen  zwei  benachbar 
solchen  Potenzen,  wie  yv  und  yf^^  liegen.  Im  ersteren  freili 
seltenen  Falle  ist 


folglich 


y^szbP ,  also  yzsb^. 


logyr-^: 


u 
im  anderen  und  gewöhnlichsten  Falle  ist 

daher 


L  ULI 


und  sonach 


b 


_p         pJJ 


logy  =  —  •  •  •  • 


n 


1 

wobei  die  Fehlersrenee  —  durch  allmäliche  vnd  unendliche  V< 

"  n 

grusserung  des  Exponenten  n  nach   und  nach   immer  kleiner  { 

macht  und  dem  Verschwinden  beliebig  nahe  gebracht  werden  kai 

mithin  der  geforderte  Logarithme,  selbst  wenn  er  irrational  wi 

mit  jeder  gewünschten  Schärfe  genähert  sich  bestimmen  lässt. 
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35. 

_  Da  aUeemein  logy^^r,  und  insbesondere  log  1=0  ist;  so 
wird,  weil  in  der  mit  der  ersteren  Gleichung  in  den  Begriffen  un 
zertrennlich  verbundenen  b'=y  bei  stetiger  Veränderung  des  Ex- 
ponenten X  auefa  die  Potenz  y  ^stetig  sich  ändert,  folglich  umge- 
kehrt eine  stetige  Aenderung  dieses  Logarithmands  y  nothwendig 
jenen  Logarithmus  a:  auch  irieder  stetig  abändern  mnss»  bei  der 
miaafhorlichen  Annäherung  des  Logarithmands  y  an  die  Grenze  1 
der  Logarithmus  a;  der  Grenze  0  zustreben  oder  unendlich  abneh. 
meo.  Es  ist  nemlich,  für  limy^I,  limd:=0  oder,  kürzer  darge- 
stellt, lim  logy=0,  und  mit  Rückblick  auf)  Art.  34.  L  ist  6=lim(y^X 

i  noch  y^l=ri,  alsoy=l-|-^9  so   ist  l\my:s^l    gleich- 
l  mit  Imri^O,  und  es  übergebt  der  letzte  Aosdroek  in 


geltand 


i 
6=lim(l  +  i2)*,  für  fim97=0=Elimar< 


Eine  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  ancli  die  be- 
kaiiDte  Gleichung  log 6=1,  der  wir  die  Form  iim(log]f=^)=:l 
ortlieilen  kSnnen. 

b 

Denn  setzen  wir  y^ibii+ß),  so  kann  at=silogy^=l+€C  ge« 
setzt  werden,  wofern  mit  limß=0  auch  iim«=0  verbunden  fst« 
Oann  ist 


abo 


Und 


®d^^  vollständig 


6i+«  =  6(I  +  ft, 


6«  =  1  +  /J 


1 


1 
6  =  lim(l+/J)«  för  iimö=0=lim|J. 


36. 

Erforschen  wir  noch,  in  welcher  Vergleichung,  wenn  x  und  y-^l 
^^^^timmig  sind,  die  Grundzahl  6  mit  1  stehe. 

Bekanntlich    gehurt,    wenn   die  Grundzahl   (der  Potentiand) 
^^1    ist,   zu    einem    positiven  Logarithmen  (Exponenten)  x  ein 
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Logaritbmand  (eine  Potenz) ^^  1;  dagegen  zu  einem  oegatr 
Logarithmen  x  ein  Logarithmand  y^\\  folglich  muss umgeke 
zu  einem  Logarithmand  y^\y  für  den  also  der  Unterschied  j^- 

negaÜ^v  *'®**  ^^^  '^^  ®*"®"*  negattve"n  l^Pganthmen  x  jedenfalls  e 
trrundzahl  6>1  gehören. 


37. 


Vermöge  Art.  34.  1.  lässt  sich  zu  einem  jeden  reellen  abso 
ten  Logarithmand  ^  ^  1>  oder  zu  jedem  positiven  oder  negatii 

Unterschiede  i;  =y  —  1  dieses  Logarithmands  y  von  1,  und 
jeglichem  ihm  beigelegten  positiven  oder  negativen  Loffaritbni 
X  die  entsprechende  logarithmische  Grundzahl  by  als  die  ein* 
gegebenen  Radicand  (y)  und'  Wurzelexponenten  {x)  zugehXrl 
v^rzel  (6)>  mit  vollkommener  Bestimmtheit  berechnen.  Un 
diesen  Annahmen  för  y  oder  fiir  y — l=i/  und  för  x  ist  aber  i 
bemerkenswertheste  gewiss  die,  wo  man  diesen  Logarithüj 
X  jenem  Unterschiede  17  völlig  (in  Grösse  und  Beziehung)  gleic 
j? = 1}  =:y «—  1  y  voraussetzt  und  beide  mit  einander  u  n  e  n  d  I  i 
abnehmen»  limd:  =  0,  limi^^Oy  lim  (9 — O^O,  sein  lässt. 

Für  diese  ausgezeichneten  Bedingungen  müssen  die  in  Art ! 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrücke  der  Grundzahl  b  noi 
wendig  eine  ganz  absonderliche  logarithmische  Grundza 
darbieten^  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen,  wonach  wir  erhalt« 

1  i 

e=lim(^»-l)  =  lim(l+^)^. 

Von  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art  36.,  weil  der  Unt 
schied  ;y-»l=ij  mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  x  auch  gleic 
stimmig  ist,  sogleich  erkennen,  dass  sie  grösser  als  Eins  M 
muss. 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeM 
neten  logarithmischen  Grundzahl  e  mit  jeder  anderen  6.  fl 
diese  bietet  der  Art.  35.  die  allgemeinen  Grenzausdrücke  j 

1  1  ^ 

6=rim(y')=rim(l  + 1?) 


X 


zu 
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I 

limy  =  l,  lima?=0,  limi7=0. 
Daher  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  nach  -= j  potenzirt, 

?         -1-  i 

\im(bv)=\\m(y9-'l  )=lim(l  +fi)v  ,  . 
folglich  nach  obigem  Grenzausdrucke  von  e. 


Hiemach  ist  nun 


oder 


wegen 


lim— =  log«, 


b 


auch 


Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  gefunden  ^  wenn  man  von 
^b^en  Ausdrücken  der  Grundzahl  e  die  auf  die  Grundzahl  b  be- 
^^lichen  Logarithmen   genommen   hätte.     Sie    lässt    sich,   weil 

'Oglr=0  ist,  auch  so  darstellen:' 

Aus  der  Gleichung  lim  (6^)=: 6     ^=c,     und    noch    leichter 

J**s  ihr^rnoth wendigen  Folge 6= lirap*=e  *,  erhellet,  dass  die 
^^tindzahl  6,  also  auch  der  gesamrate  Charakter  eines  jeden  lo- 
garithmischen Systems  lediglich  von   dem  völlig  bestimmten   und 

^^m  log  e  gleichenden  Grenzverhältnisse  —    den    kleinsten    Loga- 


Jgehi 
S^D    logarithmischen  Systems  genannt.     Wir  bezeichnen  es  mit 

^  tind  haben  demnach  m  =  lim—  oder 
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tn 


=  lim  !25yZl^Pl  =  lim  l2g(t+5)^l^^ ^ 


und 


1 


FGr  die  auf  die   Grandzahl  e  beziehlicben   Logarithmen    ^^^ 
a;=:i7,  also  der  Modul  m=:l. 


39. 


Insofern  nun  die  genauere  Erforschung  der  Logarithmen  |^ 
einfach  und  naturgemäss  auf  die  ausgezeichnete  logarithmiscbv  e 
Grundzahl  e  binleitet,  und  insofern  bei  diesem  logaritb mischen 
Systeme  das  zur  Betrachtung  sich  aufdrängende  mit  dem  Nam^n 
.ylogaritbmischer  Modul^*  belegte  Grenzverhältniss  in  das  Gl^icKa- 
neitsYerbältniss  oder  in  1  übergeht,  Ist  es  angemessen ,  derlei 
Logarithmen  natfirliche,  alle  anderen  dagegen  künstliche  ibo 
nennen,  erstere  durch  log.nat.  oder  nur  durch  1,  letztere  aber  a-li- 
gemein  durch  log.artif.  zu  bezeichnen. 

Um  zu  erfahren,  wie  man  von  den   einen  Logarithmen,  m^mmt 
die  anderen  •  fibergehen  könne,  sei  wie  früher 


Setzt  man  hierin 


b 

iogyzzzx,  also  ^=:6^ 


1 


so  ist 


X 


folglich 


yz=e 


logy  =  log.  nat.  y = ^  =-  .  logy ; 


und  sofort  allgemein 

log.nat.y  =  ^;jjj  .log.artif.y, 

daher  umgekehrt 

log.  artif.^  =  modul.  X  log.  nat .  ^. 
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40. 


Sehen  wir  nun  nach,   wie  bei  uueiidlicher   Abnahme  von  ij 

i 

die  Potenz  (l  -f  i;)^  ihrer  Grenze  e  sich  nähert,  ob  wachsend  oder 

ihduBend. 

Allgemein  ist 


•lioaidMr 


(i+f)'>i+'j 


j^hebt  man  beiderseits  des  Ungleichheitszeicbens  zur  Potenz   -  > 

,  ,    1   positiv   .  . 

pwennfi,  also  auch  -  negativ  '^^' 


(1+1?) '> 


O+If 


Wenn  demnach  der  Werth  der  negativen  "^^^^  ^  fortwährend 

ji 
irf  seine  Haibscheld  herabsinkt,    so  muss   die  Potenz    (l  +  i?)^ 

Uritt  Or  Schritt  ll^^^^  •    Weil  man  aber  von  jedem  beliebigen 

Virtke  von  17  ausgehen  kann,  und  durch  fortgesetzte  Halbirung 
jlNNlben  endlich  unter  jede  angenommene  noch  so  kleine  Zahl 
hnkkommen  muss;  so  muss  auch  ffir  jederlei  Abnahme  von  19 

ii  betrachtete  Potenz  g|p|(^,| »  folglich  wird  sie  bei  unendlicher 
Uiahine  von  iy  ihrer  Grenze  e  ohne  Ende  aiine|,n,ei,(i    «»ch    nä- 

|len.   Es  Ist  demnach  für  lunrj  =  0  entschieden 

< 

1> 
Iim(l  +  fi)v  1=  #J. 

Wie  man  von  hier  aus  in  dieser  Lehre   weiter  vorschreiten 
I,  ISsst  sich  aus  den  Artikeln  30«,  31.  und  33.  unschwer  er- 
weswegen   wir   uns   mit  den  bisherigen  Andeutungen  be- 
dürfen. 
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E. 

Aufstellung  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarith- 
men aus  jener  von  den  sogenannten    logarithmischeii 
Proportionaltheilen    bei  Zugrundlegung  des  gewuhn- 
liehen  Begriffs  vom  Logarithmus. 

4L 

Elementare  Ableitungen  des  Hauptlehrsatzes  von 
den  logarithmischen  Proportionaltheilen. 

Erste  Ableitung.    Sei  a  irgend  eine  Zahl,  a  eine  Zugabe    i 
zu  ihr,   durch  die  sie  auf  a-fa  gebracht   wird,   nebstbei  sei   n 
eine  absolute  ganze  Zahl,  so  ist 

wenn  man  diese  Potenz  auch  nicht  nach  dem  binomischen  Ldbr- '  • 
satze  in  seiner  einfachsten  Fassung,  sondern  blos  als  Product  von 
n  binomischen  Factoren,  deren  jeder  a-fa  ist,  durch  geregelte 
Multiplication  entwickelt,  und  aus  allen  Gliedern  vom  3ten  |au 
a*—^a*  als  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gehurigen  zusammen* 
gesetzten  Factor  durch  A  vorstellt 

Die  Zugabe  a  sei  nun  im  Vergleich  mit  der  Zahl   a  selbst 

nur  sehr  klein,  nemlich  das  Verhältniss  —  sei   ein  kleiner   Theil 

a 

von  Eins,  und  swar  so  klein,  dass  man  für  eine  erste  Annäherung  . 

-  )     vemachlässigeo ,  '  o<hcaik 

Limf  -  L=0  annehmen  darf;  zugleich  sei  auch  die  ganze  Absö- 

lotzahl  n  nur  mSssIg  gross.    Dividirt  man  sonach  beide  TheUe 
Gleichung  durch  a*=za,a*~^i  so  ist  vollständig 


c-f^y»^*'-©*- 


und  fär  genügend  kleine  Verhältnisse  ~  zureichend  genähert 


\    a    J  ""      a 


Nimmt  man  nanmehr   hiervon    in    Bezug  auf  eine    beiichi|^ 
Ciiriindzahl  die  LogaritfarocQ,  so  ist  ^  ^ 

log  (a  f  na)  -  loga  =^=  w  [log(o  f  et)  —  loga]. 
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Die  Zugaben  «  zu  Jeiler  beliebifi^en  Zahl  n  kOnoen  daher  im 
erhältnisH  zu  dienor  jederzeit  so  klein  gewählt  werden,  dass  zu 
dem  —  mindestens  roficsig  grossen  —  Vielfachen  einer  jeden 
liehen  Zugabe  in  der  Zahl  h5chst  nahe  das  Ebenso  vielfache  der 
onahme  oes  der  Zahl  zugehörigen  Logarithmen  gehOrt.  Mithin 
fiesen  die  genügend  kleinen  Zunahmen  der  Zahlen 
^ogaHthmande)  den  zugehörigen  Zunahmen  ihrer  Lo- 
Arithmen  ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemlicb  a,  af  Irgend  zwei  verbältnissmässig  nur  geringe 
jnahmen  der  Zahl  n,  so  verhält  sich  sehr  nahe 

« 11^  log(fl-f  «)-— log« 

of*      log(a + a!) — loga  * 

Zweite  Ableitung.    Seien  a,  o'  zwei  Zunahmen  der  ^hl 
durch  die  sie  auf  a-{-  a  und  a-\-af  gelangt ,  so  ist  das  Product 

(o+«)  (fl  +  «')=«*  -{^  aa  ^  at^  >{•  ac^  ^ 
id  wenn  man  durch  a,a  dividirt: 

o     "      a  a  *^  a*  a' 

Nun  seien  die  Zunahmen  o,  o'  im  Verhältniss  zur  ursprüng- 
ftchen  Zahl  a,  nemlicb  die  Verhältnisse— » — >  so  klein,  dass,  wäh- 

vnd  das  Verhältniss  —  dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 

a 

iil,die  zweiten  Potenzen  (—j  >  (~)  jene  Verhältnisse  unerheb- 

ick  klein  seien  und  deshalb  für  eine   erste  Näherung  vernachläs- 
dgt  werden  dfirfen,  oder  dass 

Lim  ^?  Y  =  0  und  Lim  (-)'=  0 
pwlzt  werden  könne.    Dann  lässt  sich,  weil— .— =(  -J  -—-ist, 

ff         ff*  ^iV       iV*\ 

iKb  das  Product  —  •  —  vernachlässigen  oder  Lim  f  -  .  —  j  =  0  se- 
hn. Unter  diesen  Bedingungen  ist  demnach  in  zureichender 
Näherung 

q-j-flg-f-g'  ^  a  +  a    a  +  a' 
a  a     '      a     ' 

io  jedem  logarithmischen  «Systeme 

log(a  +«  +a')  — loga  =[ log  (a  |  «)  — loga]  \  H^g«!. 


IM 

Die  Zaaahmen  o,  a'  zii  jeder  beti^igea  Zahl  m  kooneo  dem 
uacli  im  Verli8lUii«i  za  dieser  jedesmml  se  kleio  eewäUt  werdeo 
daee  der  Summe  j^glieber  Zanahmen  jeder  belic»igeB  Zahl  and 
wieder  die  Somme  der  ihnen  entsprechenden  Zanafamei 
ihrer  zugehörigen  Logarithmen  entoprieht  Mithin  giht  es  si 
jeder  Zahl  aogeringeZnnahmen  derselben,  dass  ihnei 
die  Zunahmen  ihresLogarithmns  huchst  nahe  prepor 
tional  seien.*) 

Sind  nemlich  a,  ^  was  immer  für  zwei  verhäitnissmässig  ge 
ringe  Zunahmen  der  Zahl  o,  so  yerhalt  sich  höchst  nahe 

a  _^log(a-ha)— -logg 
c^     log  (a  +  «0  "^  log« 


und  zwar  um  so  genauer,  ]e  kleiner  diese  Zunahmen  sind. 


42. 

Diese  erwiesene  Proportionalität  der  Zuoahme  des  LogaritZ 
men  zur  hinreichend  kleinen  Zunahme    a    des  Logarithmands 
kann  nun  bekanntlich  einfacher  auch  durch 

[log(a  +  «)  — loga]::a 

ansgedrfickt  werden.    Verwandelt  man  den  hier  vorfindigen  Unt^ 
schied,  so  darf  man  schreiben 

log--^::«, 
oder  auch 

weil  a  beständig  und  a  allein  veränderlich  vorausgesetzt  ist 

*)  Dieses  einfache  and  leicht  anwendbare  Kennzeichen  der  directea 
Proportionalität,  dessen  ich  mich  bereits  in  mehreren  Aufsätzen  in 
Archiv  mit  vielem  Vortheil  bediente,  hatte  bereits  Dr.  J.  J.  Jde  h 
seinen  „AQfangsffrönden  der  reinen  Mathematik'S  1.  Tbl.  Arithm.,  Berlia 
190a,  $.  187,  §•  115,  mitgetheilt  und  im  2.  Bde.  auf  die  Geometrie 
angewandt,  nnd  doch  haben  meines  Wisvens  blos  Prof.  W.  A.  Forste- 
mano  in  feinem  '„Lehrb.  d.  Geometrie^',  2  Thle.,  Danzig,  1827  und 
Prof.  J.  Knar,  In  seinen  „Anfangserfinden  der  reinen  Mathematik*',  % 
Thle.,  Graz,  1829,  selbes  benutzt.  Die  Schriftsteller  über  Mechanik  uai 
Physik,  wo  sich  mittels  dieses  Kennzeichens  so  viele  Proportionalitates 
aufs  einleuchtendste  erweisen  lassen,  scheinen  es  bisher  noch  vornehm 
völliff  ignorirt  zn  haben«  "*  Auch  in  den  s.  g.  exacten  Wissenschaften 
scheint  also  höchstena  noch  Autorität  ober  angewöhnte  Manieren  ob- 
siegen zu  Icönnen;  darum  möge  zur  Anempfehlung  dieses  Satzes  noch 
erwähnt  werden ,  dass  —  wie  ich  schon  anderswo  angeführt  habe  — 
bereits  Lia  Place  In  der  Vorrede  zu  seiner  M^canique  Celeste  1799  des- 
selben gedacht  hat. 
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Schreibt  man  sohiii    noch  abkürzend  -zziri,  so  bleibt,  bei  der 

hier  bestehenden  Proportionalität ,  das  Verhältniss unge- 

aclit<*t  der  Aenderung  von  i^  unverändert  und  mag  sonacn  hier  durch 
die  unveränderliche  Zahl  m  vorgestellt  werden ,  so  dass  mit 
Rücksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  rj  und  auf 
die  logarithmische  Grundzahl  6,  vollständig 

lim  !k(l±i)  =„ 

lAt.     Dafär  kann  man  wegen  logl=zO  auch  schreiben: 


6  ö 

lim  l2£(LtaLd!!!ii-.« 


and    ffelangt  demnach   wieder   zu  dem  ersten  in  Art.  32.  ausge- 
sprochenen Lehrsätze. 

Schreibt  man  die  vorletzte  Gleichung  in  der  Form 

lo*g.riim(lfi?)^l  =  m 


1 

lim(l  +  iy)^=Ä», 

Qnd  erwägt,  dass  b  und  m  bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht  man, 

1 

^&ss  die  Potenz  (1  -f  rjyf  bei  unendlicher  Abnahme  von  17  einer 
bestimmten  Grenze  zustrebt,  welche,  weil  diese  Potenz  weder  6 
noch  m  in  sich  fShrt»  sondern  lediglich  die  an  der  äu^sersten 
Grenze  verschwindende  Veränderliche  17  enthält»  nothwendig  eine 
uesondere  Zahl  sein  muss,  die  wir  dem  Gebrauche  der  roei* 
^en  Anderen  folgend,  durch  e  bezeichnen  wollen. 

Sonach  setzen  wir 

1 
lim(l  +1/)^  =e 

'«Hi  e»  ist 

^^^     und  so  sehen  wir  uns  denn   wieder  auf  dem  durch  unseren 
'"^heren  Artikel  (22-24,  29—33)  bereits  gebahnten  Wege. 
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43. 

Schlussbemerkuiigen.  ' 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  erwiesen  zn  ha- 
ben, dass  die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen«  ohne  Zu- 
hilfenahme der,  einer  zu  weitwendigen  Erörterung  bedürfenden, 
convergirenden  unendlichen  Reihen,  sogar  —  wie  die  in  ^.  und  £J.  zer- 
gliederten Verfahren  darthun  —  höchst  ungezwungen  und  einfach  ab- 
gehandelt, und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  .Algebra  auf- 
genommen werden  könne.  Elementare,  diese  Reihen  gleichfalls 
ausschliessende.  Methoden  der  wirklichen  Berechnung  natürlicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln ,  welche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schriftsteilem  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  „Grundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis'%  Göttingen, 
1809  und  1830,  mitgeth eilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zugleich  das  Versprechen  erfüllt,  welche» 
ich  in  meiner  jüngst  veröffentlichten,  von   der  kön.  böhm.  Gesell- 
schaft  der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  im. 
ihre  Sammlung  von  Abhandlungen  (V.  Folge.  Band  6)  gütigst  ge— 
würdigten,  grösseren  Monographie,  betitelt :  j,Versuch  einer  richti— 
gen  Lehre  von   der  Realität  der  vorgeblich    imaginären  GrosseiK 
der   Algebra,   oder  einer  Grundlehre  von  der   Ablenkung  algeb» 
Grössenbezeichnungen'S   4.  1850.  Prag,   (Calve),  6.  57,  Note,  ge- 
geben habe.     Und  sonach  dürften  beide  diese  Abhandlungen  Ken^ 
nern  genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  —  noch  immer  sehr 
noth  thuenden  —  streng  wissenschaftlichen  Vervollständigung  unA 
folgerechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  nach  de» 
7  Grupdrechnung^n  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  zweit- 
gradigen Gleichungen,  nach  einander  die  Lehren  von  den   natOr** 
Rehen    Logarithmen,     von    der    Ablenkung    der   algebraischen 
Grössenbeziehungen ,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (ablenkend 
beziehiichen)  Exponenten  und  von  den  damit  engsten«  zusammen- 
hängenden, folglich  nur  allein  in   die  Algebra  gehörigen  s.  e.  eo- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesslich    auf  oie» 
ihrer  bedürfende,  Lehre   von   den  allgemeinen  höheren  Gleichun- 
gen angewendet  werden  können. 

Nebstbei  wird  eine  solche  elementare  Darstellung  der  Lehre 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematischen 
Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her*^ 
leitung  der  Differentialverhältnisse  exponentieller  logarithmischer 
und  goniometrischer  Functionen,  ohne  Hilfe  der  convergirendeu 
Reihen  und'  der  Geometrie,  durchzuführen  und  sofort  zur  Entwick- 
lung der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsatze  überzugehen  vermöge. 
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IV. 

Das  Alalfottische  Problem.  Beweis 
der  Steinerschen  Construction« 

Von  dem 

Herrn  Oberlehrer  A.  Quid  de 

am  Gjmnasinm  xn  Herford. 


Die  folgenden  UnterMichungen  wurden  veranlasst  durch  ilie 
IM  Adams  im  Jahre  1846  herausgegebene  kleine  Schrift  fiber  das 
HaUattiscbe  Problem.  Die  Analy^is,  welche  Adams  zu  der  ele- 
guten  Construction ' von  Jakob  ISteiner  gibt,  befriedigte  mich 
■dit,  weil  sie  nicht  rein  planimetrisch  war,  sondern  auf  eineGlei- 
cking  zweiten  Grades  sich  stützte.  Die  folgende  Analysis  hält 
ikh  m  rein  geometrischen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
kM^tenden  ISätze  einmal  bekannt  sind,  zugleich  sehr  einfach  und 
Ämichtiich. 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,  von  welchen 
tt  iwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
gAeOt  welcher  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  leuchtet  doch  so  viel 
■fden  ersten  Blick  ein,  dass  die  Tangenten,  die  von  den  Punk- 
ton  der  gemeinschaftlichen  inneren  oder  gemeinschaftlichen  äus- 
Hren Tangenten  an  die  Kreise  (rehen,  stets  eine  bestimmte  Summe 
•dw  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  Beriihrungspunk- 
Im  liegende  Stück  derselben.  Dass  dieser  Satz  auch  umgekehrt 
nlt,  dass  also,  wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
rockte  an  zwei  Kreise  gehenden  Tangenten  der  Länge  der  von 
deo  Berührungspunkten  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemcin- 
Kbaftlichen  Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer 
inoereD   oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  lie- 
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gen  miuis,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  M  (TeS.  III.  Fig.  4.) 
ein  solcher  Punlct^  dass  MB—MA=^PQ,  und  es  liege  M  nicht 
auf  PQi  seien  D  und  C  die  Schnittpunkte  von  BM  und  AM  mit 
I^,  so  DB=zDP,  CA=CQ;  MB^DB-DM,  MA—CA+MC; 
es  soll  MB'-MA^PQ,  also  DB-DM-'CA—MC=PQ,  oder 
!)P-DM-CQ-'MC=PQ  oder  DC+PQ^DM-MChziHi  oder 
DC=^DM+IUC  sein,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  M  nicht  auf 
PQ  liegt. 

Man  habe  nun  drei  Kreise  l,  2,  3,  mit  drei  gemeinschafUi- 
chon  Tangenten  (Taf.  III.  Fig.  5.;,  die  durch  einen l^nktP geben; 
A,B  seien  die  Berührungspunkte  des  ersten,  C^D  des  zweiten« 
E,F  des  dritten.  Es  seien  femer  die  gemeinschafUichen  Tangeo' 
ten  innere  wie  in  der  Figur.    Man  hat  dann 

PA\^PF^AF,    PD  +  PE=DEi 

folglich,  da  PF=:PE, 

PA--PDr=:AF-DE; 

da  aber  ] 

PA  -  PD-  PB  -  PC=BC ; 

so  ist 

AF-^DE^BC. 

Construirt  man  nun  fiSr  die  Kreise  3  und  1  die  zweite  innere  »  j*: 
meinschaftliche  Tangente  F|^|,  ebenso  fSrS  und  2  die  2te  l^^^,.^ 
welche  sich  in  P|  schneiden,   so  hat  man 


und  da 


P^A,+P^l\^AiFi-D^E,', 
Aih\=AF,    DiEi=DE. 


^ 


also  auch 


so  ist  auch 


JiFi  — />i£i=:ÄC, 


P,A,  +  P^D,=BC, 


d.  h.  Fl  Hnuss    wieder  auf  einer   der  innereD  eemei! 
TangMitm  der  Kreise  1  und  2  liegen ,    dieses  Mal  zw 


I 


beiden  BerSbmngspunkten.    Diese    kann   nicht  wieder  die 
BC  sein,  wenn  sich  nicbt  die  Kreise  I  und  2  selbst 

l>enn    man  »nenne   (Taf.  IV.  Fig.  d.)    5  und   R 
scknittspunkte    von  FA  und  Fi^i .   und  von  ED  mit  E^Di^ 
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batracbte  dleae  vier  TaagentHi.  Wäre  nun  Pi\ ,  die  Dtaeonaie 
■w  Vier^oks  RPSi\ ,  die  gctmeinsebi^che  Tangente  der  Kreise 
I   nnd  2  mit  den  Berührungspunkten   B  und  C,  so  wäre 


FB==l{PI\+PS  +  PiS),PC^^(PPx+PR+PjH) 


Mid 


PS^PtS  =  PiFi  +  SF'--SFj-^PF=:PiFi^PF=PiEt-PE 

zzzPiEi  +  RE^'-RE+PR^PrR  +  RP; 
Elise 

PB=PC. 

Es  lässt  sich  ai)er  die  obige  Schlussweise  nicht  auf  jede  Art 

femeinschaftlicher  Tangenten    anwenden.    Hätte  man  z.  B.  statt 
es  Kreises  3  (Ta£  (11.  Fig.  5.)  den  Kreis  4  mit  den  Berfihrungs- 
purnktea  G  und  ff^  so  hätte  man 

PG  +  PD^DG,  PA--PH=rHA; 

m^d  wollte  man  nun  PGr=PH  verschwinden  machen,  so  erhielte 
mun 

PD  +  PA=DG+AH, 

welches  keine  Beziehnng  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
rthrungspunkten  begrenzten  gemeinschaftlichen  Tangenten  BC^ 
^B^  DG  ergibt.  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent- 
weder drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gemein- 
^haftliche  Tangenten ,  wie  die  Betrachtung  einer  Figur  mit  Leich- 
^^"^.eit  lehrt.    Somit  hätten  wir  also  folgenden 


äu 

R^ ",  »-  " s 

"oben   Tanp^enten   derselben  Art   ebenfalls   einen  ge 
^  eioschaftiichen    Durchschnittspunkt. 

In  dem  besonderen  Falle  ^  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
gerade  Linie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durch^schnitts- 
Punkt  zu  betrachten.  Z.  B.  Taf.lV.  Fig.7.  Die  äusseren  Tangen- 
^^^  der  Kreise  1  und  3 ,  2  und  3  fallen  in  die  Gerade  GH  zusam- 
men. Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB, 
Bl}  sich  auf  der  inneren  der  Kreise  1  und  2  in  P  schneiden,  so 
^ird  die  andere  innere  von  1  und  2  durch  den  Berührungspunkt 
^  gehen;   denn 

Fil— FC=  KB--DE=zPB^PD=zpL^PM=:LIII, 

Voraus  nach  dem  Obigen  die  Behauptung  sich  ergibt. 
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Wir  sprechen  den  hiermit  erwiesenen  Satz  in  Rücksicht  anf 
unsere  Anrgabe  vorzugsweise  für  den  folgenden  besonderen  Fall 
aus: 

Lehrsatz^,  Wenn  die  äusseren  gemeinschaftlichen 
Taugenten  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  des  Iteii  und  3ten,  2ten  und 
3ten  dreier  Kreise,  jdAT  und  />£J,  sich  auf  der  inneren 
des  Iten  und  2ten  LiKf  schneiden,  in  P,  während  die 
anderen  äusseren  AF,  CF  eine  gerade  Linie  bliiden, 
80  geht  die  andere  innere  durch  den  Berührungspunkt 
F  des  3ten  Kreises. 


Wenn  (Taf.  IV.  Fig. 8.)  4  durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
rade (Strahlen)  von  zwei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  di0 
erste  in  ^  und  ^i,  die  zweite  in  B  und  %i,  die  dritte  in  C  nnd 
Ci ,  die  vierte  in  D  und  />i ,  so  sind  die  aus  den  Abschnitten 
entsprechend  gebildeten  anharmonischen  Verhältnisse  einander 
gleich.  Ein  solches  an  harmonisches  Verhältniss  ist  bekanntlidi 
das  Verhältniss  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  einen 
sind  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  dee 
anderen  erhält  man,  wenn  man  den '  Aussangspunkt  in  jenen  mtt  '., 
dem  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscnt.  Die  Figur  ist  leicht  ^ 
zu  entwerfen.     Es  wäre  demnach  '    '.i 


AB  DB      A^Bi  DiBi 
AC  DC  AiCi'  D^Ci 


t 


oder 


AB   CBA^Bi   CjBi       AC   BCA^Ci    Bx(\ 
AD'CD'-AiDi'CiDi'     AD' BD^  Aji^' B^Dy'  - 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen,  wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannt 
voraussetzen  wollen.    Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

JSAB_AB 
JSAC^  AC 

wegen  der  gleichen  Höhe;  eben  so 

JSDB  _  DB       ASAjBi  _  A^Bj    dSD^Bi      D^B^ 
ASDC  ""  DC     ASAiCi  "^  AiCY  dSDy(\  '^  D^(\' 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  Spitze  verhalten  sich  aber 

AS  AB         SA .  SB        SAC        SA.  SC        SDB       SD.S 
ASAi  Bi  ~  SAi .  SBi '     SAi  C»  —  SAj^ .SC^'     Äöj  ß^ ""  SD^.S 

SDC'^_  SD.  SC, 
SD^Ci'^  SDi.SCi' 
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folglich 


SAB    SA^By 
WAt'STiCl 


ISA  •  o  f  -     «%  /tj  •  o  f /| 


SB .  AJg, 

SC'SCi 


und 


A^/>i> .  SD^  Bi      SD.  SB .  SDi .  SBj  _  SB .  SB^ 
SDC'  SDiCi    ~  SD.SC'Süi  .SC^  "'  SC'  S(\  ' 

woraufl  die  Behauptuug  sich   ergibt. 

Ob  die  Liuien  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Sel- 
ten von  iS  gezogen  sind,  ist  ganz  gleichgültig. —  Offenbar  kommt 
OS  sieht  darauf  an,  dass  die  Strahlen  SA  uad  SA^,  SB  und  SBi 
■•  ••  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strah- 
hnMschel  kOnnen  auch  eine  getrennte  Lage  haben ,  wenn  sie  sich 
■nr  sasammenlegen  lassen,  wenn  also  nur  die  entsprechenden 
Stahlen  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden.  —  Wenden  wir  nun 
Aeeen  Sati  auf  4  Tangenten  eines  Kreises  an.  Es  seien  (Taf.  V. 
Flg.  9.)  B  und  E  die  Berührungspunkte  zweier  von  A  ausgeben- 
den Tangenten  eines  Kreises  um  M;  eine  dritte  schneide  AB  in 

C,  AE'm  G,  eine  vierte  AB  in  />,  AE  in  F;    ziehe  MA,  MB. 

MC,  MD,   MG,   MF,    ME.      Winkel     CMD=ACM-ADM 

=  \  ACG  —  ^  ADF;  Winkel  GMF  =  ^  AFD  — ,j  AGC,    Es  ist 
iber 


lU  aach 


ACG  +  AGC=:ADF+AFD, 


J  ACG  —  J  ADF=  l  AFD  -  \aGC, 


i:MD  =  GMF. 


F«fiei 


iber 


dmb^w  —  ^adf, 
fma  =  ^daf  +  \  dfa+adf=:9(p+^^adf, 

2'mi  FMA  =  dem  Winkel«  den  die  Verlängerung  von  BM 
|«>rjr  hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AMEz=AMB  oder  auch 
IJ^  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  EM  mit  AM  =  dem,  den 
*B  Terilngerung  von  Auf  mit  AM  bildet.     Die  beiden  Strahleii- 


tadU. 


14 


202 

biischel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einen  eiiiBi| 
Eusammen legen  y    dass  MC  auf  MG^  MD  auf  MF,   MB  auf 
Verlängerung   von  MÄ   und   MÄ  auf  die   Verlängerang  von  1 
fällt.     Daher  hat  man  zuischen  den  Abschnitten  der  von  A  a 
gehenden  Tangenten  folgende  ßeziehung: 

GE  AE_CA    RA 
GF'  AF'-CD'BD' 

oder,  da  AB^^AE: 

GE.AF.CD=:GF.CA.BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis»  der  DF,  und  AD  in  C,  i 
einen  aweiten,  der  CG,  und  AG  in  F  berührt»  mit  den  Slit 
punkten  N  und  P,  so  ist 

Pfi_FG      ^_CD 
ME"  EG*     MB^BD' 

und  dies  in  obige  Gleichung  eingesetzt: 

AF.ME.NC-AC.PF.MB. 
oder  da  MB=ME: 

AF.NC-AC.PF,    AF:FP=zAC:CN; 

woraus  sich  ergibt,  dass  Winkel  PAF=NAC.    Also 

Lehrsatz  3.  Wenn  vier  gerade  Linien  1,  2,  i. 
einenKreis  beriihren  und  man  beschreibt  zwei  Kreii 
deren  einer  die  Tangente  1  im  Durchschnittspunk 
mit  39.und  Tangente  4,  der  andere  2  im  Durchjschnit 
punkte  mit  4«  und  Tangente  3  berührt,  so  bildet^ 
vom  Durchschnittspuukte  der  Tangenten  1  und  2  na 
dem  Mittelpunkte  des  ersten  gezogene  Linie  mit  ( 
Tangente  1  denselben  Winkel,  wie  die  nach  dem  M 
telpunkte  des  zweiten  gezogene  mit  der  Tangente  2. 


Nach  {diesen   Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  Malfattise 
Aufgabe  selbst.    Sie  heisst: 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  e 
knder  und  einzeln  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 

berühren. 

Wir  nennen  im  Folgenden  die  vorkommenden  Kreise  mit  ifa 
Mittelpunkten. 


Man  denke  £^ich  in  das  Dreieck  ABC  ittei  Kreise  beachrie 
beu  a,  ß,  y,  von  denen  u  die  Seiten  AB  und  AC,  ß  die  Seiten 
B^  und  BC,  y  die  iSelteu  CA,  CB  berührt  und  die  im  Uebrigen 
M  beschaffen  seien,  dass  drei  ibrer  gemeinsc haltlichen  inneren 
TaDgenten  sieh  in  einem  Punkte  J'  schneiden,  liie  der  Kreise 
p.uod  y  schneide  ferner  die  Seile  BC  in  Ä, ,  die  der  Kreise  y 
'"  I-«  schneide  AC  in  /i,  die  der  Kreise  a  und  ß  schneide  AB 
Alan  beschreibe  drei  Kreise,  welche  je  zwei  der  3  se- 
chaKlicbeii  Taugenten  von  n,  ß,  v,  und  je  eine  Seite  des 
Secks  berühren,  und  zwar  jedesmal  Jie  Seite,  welche  von  dem 
^ise,  an  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
lier^hrt  wird;  also  einen  Kreis  a,  nelcher  /*/, ,  Piiii  und  ßC, 
einen  b,  welcher  Piiii,  P&i  und  AC,  einen  c,  welcher  PA\,  Pli 
und  AB  berührt.  Es  haben  duiin  die  Kreise  a  und  b  die  Linie 
A»,,  (i  und  c  dtß  Pki,  c  und  n  die  Pli  zur  genieinschaftlichen 
inneren  Tangente.  Da  demnach  drei  innere  gemeinscbaütlicbe  Tan- 
genten dieser  Kreise  n,  b,  c  Rieb  in  demselben  Punkte,  in  P 
whneiden,  so  werden  auch  die  zweiten  inneren  gern  ein  seh  aft  liehen 
Taoeenten  (nach  Lehrsatz  1.)  einen  gemeinsamen  Durchschnitts- 
ponkt  haben.  Er  lieisse  S.  Betrachtet  mau  die  Kreise  a,  b  und 
f>  BD  zeigt  sich,  dass  zwei  äussore  und  eine  innere  gemeinschaA- 
Itdie  Tangente  P  zum  gemeini<aiueü  Uurchschnittspunkte  ha- 
ben, nämlich  die  äussere  von  a  und  y,  die  VerlSngerung  von  Pl^, 
ifie  ^ssere  von  A  und  y,  Pki,  die  innere  von  a  und  b,  Piu^.  Es 
|verden  also  auch  ilie  anderen  Süsseren  und  die  andere  innere  sich 
ja  demselben  Punkte  (schneiden.  Uie  zweite  Süssere  von  a  und  y 
ist  BC,  von  b  und  y,  AC,  so  dass  also  die  Eweite  innere  von  u 
und  fi  durch  C  gehen,  SC  sein  nmss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
sich,  dass  die  zweite  innere  gemeinschartlicbe  Tangente  von  b 
"nd  c,  SA^  von  c  und  a,    SB  sein   muss. 

Es  haben  aber  die  nrsprüDglichen  Kreise  noch  drei  andere 
■OD»e  gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  sich  ebenfalls  in  dem - 
sellien  Punkte  schneiden  müssen,  Uieser  Punkt  heisse  Pj  und  es 
**>.  der  obigen  ßezeicbuung  entsprechend,  A  der  Pirnkt,  in  wel- 
"*em  BC  von  der  an  ß  und  y,  l  wo  AC  von  der  an  y  und  «,  m 
J'e  AB  von  der  an  a  und  ß  getroffen  wird.  Man  cnnstruire  wie- 
der drei  Kreise,  n,  berührt  von  Äf,  P,m  und  P,/;  ö,  berührtvoo 
^C,  P,m  und  Pik;  c,  berührt  von  AB,  P,k  und  P,/.  Dur.h 
'*0*vendung  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
^^i  a,  b,  c,  ergibtsich,  dass,  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
pellen  Tangenten  in  P,  zusammenlaufen,  ihre  zweiten  ebenfalls  in 
vitiem  Punkte  zusammenlaufen  müssen,   den  wir  S,    nennen;  mid 


1 


^^a  dies 


weiten   S,A,  S,B ,  S,C  s 


^^  Ferner:  a  hat  mit  y  die 
'Vi;  mit  ß,  Pny,  die  eine  innere 
^ait  durch  P;  die  anderen  äusseren 
.'>^e  Gerade  £!6'zusaDimen;  also  mui 
'npere  von  ß  und  y,  P^i,  durch  de 
^C  gehen;  k  muss  der  Beriihrui 
««ernach  ist  es  leicht  zu  zeigen, 
***n  «,  mit  BC  sein  muss,  so  wie 
''Oll  c,  m,  von  c,  mit  AB. 


emcinscbaftlicbe  äussere  Tangente 
an  y  und  ß,  Pkj  geht  eben- 
in anady,  a  und  ß  fallen  in 
(nach  Lehrsntz  2)  die  zweite 
Berührungspunkt  von  a  mit 
jpunkt  von  ii  mit  BC  sein. 
ass  ii  der  Berührungspunkt 
von  b,  li  von  6,  mit  AC,  m 


4 


204 

Eine  Anwendung  des  Lehrsatzes  3  auf  den  Kreis  ß  z.  B.,  n 
den  Kreisen  Cx  und  a,  wo  Bmi,  Bk,   Pik,   Pm  vier .  Tanc^nti 
von  ß  sind,  Cx  die  JRmx  in  mj,  ausserdem  /\A;;    a  die  Bk  \tk 
ausserdem  Pmi  berührt,  zeigt  man  sogleich ,  dass  ^aBk=CiBt 
oder  SBC=SiBA.    Ebenso  SCB=SiCA,  SAC=SxAB. 

WSren  nun  die  ersten  Kreise  a,  ß,  y  sji  genommen,  dass 
SCA-^ACB,  SBC=\aBC\  SAC=^CAB, 

so  würden  SC  und  SiC  SB  und  StB,  SA  und  SiA,  S  und  l 
zusammenfallen  und  damit  auch  die  Kreise  a  und  Oi ,  b  und  6 
c  und  Cy  Es  fiele  dann  aber  auch  Pli  mit  P^/  zusammen,  a 
zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereinigten  Kreii 
a  und  Ol  mit  den  vereinigten  h  und  Ä^,  deren  erste  SC,  fem 
Pki  mit  Pik,  Pmi  mit  Pim,  P  mit  /\.  Somit  wären  die  beide 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  a  und  ß,  d 
Kreise  et  und  y,  der  Kreise  j^  und  y  jedesmal  in  eine  zusamai« 
gefallen;  die  Kreise  würden  einander  berühren.  Hiermit  sind  m 
Sei  der  Striner'schen  Auflösung  unserer  Aufgabe  angelangt!  Ha 
bire  die  Winkel  des  Dreiecks,  besehreibe  in  die  dadurch  entstH 
denen  Dreiecke  {SAB,  SBC,  SCA,  wenn  SA,  SB,  «Cdiedie  Wii 
kel  halbirenden  sind)  Kreise,  construire  ihre  inneren  gemeinscbal 
liehen  Tangenten;  diese  werden  die  gemeinschaftlichen  Tang« 
ten  der  gesuchten  Kreise  sein. 
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V. 

iBeuBSlon   einer   Cnrire  der  dritten 
rdnuns  und  Drelthellnngr  des  IVIn- 
fcels  mit  Hftife  dieser  Cnrve. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

Gyronafiallehrer  zu  Coblcnx. 


1. 

Beseichnen  bei  der  Annahme  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
»Systems  a  und  6  zwei  constante  Geraden,  die  wir  Parame- 
itt  nennen  wollen ,  so  drückt  die  Gleichung 

(ar — a)x^  +  (^ + a)y* = 26d?y 

ihe  Lioie  der  dritten  Ordnung  aus,  wie  man  sogleich  ersieht, 
*ain  man  diese  Gleichung  nach  der  VerSnderlichen  x  ordnet, 
vodorch  man  nämlich  erhält: 

x^—»aa:^ — 2öxy  +  xy^  +  ay^  =  0 . 

I^ire  von  den  beiden  Constanteri  die  eine  6=0,  so  gäbe  die  re- 
riirende  Gleichung 

x^-ax'^  +  xy^  +  ay^  =  0 

mer  noch  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Forln  die- 
tf  Gleichung  zeigt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve 
V  Abscissenaxe  symmetrisch  liegt,   also  durch  dieselbe  in  zwei 

rente  Zweige  getheilt  wird.  —  Wäre  dagegen  a=0,  so  er- 
man 
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die  Gleichung  eines  Kreises  (bezogen  auf  einen  Punkt  der  Peri- 
pherie). —  Wären  endlich  beide  Constanten  gleich  Null,  so  er- 
gäbe sich: 

die  Gleichung  eines  Punktes ,  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten. 


Gehen  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  zurück,  um  zunSchd 
die  Gestalt  der  durch  dieselbe  ausgedrückten  Gurve  (Taf.5.Fii^lQtf) 

kennen  lu  lernen.  .  . 

.  .  ». 

Setzt  man  zu  dem  Ende  ar==09  so  erglebt  sich  «=0,  d.  h. 
die  Gurve  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten. Dies  war  schon  a  priori  daraus  ersichtlich,  dass  in 
der  obigen  Gleichung  kein  constantes  Glied  enthalten  ist. 

Setzt  man  ;r  =  a,  so  erhält  man  ^=0  und  ^=6,  d.  h.  die 
Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  In  einem  Punkte  H 
in  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten- Anfang,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  H  errichtete  Senkrechte  in 
In  einem  Punkte  E  in  dem  Abstände  b  von  dieser  Axe. 

Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Coustante  a  ist  also  vom 
Anfange  der  Coordinaten  an  auf  der  Abscissenaxe,  die  Constante 
b  dagegen  auf  einer  in  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten- Anfang 
zqr  Ordlnatenaxe  parallelen  Geraden,  und  zwar  von  det  A%SGi9Ben- 
axe  an  genommen.  Die  Gerade  a  ist  der  Hauptiraraltieter,  die 
Gerade  o  der  Nebenparameter  der  Gurve.  "'" 

Setzt  man  x=—a,  so  ergibt  sich  yzzzj-,  d.  h.  die  in  der 

Entfernung  — a  vom  Anfang  der  Coordinaten  zur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur    in    einem    einzigen    Punkte  L,    dessen   Ordinate 


y= 


b 


3. 


z 

d 


Setzt  BMU  j:=b,  so  findet  man  »/  =  6  und  y=— ^-r — p  d.  b, 

ie  in  der  Entfernung  OB=:b  vom  Coordinaten-Anfan^s 
ur  Ordindtonaxe  parallel  gezogene  Gerade  schh^l^el 
ie  Curve  in  zwei  i^unkten  tt  und  D:   für  diesen  ist'dfe 
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Ordinate  gleich  der  Absci^se,  fOr  jenen  ist  die  Ordi- 
nate der  vierten  Proportionale  zu  der  8uninie  beider 
Parameter«  ihrer  Differenz  und  dem  Nebenparameter 
gleich. 

Setzt  man  a:  =  — 6,    so   ergibt   wich  ^=6  und  y^=^'\_^  * 

d.  h.  auch  die  in  der  Entfernung  OM=^ — b  vom  Coordina- 
ten-Anfang^  zur  Ordinatenaxc  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet  die  Curve  in  z\%'ei  Punkten  1  und  N% 
auch  hier  ist  fOr  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 
scisse,  während  fiir  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
Proportionale  zu  der  Differenz  beider  Parameter» 
ihrer  Summe  und  dem  Nebenparameter  gleich   ist. 

Man  wird  bemerken»  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  L  und 
£,  deren  Abscissen  dem  Uauptparameter  gleich»  aber  einander 
enteegeogesetzt  sind»  sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 
MeSenparameters»  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J  und  A» 
deren  Abscissen  dem  Nebenparameter  fl;leich»  jedoch  auch  einan- 
der entoegengesetzt  sind»  sich  wie  die  Quadrate  der  Summe  und 
der  Diierenz  beider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man  a:  =  J:aDy  so  ersieht  man  aus  der  in  Beziehung  auf 
jf  an^Blüs'ten  Gleichung 


y  = 


a:(6±Va«+6*— x«) 


a-^-x 


—  '-9 


y  alsdano  imaginär  ist;  -auch  erkennt  man,   dass  y  äo  lange 

fanaginär  sein  wird,  als 

iit:  die  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kleiner 
als  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  Parameter. 


4. 


Setzt  man  ^=0,  8o  ergibt  sich  .r  ~  0  niid  .i  •-=//:  ilit; 
Curve  schneidet  also  die  Abscitisenaxv  ausser  im  An- 
fangspunkt der  Coordina-ten  noch  in  einem  zweiten, 
aurder  positiven  Seite  der  Ordinatenaxc  gelegenen 
Punkte  H\  die  Ahscisse  dieses  Punktes  ist  dem 
Hauptparanietcr  gleich. 

Setzt  man  y=b,  so  folgt  a;=a,  .r=6»  x= — 6»  d.  h.  die 
Carve  wird  durch  eine  in  dem  Abstände  6  aar  Abscis- 
lenaxe  parallel    gezogene  Gerade    in  drei  Punkten  £ 
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Di  N  (geschnitten,  von  welchen  der  erste  d.en  Haupt- 
pararoeter,  die  beiden  andern  (der  eine  auf  der  positi- 
ven,  der  andere  auf  der  negativen  Seite  der  Ordinaten- 
axe)  den  Nebenparanieter  zur  Abscisse  haben. 

Setzt  man  ^  =  db^>  so  ergibt  sich: 

Da  in  dieser  Gleichung  eines  ungeraden  Grades  das  letzte  Glied 
positiv  ist,  60  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wurzel;  die 
beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  werden  für 

wo  +  6  dem  Werthe  +n,  und  — b  dem  Werthe  — n  entspricht, 
imaginär;  für  kleinere  Werthe  von  n  sind  beide,  wie  man  ans 
dem  doppelten  Zeichenwechsel  ersieht,  beständig  p o s i t i  ?  und 
reell:  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  po- 
sitiven Ordinaten  und  negativen  Abscissen,  und 
ebenso  nur  einen  Zweig  mit  negativen  Abscisseo  uod 
zugleich  negativen  Ordinaten.  .   ' 


auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  in's  Uneud 
liehe.  Während  aber  die  Ordinaten  in's  Unendliche 
wachsen,  nähern  sich  die  Abscissen  einer  endlichen 
Gränze,    welche  dem  Hauptparameter  gleich  ist. 


5, 


! 


Man   lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  be- 
liebige  die  Curve  schneidende    gerade   Linie   OA,    welche   dta    1 
Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerung  in  dem  Punkte  C   ] 
begegne.    Die  Gleichung   einer   solchen    durch    den  Coordinaten- 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

y^y.x. 

Daher  ist  CH—y,a,  und  da  EC^EH-r^CH,  so  ist 

EC=^b-ya.  1) 

Seien  ferner  Xi  und  yi  die  Ordinaten  des  Durchschnittgpunktes  A 
der  Geraden  ÜA  mit  der  Curve,  und  sei  E  mit  A  verbunden, 
80  ist 

A\l^V(^,-a)H(y,-6)«. 

Aus  den  beiden  Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden,  In  Be- 
ziehung auf  diesen  Durchschnittspunkt,  nämlich:  , 
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findet  man  aber  für  die  Coordinateii  .Ti  und  ^i  des  Diirchriclinitttt- 
piinktea  A  folgende  Werthe: 

_  a  +  2by — ay^  ay  +  "Iby*  —  ay^ 

Substituirt  man  diese  in  den  obig^en  Wnrzelausdruck  von  EA^  »o 
ergibt  sich  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  einigen  nöthigen 
Ueductionen : 


EA:=b—ya.  2) 

Aas  (1)   ond  (2)  folgt  nun,    dass   EA:=EC,    d.  b.    in  Worten: 
..j_    ._........_.    5.._-L    ....     A.  r ^^j  j^y    Coordi- 

den  Nebeupara- 


Aas  (1)   ond  (2)  Folet  nun,    dass   EA^^EC, 

Jede   beliebige    durch  den  Anfangspunkt  der   Coordi- 

aaten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  d 


Diese  Eigenschaft  der  Curve»  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
rfickkommeo  werden»  gibt  uns  zunächst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Hand,  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  construiren, 
ond  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt»  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt. 
Auch  Hesse  sich  wohl  ein  Instrument  angeben»  mittelst  dessen 
nao  die  Corve  durch  einen  continuirlichen  Zug  beschreiben  könnte» 
indem  man  beachtet»  dass  derFusspunkt  F  der  die  Grundlinie  ^C 
des,  gleichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  Senkrechten  EF  in 
der  Aber  OE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie  liegt»  dass 
also  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  und  des  Nebenparameters 
■U  jeder  durch  den  Coordinaten-Anfane  gehenden  geraden  Linie 
OA9  nämlich  A  ond  C,  von  dem  Durchschnitts{iunkte  dieser 
Kreislinie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  sind.  —  Dies 
weiter  auszufiQhren»  ist  indess  hier  nicht  unsere  Absicht. 


0. 


Ist  der  Nebenparameter  6  =  0»  so  fällt  der  Punkt  E  mit  dem 
Punkte  Üg  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OJ7»  dem  Haupt- 
parameter ,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fig.  1 1.)  eben- 
falls NR=  HC,  und  der  Fusspunkt  F  des  die  Grundlinie  kC  des 
sUchschenkligen  Dreiecks  RjUC  halbirenden  Perpendikels  HF 
Regt  hier  immer  aof  der  Aber  dem  Parameter  a  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  fol^t,  dass  die  beiden 
Punkte    R  und  C,   in   welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 
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der  Coordinaten  gehende  gerade  Linie  diese  spezielle  Cuive  and 
die  den  Nebenparameter  vertretende  Senkrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dem  Durchschnittspunkte  derselben  mit  dieser  Kreis- 
linie gleich  vreit  entfernt  sind. 


7. 


Bezeichnen  v  und  w  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Curve 
tffte  Tangente   resp.    von   de 
abschneidet,  so  ist  beKanntlich: 


gelegte  Tangente   resp.    von   der   Abscissen-  und   Ordinatcnaze 

ekj 


dx  dy 


Durch  Differentiation  der  allgemeineD  Gleichung  der  Carve  erbSit 
man  aber: 

p 

dm/C  dfi 

Bildet    man   hieraus  die  Differentialquotienten   ^  und  >  - »    und 

substituirt  dieselben  in  die  vorstehenden  Formeb,  so  ergibt  sich: 

"^"^ 2hx^ixy--2ay  ^• 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrucken  für  v  und  a:  die  Wertbe,  welcbe 
den  Punkten  der  Curve  in  unendlicner  Entfernung  entsprechen, 
nfimlich  y=:J:Qo  und  ar=  —  a,  so  gehen  dieselben  in  folgende 
über: 

ü=  —  a,    fr=±oo. 

Die  Curve  bat  also  eine  Asymptote,  welche  zu  bei- 
den sich  in's Unendliche  erstreckenden  ZweieengebOrt, 
CH  ist  diejenige  Gerade  KL  (Taf.V. Fig.  10.  undlL),  welche 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  mit  dieser 
in  der  Entfernung  a  parallel  gezogen  ist 


8. 


Aus  dem  nachstehenden  Ausdrucke  des  Differentialquotienten: 

^       3jg^— 2iiar— '2&y  +  y« 
dx  "*"       26a:— 2Äjf — 2ay 
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ergeben  sich  durch  Subtttitution  der  entsprechl^nden  Werthe  von 
s  ood  y  fiOr  die  tri^onoinetrischeii  Tangenten  der  Berührenden  in 
den  Pmkten  £,  M,  D,  iV,  in  welchen  die  In  der  Entfernung  a 
mit  der  Ordlnatenaxe  und  in  der  Entfernung  b  mit  der  Abscissen- 
«ie  perallel  gelegenen  Ueraden  die  Curve  schneiden,  folgende 
Werthe : 


fi*        a  h — o  ft  +  g, 

darnach  laaaen  elcb  die  Berührenden  iielbet  leicht  construiren.  — 
Da  nun  ferner: 

26""     «    ~     ö'  "    2fl6    • 

M  ergibt  eich:  das  Product  der  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Berührenden  für  die  einfachen  Durch- 
•cbnittepankte  H,  D,  N  ist  der  trigonometrischen 
Tangente  der  Berührenden  für  den  doppelten  Durch- 
•chnittspunkt  iS  gleich. 


9. 


Die  Sabetitatlon  der  entsprechenden  Werthe  von  x  und  y  für 
den  Anfangspunkt  der  Coorainaten  lässt  obigen  Differentialquo- 
tieoteo  unbestimmt.  Wir  differeiitiiren  daher  die  Differentialglei- 
cbang  der  ersten  Ordnung  noch  einmal,  und  indem  man  dx  und 
d^  constant  annimmt»  erhält  man: 

iaSx)dx*-{  2(b—y)dxdy-(a+x)dg*=  0, 

aiu  welcher  Gleichung  sich  sogleich  ergibt: 

dff  _(b^)±Sr(a+xKa^lia:)+(b:^^ 
dx  a  + J 

Setit  man  hierin  die  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entspre- 
chenden Werthe  von  x  und  y,  nämlich  :r=0  und  y=0,  so  er- 
bilt  man: 


dy^6±V^T^. 

dx  a 


Dieoer  Ausdruck  enthält  aber  zwei  versfrhiedcne  Werthe: 
Die  Curve  wird  demnach  Im  Anfangsiuinkt  der  Coordi- 
naten von  zwei  Geraden  berührt»  una  dieser  Punkt  ist 
folglich  ein  doppelter  Punkt»  indem  zwei  Zweige  der 
Curve  eich  in  demselben  durchschneiden. 
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Mit  Hfilfe  der  vorstehenden  trigonometrischen  Tangenten  las- 
sen sich  die  beiden  Berührenden  tf  und  TT'  im  Anfongspnokt 
der  Coordinaten  leicht  construiren ,  wobei  wir  also  nicht  verweilen. 

Nimmt  man  das  Product  der  beiden  trigonometrischen  Ta# 
genten,  so  findet  ^lan: 

a        .^  a  -'"*' 

d.  h.   die    beiden  Berührenden    im    Anfangspunkt    d«r 
Coordinaten  stehen  senkrecht  auf  einander. 


10. 


Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordinaten-Anfang  berüh- 
renden Geraden  als  Coordinatenaxen  beziehen ,  so  nehme  man 
die  bekannten  Transformationsformeln  und  setze: 


'/cosq>-^-y*sinq>  und  yzzy*co8q> — or'sing), 
oder  da  man 

fe  +  c  , 

siny=   y.  =T  und  cos^  = 


V"2c(6+c)  ^      V"2c(6+c) 

findet,  woc=Va*+6*  gesetzt  ist,  die  Ausdrücke: 

V^2c(6  +  c)  ^      \r2c(b  +  c) 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Gurve 

so    erhält  man,    indem    man    statt   a:^    und  y'  wieder  x  und     H 
schreibt,  folgende  Gleichung 

(aHa(*+c)«);r» + (d^b  +c)  +  (6+c)8)a:^^ 
g?    —  («3  -2a6(6+c)— a(6+c)*)  V2c(6  +  c) .  j:^i 

— 2(a26+2a2(6+c)-6(6+c)2)  V2c(H^.  a:yl  =  0, 
+  (a3-2a6(6+c)  -a(6+c)«)V  2c(6  +  c)  .y«| 

oder  wie  sich  durch  Entwicklung  der  GoefBzientea  ergibt: 
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+  4iiA(6+c)V2c(6  +  c)  .  a:«i 

-*4(oV**)(ft+«)  V"2c(6  +  O" .  a:y\  =0, 

+  4a6(6+c)V2c(6+c)  .  y«| 

+  2ac(6+c)a;^  +  2c?(6+c)y; 

und  diese  Gleichung  jgeht  durch  Ausscheidung  de«  gemeinsamen 
f  acton  2(b+c)  endficn  in  die  folgende  Aber : 

acj^  +  c(6+c)ar*y +2a6  \^2c(6+c)^*        ] 

—  2(a«— 6«)  V2c(6+c)a:y       [=0. 
+  2a6  V2c(6+c)y*  +  acxffHc(b+v)yV 

Für  den  Fall»    dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist,    er- 
gibt sich  hieraus  die  Gleichung: 

«'+«^— 2V^2.cwy+a?y*+y»=0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt«  dass  die  diesem  besondern 
faUe  entsprechende  Curve  (Taf.  V.  Fig.  11.)  zu  den  im  Anfangs- 
poDkt  der  Coordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Goordinaten- 
iien  dieselbe  Lage  hat,  und  durch  die  gerade  Linie  OH,  weiche 
den  von  densell^n  gebildeten  rechten  Winkel  halbirt,  in  zwei 
gMche  und  ähnliche  Tbeile  getheilt  wird. 


11. 

Man  differentiire  die  allgemeine  Gleichung  der  Curve,  nämlich : 

'<v Reihe  nach  in  Beziehung  auf  x  ung  y,  so  erhält  man: 

du 

^ = 3a?*-2ar  -26y + y« , 

du 

^- =  -  2bx  +  2.ry +2ay , 

S^  man  den  zweiten    dieser  Differential<|uotienten   gleich  Null, 
*®gibt  die  Gleichung  bx — xy — ay=0  unmittelbar: 

bx 
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Wenn  man  diesen  Werth  von  y  in  die  obige  Gleichung  der  Cnnre 
substituirt  und  entwickelt,  so  kommt 

jr*-a*— 6*=0,  oder  a«— c«=0, 

indem  man  wieder  a^-|-6^=c^  setzt,  und  hieraus  ergibt  sich; 

bc 
ar=±c,   und  folglich  3^=— j-j^. 

Aus  der   bekannten  Formel  zur  Bestimmung  des  Maximums  ooi 
Minimums  bei  unentwickelten  Functionen: 

d^      du  d^x ^ 

dy^  ^  dx '  ^*'* 


folgt  nun  ferner^  wenn  man  für  die  EHierentialqnotieoten  ihre  dbie' 
genindenen  Werthe  in  dieselbe  einsetzt, 

d^x      _  2(o+j:) 

Diese     Gleichung    geht    aber^     je    nachdem    man    rrsr-f-e    im       > 
y=--r"  9  oder  a:= — c  und  y=:— ^    setzt,  in  folgende  über; 

d'^x  2(c+a)3 


rfy«  ■"       (3c*— 2ac)(c+«)2—  262c(c+ö)+6«c2 ' 
und 

d^x 2(c--a)» 

c/y^  ""  +  (36H2ac)(c-a;2— 262c(c--a) fA^c« ' 

oder,  indem  man  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 

d^x  _       (c-h«)g  r/%  __       (c— «1)2 

Der  Diflferentialquotient  der  zweiten  Ordnuns  ist  also  für  di      ^ 

einen  Werthe  von  x  und  y  negativ,    fär  die  andern  positiv:    di 

bc 
Abscisse  a:=-fc,  welcher  die  Ordinate  y=7T~  entsprich 

ist  demnach    ein  Maximum,   die  Abscisse  x^rz-^c^    wel 

bc 

eher  die  Ordinate  «/= zugeordnet  ist,  ein  Minimonr 

•^      c—a       " 
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12. 


Bezeichnet  man  den  zwischen  dem  Bogen  der  Curve,  der  Or- 
dinate und  der  Abscisöenaxe  enthaltenen  Flächenraum  mit  F,  «o 
hat  man  cur  Bestimmung  desselben  die  bekannte  Formel 

F  =  iydx. 
Non  iftt  aber,  indem  man  wiederum  a^4-A*=c*  setzt. 


ydx 


"""  ö  +  ar 


mithin 


'='/Ä±/ 


xdxyf^ — ar* 


a^x 


I    Aker  es  ist 


/xdx 
-^—  =  6a: — a6.lognat(a-|-^)  +  const ; 


nU  der  Flfichenraum  für  07=0  verschwinden,    so   muss    const. 
si6Jognata  sein. 

Setzen  wir  femer  a-far=t(,  also  0;=:« — a,  so  wird: 


a+x        ""t/  u 


au — tt^ 


=/ 


(u  ~tf  )(6»-f  2fftt— tt«)  du 


Boeiclinen    wir    zur.  Abkürzung    den     Wurzelausdruck    mit  R 

•o'ut: 


tt^ti 


"»•fcer,  wie  vorhin  ««+ä«  =  c*  gesetzt,  ist: 
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Pu*du  1     „  .  1  .,  rdu  ^  3        Pudu 

fudu         „.      fdu 


/du  .    u 

^-=arc.sin  - 


c 
ll^+au'-bR 


cu 

Mit  Rucksicht  hierauf  findet  mao  Dach  einigeu  Reductionen 

(tt-ii)(6«+2ati-tt«)rfM 


/ 


=  ö"  (6* — a*)arc  •  «in ab  lognat .  — 


Cli 


+  Q  (tt— 3a)Ä  -f  const , 
folglich^  wenn  man  statt  u  den  Werth  a+x  wieder  einsetzt: 


/ 


a\x 


=  rt  (6*— a*)arc  .sin ao.lognat .      "^       .        J ~ 

+  2  (^  —  2a )  ST^^x^  +  const. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setze  man  ar=0,    wodurch  sich  \ 
ergiht : 

const.  =:ab.\o^  nat 1- ac. 


I 


Durch  Zusammenfassung  des  Vorhergehenden  erhält  man  mm 
allgemein   für  die  von  der  Curve  begräiizte  Fläche: 

•  r 

F=*x-«6.logDat^+  „6.|„gnat— ^^^=^^-^= 

±  ^(*«-o«)arc.8in  ^  ±  g  (a:-2a)V"?::::p±oc ,  ) 

I 

wobei  zu  bemerken ,  dass  das  Zeichen  -f  auf  die  positiven  resp. 
grossem  Ordinaten,  das  Zeichen  —  auf  die  negativen  resp.  kl«* 
nern  Ordinaten  sich  bezieht. 
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Fir  die  apeslelld  Curve,  wenn  nämlicb  der  Nebenperameter 
Null  Utt  geht  diese  Forinel  in  die  folgende  üben 

Ffir  den  Inhalt  des  von  der  Curve  gebildeten  Foliums»  den  wir 
mit  /  bexeichnen  wollen ^    findet  man: 

/•=  j  (6«-.o«)»+ 2fl6 .  lognat —? +2«<?, 
Süd  im  Falle  ^   dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  lets 

Hieraus  ergibt  sich  (Taf.  V.  Fig.  Ih): 

1)  Beschreibt  man  über  dem  Parameter  a  das  Qua« 
4rat   OHEG  und  mit  demselbenParameter  a  den  Kreis- 

Saadranten  HQG,   so  ist  das  halbe  Folium  OHRO  dem 
treifen  HEGQII  an  Inhalt  gleich« 

2)  Bes.chreibt  mau  mit  dem  Parameter  a  umO  als 
Mittelpunlct  einen  Kreis  und  um  diesen  ein  Quadrat^ 
••  ist  das  Doppelfollum  den  vier  durch  die  Kreislinie 
abgeacbnittenen  Ecken  des  Quadrates   gleich. 

'Nimmt  man  0=3»  6=4,  e=5|  resp«  A=bO>  asics=3,  so  6n« 
kt  man  ihr  das  Folium  /*,  so  wie  ffir  das  Folium  f  die  Werthe: 

/==  10,05.-  f  =  3,86.. 


13. 

Die  Gleichung  dei«  ttm  den  Anfangspunkt  der  Coordinatefl  mit 
^  RadiiM   OE=^c  beschriebenen  Kreises  ist: 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Canre»  am  einfachsten  in  folgender  Gestalt: 

(or-a)  (u:Hy^)  =2y(6:r-aiy) , 

M  erhält  man  zur  Bestimmune  der  Durchschnittspuokte  der  Curve 
lad  des  Kreises  die  beiden  Gleichungen : 


liieil  XV.  ICr 


2)6 

oder  weoD  man  entivickelt  und  nach  den  Potensen  def  VerXo 
liehen  ordnet: 

Diese  Gleichungen  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curre  wird 
von  der  Kreislinie  m  vier  Punkten  ^schnitten,  welche,  wie 
leicht  zeisen  lässt,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wurzel 
vorstehenden  Gleichungen  resp.  a  und  b  ist,  so  ergeben  sich 
drei  andern  Wurzeln  resp.  aus  den  Gleichungen: 

4a:''-3c«a:— ac«=0, 

%«— 3c«y  +  6c«=0. 

Da  nun  hierin  das  zweite  Glied  negativ,  überdies  c^a  und  c 
also 

4(|c«)»>27(|-ac«)« 


und 


4(jc«)»>27(j6c«)». 


SO   hat  jede  dieser  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln,    und  s 
hat  die   erstere  Gleiehung  zwei  negative  und  eine  positive, 
zweite  Gleichung  eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln.  8 

man  cosop=:  — und  co8t(r=~9   so  sind  dieselben: 
c  c 

+  c.cos  3  <P  >  —  c.cos(60®  —  3  9>) »  —  c.cos(60^  +  s-  9); 

—  c.cos  3  tf; ,     +  c .  cos(60<>— g-  tf;) ,     +  c.co8(ß09  +  j  ^)  . 

Die  Wurzeln  der  ursprunglichen  Gleichungen  sind  also  alle 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Curve  in  vier  n 
len  Punkten,    deren  Abecissen  und  Ordinaten,    wenn  maa 

rucksichtigt,  dass  hier  immer    ^-9  resp.    o  ^  <  60^-— >  »- 9     r 

1 

60^  —  Q-tf;,  und  dass  immer  a:*+y*=c*  ist,  sich  folgendermas 

zusammen  ordnen: 

«*'=  +  C.COS  j  9)  y " =  +  c.cos(60o  +  o-  ^) 


1  ■       ■■:     1    ■ 

äf^^  -  C.CO8(00<'—  3  9)  /'  =  +  C.CO8(60<^  ""  3"  *) 

•■'■'■  1  1 

0:"''=— c.co8(60o  +  39)  y""c:-c.cos  3  1^ . 

M^ie  nia»  ans  den  Vorzeichen  erctieht»  liegen  immer  zwei 
AarcJiechnittspunkte  im  ersten«  eifler  im  zweiten»  und  einer  im 
dritten  Quadranten. 

Ffir  den  Fall,  dass  /ir^3,  6^4,  c=:5,  ergeben  sich  för  die- 
sdbeu   folgende  Werthe: 

ar'rrt +3  y-+4 

x"  =  +  4,76304..  y"=  + 1,5210.. 

oT—'-'ZjmU ..  /'  =»  +  3,36441 .. 

a:""=--l,06429 ...  /''=-4,88Ö41 .. 


14. 

• 

Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten 
^^«irterungen  werden  wir  jetzt  im  Stande  sein  zu  zeigen,  wie  inan 
^tt  Hfllfe  unserer  Curve  in  Folge  der  §.  5.  angeg^enen  Eigen- 
schaft die  Trisection  jedes  beliebigen  Winkels  vornehmen  kann. 

Set  D&mlicbein  beliebiger  Winkel  gegeben,  dessen  Scheitelpunkt  O 
(Tat  V.  Fig.  10.),  so  falle  man  ^on  irgend  einem  Punkte  t»  des  einen 
^henkeb  auf  den  andern  oder,  dessen  Verlängerung  eine  Senk- 
^^hte  £i7,  construire  zu  OH  als  Hauptparameter  und  HEt  als 
N^benparameter  nach  §.  5.  die  Curve  NORDEOS  und  beschreibe 
Qiit  OE  als  Radius  um  O  $7nen-  Kreis ,  welcher ,  wie  wir  gesehen 
haben ,  die  Curve  ausser  in  E  noch  in  drei  Punkten  A ,  A\  A" 
^hneidet.  Man  verbinde  diese  mit  O  und  verlängere  nuthigen- 
&lls,  wodurch  man  die  Dnrchschoittspunkte  C,  V\  O*  auf  dem 
Nehenparameter  erhkit,  und  ferner  verbinde  man  E  mit  den  Punk- 
ten A^  A,  A",  Alsdann  sind  nach  §.  5.  die  Dreiecke  EAC, 
'  E^Q,  EA"C'  gleichschenklich ,  mithin  die  folgenden  Dreiecke 
paarweise  einander  ähnlich: 

,£^OAEoj^,EAC,    ^OA'Eco^EA'C,    £iOA''Eoj^EAC\ 

^^  sie  gleichschenklich  sind,  und  jedes  Paar  den  Winkel  an-^ler 
Grundlinie,  resp.  ^EAC  oder  j^EAC  oder  ^EA''V',  gemein- 
sam hat;  daher  ist 

^^AECzzz^EOA,  ^A'ECz=:^EOA,  j:LA"EC'=^^EOA'. 

^benso,    wenn  man  au«  E  die  Senkrechten  EF ,  EF',  EF"  föllt, 
^'>id  die  folgenden  rechtwinklichen   Dreiecke  paarweise  ähnlich : 

^COHoj^CEF,  ^COHc\j\CEF\   üC'OHcoüC'EP' , 

15* 
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Daraal  ergibt  sich  nuD : 
jLAOP=ACOH=zZCEF=  \^AEC=\^E0A', 

^A''OP'  =4.C'0U=^C'EF"j=  \  ji:A"EC'=i^.^OÄ"; 

1 
Z  A"0P=(iR^C'0H}=(2B-CEP')  =  j  {AB—A"£C^ 

=  ^HB~EOä"). 

Hieraus  folgt  nan: 

j£AOP=jj:;:EOP (Z£;OP>.0<>uDd  <1R), 

2'A'OP'=^j::EOP' (ZJE0/>'>1Ä  und  <2Ä), 

1 
.^^"OP'=TCODv.ZJBOP'.....(conv.ZiSOP'>2Ä  ubd  <3Ä), 

Z4"0P  =  jconT.Z£Oi> . (conv.Z£OP>3K  und  <4i2). 

Demnach  ist  also  Tollständig  gezeigt  >  wie  vermittelst  nnset^ir 
CitTve  jeder  beliebige  Winkel  ^  sei  er  ein  spitzer  oder  ein  stumf''^ 
oder  eliv.  erhabener,    in  drei  gleiche  Tbeiie  getfaeilt  frerden  n>^ 

Da 


Z  AOPz=z^j^EOP  und  ^^"0P= jcony.ZEOP, 


ferner 


^^'OP'  =  g-Z£OP'  und  ^J"OJP'=g-conv.Z£OP';   * 


so  ergibt  sich  endlich  noch^    dass   in    den  Punkten^,  A',  ^ 
(Taf.  V.  Fig.  10.  und  II.)  die  ganze  Kreisperipberie  in  drei  gleicV 
Theile  sretheilt  ist. 


■•»! 
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VI, 

EU  dem  Aufeatse  In 
lo.  sTr.  xxxni. 

Voa 

Theodor  Lange 


eben  AufforderuDg  des  Htd.  Prof.  Grnntrt 
emCrelle'schen  Jounial  encbienflnen  Be- 
ler.desseuiD  der  NachacbrillsudflmAur- 
JCIII.  Erwäbauog  getban  nird,  mittbeile, 
ibuin  aufmerlcsam  nacbeu,  der  sich  bei 
nen  Satzes  id  erwäbntem  Aufsatxfl  ein^ 
itbst  Kefübrte  Beweis  lülÜUt  sicli  nämlich 
ieur,  welche  von  der  dort  angeiiommeDen 
0  abhängen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
Mnnach  nur  tollender  Sats  aligemein  auf- 
iiie  (jeraile  vun  zivei  Strahlen  geschnitten, 
^he  aus  dem  Schnittpunkt  des  £inea  auf 
rd,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
I  auf  den  Ersteren  eezoeen  ist,  so  sind 
enen  jene  Strahlen  die  Gerade  schneiden, 
;ne  gieichen  Linien  diese  Winkel  in  glei- 
eiden. 


g,  n-elche  der  Hert  f^tafesHoT  Steiner 
lentare  Lösung  einer  Aufgabe  Qber  das 
reieck"  im  28.  Bande  des  Crelie'achen 
icam  demselben  ini  Jahre  1840  vob  Uerrn 
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Professor  Lehmus  folgende  Aufgabe    zu,    minder  Bitte  „eine 
rein  geometrische  Lösung  derselben  zu  finden/' 

„Wenn  in  einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Geraden, 
welche  dessen  Winkel  an  der  Grundlkiie  bälften  und  die  bis  an 
die  Gegenseiten  verlängert  genommen  werden,  gleich  lang  sind, 
so  ist   die  Frage,    ob  dann  das  Dreieck  gleichschenklig  sei?*'  — 

Daraufhabe  er  folgende]  Losung  dem  Hrn.  Professor  Lehmus 
mitgetheilt,  diß  er  unter  anderen  desshalb  veruffentliche,  da  ein 
grosser  Kenner  der  Geometrie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zu- 
hörern und  Andern  verschiedene  Lösungen  besässe,  die  Seinige 
iiH'  die  elementarste  gehalten  habe. 

Ueber  die  Schwierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Steiner  hi  demselben  Aufsatze:  „die  Schwierigkeit^ 
welohe  die  Aufgabe  darbietet,  mag  ihf^n  Grund  darin  haben,  dafis 
die  eine  Voraussetzung  aicht  so  absolut  bestimmt  ist,  wie  man 
auf  den  ersten  Blick  leicht  gfauben  möchte,  deiui  wenn  gesagt 
wird  ,5die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehälftet'% 
so  ist  dies  sowohl  auf  die  Innern  als  auf  die  äussern  Winkel  an 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  dann  im  Wesentlichen  drei  ver* 
schiedene  Fälle  giebt,  indem  nämlic^,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegenseiten  verlängerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Winkel 
bälften ,  durch  a  und  b  und  diejenigen ,  wekhe  die  äusseren  Win- 
kel häilften,  durch  Oi  ond  ^  bezeichnet,  entweder 

l)  a=6,  2)  ai=nbi,  3)  ai=6  oder  ä=6| 

angenommen  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  1.,  wo  also  dre  inneren  Winkel 
gehälftet  werden,  würde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a  und  ß 
ungleich  wären,  etwa  a>j?,  einmai  zu  dem  Schluss  flihren,  Abm 
der  Winkel  ADB,  nämlich  2R-(a+2ß),  grösser  sei  als  der  Win- 
kel BEAy  nämlich  ^lR^(ß-\^a).  Andererseits  aber  folet  ans  der- 
selben Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  oasDreieÄ 
BDA  legt,  dass  A  m  B^  i^  in  ^  und  E  in  Ei  ftüt,  dass,  dm 
DB^AS=BEi  wäre,  y^a:  sein  müsste,  mithin,  da  n=m  ist^ 
der  Winkel  or-f-n  kleiner  sein,  sAs  y+m,  oder  W^nkeMZ>i?  kleiner 
als  der  Winkel  BEA.  Dieser  Widerspruch  ^igt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieä 
gleichschenklig  ist. 

„Im  zweiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  Winkel  gehälftet 
„werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an,  ob 
„nämlich  a)  beide  Strahlen  Oi  und  bi  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  Spitze  C  oder  beide  dieselben  unterhäb  der 
„Grundlinie  AB  treffen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  Jen- 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grund finie 
„trifft.  Unter  der  Bedingung  a)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
„dagegen  unter  ß)  nicht." 

Denn  weiin  Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aussen winkel  gehälftet  sind, 
und  die  Strahlen  Oi  und  bi  die  Gegenseiten  jenseits  der  Spitie 
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C  treffen,  eo  führt  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a  und  ß  nicht 

«eich  wären,  etwa  a>/?,  einerseits  zt  dem  Schlüsse,  das«  der 
rinkei  DAB,  nämlich  2A-a|,  kleiner  als  der  Winkel  EBA, 
nimUch  2A — ßi,  also  dass  DB^AE  sein  mässte.  Andererseits 
fotet«  da  «>;r  Ist.  bei  derselben  Construrtion  wie  oben,  dass  der 
mnkel  EiDB<DEiB,  also  iJB>BE^  oder  Dß'^AE.  —  Die- 
ser V^derspruch  seigt  die  Unrichtigkeit  obiger  Annahme  und  da- 
durch, dass  das  Dreieck  gleichschenklig  ist 

«jWenn  dagegen  beide  Strahlen  Ui  und  b*  den  Gegenseiten 
nUiterhalb  der  urandlinie  l>egegnen,  wie  in  Taf.  VI  Fig.  3.,  so 
^scheint  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  Gnden.'^ 
Daher  ^*obt  der  Herr  Prolessor  Steiner  folgenden  minder  ein- 
fiwhen  Beweis. 

Ans  der  Annahme,  dass  a  und  ß  ungleich  wären,  etwa  o>j?9 
Uat  BF^AF,  und  daraus  F/>>F£.  Man  nehme  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
Fth=FA  und  FH^FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Con- 
graeni  der  Dreiecke  HFG  und  BFA,  der  Winkel  «s^«^  &1^<^ 
%^ft«    woraus   folgt,    dass  die  Gerade  GH  der  Seite  C^  jen- 


«11 

Mn  BL=BA,   so  wird  ^^il Cr  und  ^G'C  congruent,  also  sz^s^. 

Du  aber  ei>y  Ist,  so  ist  auch  £>y,  was  dem  Obigen  t2£=y 
widerspricht  £s  muss  also  a=/^  angenommen  werden,  woraus 
folgt,  dass  das  Dreiedc  ACB  gleichschenkng  sein  muss« 

Jm  dritten  Falle,  wo  also  ein  innerer  und  ein  äusserer  Win- 
JM  an  der  Grundlinie  gehäiftet  wird,  ist  das  Dreieck  nicht 
„■leichschenklig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein, 
nüata  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
ifWobd  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
Jit,  d«  h.  bestimmte  Winkel  hat*).  —  Da  nun  die  Aufgabe  alle 


*)   Sollte  daii  Dreieck  ACB  (l*nf.  \I.  Fig.  5)  gloichschcnklifi^    «ein, 

vflbren^    z.z=z  ^  ut,  «o  folgt,  wenn  d  =  a  geuiaclit  wini. 

a       ß 


a      2R—a 
dena 

ßz=a-i-Ei:=:a+JS^2a  |^---a«  1«. 

^r  ^  . 1      ... 

"  2=s  j^a  flndet  man 

n 


ß=: 


I   ]^  ^l^«i  BwUchen  den  Gröeven  a  und  ti  diene  Gleichung  bestellt,    i»l 
•ei    *^**  gleichwhenklig.     l«it  «--2,  aUo ,  wenn  die  Winkel  ([fcliHlf 
**    tollen 9  oo  moM 
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odiese  Fälle  fiir  die  Rechnung  8t 
,9«o  begreift  man,  wie  diese ,  wen] 
«»wird,  auf  höhere  Gleichungen  föt 

Ffir  die  Lage  Taf.  VI.  Fig.  1 .  um 
wie   oben   zeigen,    dass  auch   in 
unter  gleichem  Verhältniss  gethei 
flchenklig  sei.    Für  Taf.  VI.  Fig.  3. 

§en  nicht   analog  zu  fuhren,    unc 
lesen  Fall  gegeben. 

Diel  Untersuchung  geht  nun  noc 
VI.Pi^.4i.)  über,  für  den  Fall,  dass  dl 
,,gezeigt,  dass,  wenn  die  Winkel  i 
„a>/5,  so  auch  JRF^AF  und  ( 
„man  nun  FG—FE  und  FH=zF 
^uiid  HFG  symmetrisch  gleich,  a 
„Dreieck  BfD  grösseren  Inhalt  i 
„muss  auch  die  winkelsumme  gr5sf 
„Winkel  bei  F  haben  sie  gemein 
„(weil  09=a|>A);  daher  muss 
„y>.2C  sein.  Da  ferner  die  Dreie 
'„gleiche  Selten  und  dazwischen  die 
„so  ist  Seite  d>e  (d.  i.  «/>>ij 
„Dreieck  ABE  in  der  Lage  von  ß 
„y=:a+ai,  Seite  e.—e  {^Ei=ÄEj 
„der  Winkel  Z)Ä£,=y+/5  +  ft  < 
„Winkel  an  der  Grundlinie  AB  m 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  —  dui 
9JOE1  auf  ganz  gleiche  Wfeis^  wie 
„Widerspruch  geuihrt,  dass  ei>€ 
„aas  sodann  auf  die  Gleichheit  1 
„Gleichheit  von  AC  und  BC  ges* 

„Ffir  die  andere,  allgemeiner 
„Grundlinie,  statt  gehälftet,  in  i 
„getheilt  werden,  tolgt  auf  sIeich 
„schenklich  sein  muss,    falls  di 
„der  Grundlinie  kleiner  als  zwei 

„Wenn  dagegen   die  Sumr 
„grösser  als  zwei  Rechte  ist,  ^ 
„gaben  unbrauchbar.  —  Ich  be 
„Professor  Steiner  seinen  Au 
„fiberlasse  es  den  Liebhabern, 
„elementare  Lösung  aufzufindc 


icm. 
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Duith  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Profeasor  Lehmos  bin 
Ich  lo  den  Stand  gesetzt,  folgende,  von  ihm  gefundene  Beweise 
def  einfachen  Satxes  mitzutheilen. 

nLeknatj.  Wenn  die,  cweiWInkel  eines  Dreiecks 
»balbireoden  TransTersalen  einander  gleich  sind,  so 
»tiad  es  auch  die  halbirten  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
»Ist  glelchschenklich,   oder  (Taf.  VI.  Fig.  L): 

Voraussetzung:    EAD:=zDAB 

DBE=EBA 
AD=BE 

Bebauptunjg:     EAD=DBE. 

»L  Beweis.   Aus  der  Annahme  EAW^  DBE  würde  folgen 

FAD=zDBE 
afiad  hieraus  (durch  Addition) 

1)  BAF>ABD; 

2)  die  vier  Punkte  A^F^D^B  liegen  in  der  Peripherie  des^ei- 
iiben  Krenses.  Da  nun  aber  in  Folge  der  Voraussetzung  BAF 
ii<90^,  80  entstünde  .0F>  AD  und  um  so  mehr  jB£>  ÄD^  als 
nWldersprucli  gegen  die  dritte  Voraussetzung. 

„II.  Beweis  durch  Caicul. 

MMan  nenne  die  Dreiecksseiten  a^  h^  c  und  die  halbirenden 
«TTtDSTenalen  <2. 

Aus 

^^=^  +  (5+7)5' 
alfle 

iMgt,  wenn  d  eliminirt  wird, 

(a+6 +c)c(a-6)[c«+(ö+*)(a*+c*) +3a6c]  =0 ; 
»weldier  Gleichung  nur  durch  a— 6=0  Genüge  geschieht.*' 

Was  den  Satz   in  Betreff  des  sphärischen  Dreiecks  betrifft, 
**  lli«t  sich  der  Beweis  ganz  in  derselben  Art,  wie  ich  ihn  beim 
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ebenen  Dreieck  gegeben   habe,    fiihren^    wenn   man  nämlich 
denkt 9  dass  alle  Ebenen,    die  durch  den  Schenicel  eines  Vfm 

fehen  und  auf  denen  Linien  liegen»  welche  mit  dem  andere  Sc 
el    einen    Winkel    von  der   bestimmten  Grosse  q  bilden». 
Kegel  schneiden»    dessen  Axe  der  andere  Schenkel»   und  dei 
Erzeugungswinkel  q  ist.    Denkt  man  demnach  um  jeden  Sehe 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  Erzeugungswinkel  o 
aus  dem  einen  Schenkel  (il)   eine  Schnittebene  durch  den  K 
des  andern  Schenkels  (B),   und  die  Ebenen  zwischen  je   c 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  zugehörigen  Kegels»    währmd 
sich  vorstellt»    dass  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  {B)  sich 
B  um  360^  drehe,    und  dass  fortwährend    die  Ebenen  durch 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (A))  und  dessen  Axe 
legt  werden;    so  lassen  sich    in  Bezug  der  Neigungswinkel 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursnrünglicnen  Win 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  im  obigen  beweise. 

Im  Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewU 
zu  werden»  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  vork 
menden  Kreise  nur  gebraucht  wurden»  um  der  Vorstellung  n 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*) 
schehen»  nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  Ben 
sind.  —  Ferner  mochte  die  von  mir  gegebene  Beweisführung  i 
leicht  desshalb  einige  Beachtung  verdienen»  da  sie  direct 
Werke  geht  und  ein  einheitliches  Ganze  bildet. 


*)    Dieae   iweite  Bearbeitang  soll  auf  den  Wansch  des  Herrn 
in  einem  der  nächsten  Hefte  des  Archirs.  noch  mitgetheilt  werden» 
jetxt  kein  Raum  dazu  war,  und  ich  nur  zuerst  verschiedene  Beweifi 
mittheilen  wollte.  < 
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Die  continuirliclie  Functijon  und  ibre 

Abgeleiteten. 

Von 

Herrn  Professor  Pranke, 

' '  liwei^^iD  Dirertor  der  polytechnUchen  Schole  zti  Hannover.         • 


'^  j^h  den  Exercices  d'Analyse  tomell.  p.  54.  sagtCauchy: 
^«  FuDction  fx  kano  nach  Maclaurins  Formel  in  eine  conver- 
S^tofe  Reihe  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
Verden,  wenn  der  Modul  der  reellen  oder  imaginären  yariabejn 
•^  einen  Icleineren  Wertb  behält  als  der»  für  welcnen  die  Function 

SJMfer  deren  erste  Abgeleitete)  aufhurt,  continuirlich  zu  s?ein.  In 
Htser  Crestalt  hatte  schon  früher  Caucby  den  Satz  aufgestellt,  je- 
doch obneden  in  derKlammer  stehenden  Zusatz  beizufögen.  Der  Satz 
•«t  Von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
ditcliten  Reihe  an  eine  klare,  feste  Bestimmung  knüpft.  Indessen 
22^1ieint  er  nicht  richtig  zu  sein,  und  ohne  die  Gründe  für  diese 
Bdiaiiptung  vorzuführen,  welche  in  Cauchy's  Beweise  selbst 
uegen,  will  ich  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
^f^  Reihe  dadurch  versuchen,  dass  ich  in  der  ersten  I^ummet 
^ie  doppelte  Form  des  Differentials,  in  der  zweiten  die  Beziehung 
der  continuirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten,  und  hi  der 
Eitlen  die  Reihe  Maclaurins  selbst  entwidcele. 


1 


Es  sei  Fx  eine  Function  von  x,  die  zwischen  Xi  und  Xi-^-h 
®^^eder  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt  und  die  zwischen  den- 
^Iben  Grenzen  continuirlich  bleibt,  d.  h.  die  um  ^unendlich  kleine 
^irvtisen  derselben  oder  einer  hohem  Ordnung  zu  -  oder  abnimmt, 
^^«  die  Veränderliche  x  selbst.    Das  Differential  der  Function  ist 


ist 


weno  a  mae  ■oeiUicfc  kleiiie  Zanakme  bedentet  Di«se  Cleidmiy 
mt  ab«r  nur  ^oau  bu  auf  das  Unendlieh-iUeiiic  der  aweitoo  OrdP 
DUDg,  ao  daaa  rollatändig  dafSr  za  setzen  ist 

1)  Fix-i-a)  —  Fjf  =  aPx  +  a^k^  , 

wenn  ki  eine  endliche  Zahl  bezeichnet,  und  x  zwischen  den  an- 
seffebenen  Grenzen  liegt  Lässt  man  nun  x  immer  um  die  nDtad- 
lich  kleine  Grosse  a  zunehmen,  bis  sie  den  Werth  x-^k  etUltp 
so  entstehen  die  streng  wahren  Gieichongen : 

F(a:+  «)  — Fjr=«F'jr  +a**i , 

F(x+ia)^F{x+a)=aF'(x+a)  +  e^k^, 

■  •  •  • 
•               •                •  • 

■  •  •  • 

f\x+[»i--l]a)  — F(x+[n-2ja)=cF'(a:+[«~2]c)  +  ««A^-^, 
F(x+na)  -  F(x+[n-l]a)i=zaF'(x+[tt-^r]a)  +  «•*«; 


In  welchen  die  Grossen  k^, ...  kn^i ,  kn  dieselbe  Bedeutung  bribo^' 
halten  als  ki.  Addirt  man  diese  Gleichangen  und  ordnet  TecU^^ 
nach  GrOssen  derselben  Art,  so  erhält  man 

2) 

eine  Gleichung,  welche  wie  Gleichung  1)  streng  richtig  ist 

Offenbar  giebt  es  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  x 
x+na  liegt,  nemlich  x-^-ma,  für  welchen  FX^xf+ma)  das  a 
metiscbe  Mittel  der  Glieder  der  Reihe 

F«,F(ar+a),....F(ar+[«— 2]«),  F'(^+[«-l]c) 


bedeutet,    wenn  m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezei 

die   zwischen  Null   und  n  liegt    Wenn   nun   m   eine  Bruchzab' 

—  ^   zwischen  den  Ganzzahlen  p  und  p-ft  gelegen,  ist,  so  d 
die  Reihenfolge  der  Zahlen 

statt  findet ,  so  kann  man  immer  die  Zunahme  a  mit  der  klein 

—  vertauschen,  weshalb  die  Reihenfolge  zwischen  p  und  p-fl  ^^^^P' 
die  Reihe  der  ebenfalls  ganzen  Zahlen 

rpf  rp  +  l,  ..,rp  +  j,rp+5+l,... ly+r 
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Übergdit»  und  es  Ut  klar,  daM  dto  Gleicbung  1)»  folglicb  auch 
Gleichung  2),  (Qf  kleioere  a  gflltig  bleibt. 

Auf  gleiche  Weiae  wird  es  einen  Mitteiwerth  kq  der  GrOaaen 

geben»  (Br  welche  der  Zeiger  q  zwiacben  0  und  n  liegt 

Werden  nun  diese  Mittelwertbe  mit  n  multiplicirt  und  in  Glei- 
dbmg  ^  eingeschaltet,  so  entsteht 

oder,  wenn  man  na  mit  A  vertausch t, 

3)  jFT(a?+A)— Fa:=  »|P(a?+m«)+aifc,|. 

In  dieser  Gleicbuag  Ist  kq  von  der  Veränderlichen  ;r,  sowie  von 
der  Form  der  Function  Fx  abhängig;  es  wird  daher  immer  einen 
INerth  df-f  f^  geben«  für  welchen 

jP(jr+j*a)  =  P{x^mu)  +  ctk^ 

A  Wrtdit    Hier  bedeutet  ^  wieder  eine  Zahl  zwischen  Null  und  n ; 
l|   Imui  P{x-\-ma)   ist  von  P(a;-ffia)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
■if  verschieden »  man  kann  daher  akq  als  das  Differential 

)t|  4pAep»  In  welcher  Differens  die  unendlich  kleine  Zahl  ß  so  ge« 
lÜUt  werden  kann,   dass  die  Gleichung 

Fix  +ma)  —  F(jr+ma— /J) =aifc^ 

^B   bilbr  Strenge  bestehe,  dass  daher 

P(a?+mtt)  +  ttkq 

h  die  Differenz 

i  ■  fl(a:  +  [m+1]«) — F(a:fm«  -  /3) , 

Ittlit  in 

^  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

«+P 
ii 


weDD  «  «in«  uneodlich  kleine  i 
bt  aber  nur  geDsu  bU  auf  das 
DUDg,  »o  daw  volUtänd^  daffl 


t) 


F(x-\-<i)-I 


wenn  ki  eine  endliche  Zaiil  b< 
ncebeoeD  Grenzen  liegt  Lfiss 
üen  kleine  Grüeae  ■>  zuiiehmi 
■o  enUtehen  die  streng  tfahrer 

F(«+b)— * 
Fi,x-t-iu)—FXx-^ 

F(«+l»-']«)-'X*+[''- 

In  welcben  die  Grüssen  k^, ... 
h^ten  als  ki.  Addirt  man  di 
aacli  GrSMen  deraellMn  Art, 


dne  Glelcbnng,  welcbe  wie  G 

(Mfonbir  gidtt  es  einen  ' 

M+mt   liegt,    nemlicb  x+ma 

Mtiacka  Mittel  der  Glied«-  d 

bedcalct,    wenn  m  eine  ganac 
du  iwittcbeo  Null  und  n  He 


die  RtUwnfblge  dti  Zahlw 


»tatt  Ciidrt.  *o  kann  man  ii 

wriattsrWn,  wvshalb  dl< 

dia  Heib«  def  ebeabla  ?i> 


'  f  A'  und  x+h'+A  ab, 
i  6)  die  Besielnii^n 


(ar+A'+^A), 
odeuten,    und  es    entsteht 

'A')  +  A*V+A'+^A) ; 

LCr   ein  Mitteiwerth  von  der 

-^"[A'+AJ) 

welchem   J"  wieder  eioen 


«   \fi»si  sich  eine  Beziehung  zwi- 
xinction  und  ihren  Abselei- 
^h  Fa:  zwischen  den  Werthen  o'q 
^ilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

%zM^(xi-^)  $    und 


k  endliche  Zahlen  bedeuten  9  wenn« 
^^ndlich  klein  ist,    Ob  nun  auch  Fx 
^^Uch  sein  mag>   immer  gilt,    wie  in 
^eichung 

f*x  — JaP'ix -{■/!' a)y 

%ruch  von  da  bezeichnet.    Wird  nun 
erth   von  F*{x\-/Ia)  in  die  (erste  der 
t,   so  dass  dieselbe  in 

^  :=zaFx-\-Ja^F"ix-i-J'a) 

'^H^^^^hung  mit  der  zweiten    der  gedachten 
»    so  erhält  man 

^^^^i^/^'Or  +  ^'a). 

^«^t^V*^'l®  ^^^^^  Bruchzahl,    und  k  ebenfalls 
"■«)  nicht  eine  unendlich  grosse  Zahl ,    da- 
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her  kann  JP(ar-f /fa),  das  ist  JF^or,  zwischen  den  Grenzen  :to  ntid 
d?i  nicht  unendlich  gross  werden ,  wird  also  höchstens  endlich 
bleiben.  Wenn  aber  die  abgeleitete  Function  F"a:  einer  gegebe- 
nen Function  F^x  innerhalb  bestimmter  Grenzen  von  x  höchstens 
endlich  ist»  so  wird  fiir  unendlich  kleine  Zunahmen  von  x  auch 
F'x  um  unendlich  kleine  Grössen  sich  verändern ,  das  heisstf 
F*x  wird  innerhalb  der  gedachten  Grenzen  continuirlich  sein. 

Wenn  also  Fx  eine  zwischen  zwei  Grenzen  conti- 
nuirliche  Function  bedeutet,  so  ist  die  erste  Abgelei- 
tete derselben  zwischen  denselben  Grenzen  ebenfalls 
continuirlich. 

Sowie  der  Schluss  von  Fx  auf  F'o;  eilt,  so  ist  er  in  gleicher 
Weise  von  Fx  auf  F"x,  von  F"a:  auf  l^a:,....  gfiitig,  weil  F^ar 
die  erste  Abgeleitete  von  F'x,  u.  s.  w.  ist»  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function  von  x  innerhalb  zweier  Gren-* 
zen  continuirlich  ist,  so  bleiben  auch  die  abgeleiteten 
Functionen  derselben  innerhalb  derselben  Grenzen 
continuirlich. 

Dieser  Satz  gilt  fSr  jede  nie  Abgeleitete  einer  zwischen  zwei 
Grenzen  continoirnchen  Function,  so  lange  n  eine  endliche  Zahl 
bleibt ;  wird  aber  n  unendlich  gross ,  so  erleidet  er  eine  Einschrän- 
kung, weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Abge- 
leiteten enthält,  welche  von  der  Variabein  x  abhängig  ist.  Allein 
jede  Abgeleitete  einer  Function  ist,  ausser  von  dieser  Variabein, 
auch  vom  Zeiger  n  abhängig,  deshalb  kann  für  wachsende  n  die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  waclisen,  wenn  der  Zeiger»  als  Factor 
der  von  x  abhängigen  Function  auftritt,  wie  bei  der  Abgeleiteten 
der  Function 

(a  +  bx^)'^ , 

in  welcher  m  jede  reelle  positive  gebrochene  oder  negative  Gaiiz- 
zahl  bedeutet. 

Denn  nach  Gleichung  6)  in  Nr.  1.  hat  die  erste  Abgeleitete  von 
Fx  die  Form : 

wenn  J  einen  endlichen,  ächten  Bruch  bedeutet.  Daher  ist  ffir 
das  unendlich  kleine  a  die  zweite  Abgeleitete: 

und,  schliesst  man  weiter,  die  7ite  Abgeleitete 
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weon  diese  Gleichungen  flir  die  Abgeieiteted  in  aller  Strenge  rieb-* 
tig  sein  aollen.    Die  Zahl 

w  +  ^'a+ d''a  +  d'^a + .... + J(ß)a 

kann  nun  innerhalb  der  Grenzen  a;^  und  ^r^  liegen  oder  nicht 
Der  erste  Fall»  für  welchen  diese  Summe  grösser  als  die  untere 
Grense  Xq,  und  kleiner  als  die  obere  Grenze  ai  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt.  Ist  aber 
diese  Summe  grösser,  als  die  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Continuitäts-GrenzCi  so  hört  auch  die  nte  Abgeleitete  auf 5  con* 
tinuirlich  zu  sein. 

In  dieser  Einschränkung  unseres  Satzes  liegt  der  Grund, 
warom  nicht  jede  Function,  die  mit  ihren  Abgeleiteten  von  end- 
licher Zahl  innerhalb  zH'eier  Grenzen  continuirlich  bleibt«  nach 
Maclaurin's  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
läset;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleiteten ^  so  wie 
•«Ibet  die  Form  des  Theoreins  zeigt  ohne  Beweis,  dass 

1)  die  Function  eine  convergente  Reihe  giebt,  wenn  der 
Werth  der  nten  Abgeleiteten  mit  n  nicht  ins  Unendliche  wächst, 
vnd  dass 

2)  die  Fanctioo  eine  divergente  oder  halb  convergente  Reihe 
giebt»  wenn  der  Werth  der  nten  Abgeleiteten  mitn  in*s  iJnendliche 
smlflumt« 


3. 

Aus  Gleichung  ^)  in  Nro.  1.  Iflsst  sich  zugleich  Maclaurins 
Reihe  mit  dem  Restgliede  entwickeln.  Bedeutet  nemlich  Fx  eine 
twiechen  Xq  und  Xt  continuirliche  Function  von  x,  so  hat  man 
fftr  irgend  einen  Werth  k  von  x,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
ü^,  die  identische  Gleichung 

F(k)=:F(x  +  [k^x]), 

In  welcher  man  k—x  als  Zunahme  von  x  betrachten  kann^  so 
^|as8  nach  Gleichung  5)  in  Nro.  1)  die  Beziehung  entsteht: 

1)  F{k) = Fix)  +  (k-x)F(x  +J[k—x] ) . 

In  dieser  Gleichung  muss  k,  sowie  x,  zwischen  x^J  und  xi  liegen, 
nnd  ftir  jeden  der  Werthc  von  k  kann  x  unendlich  verschiedene 
Werthe  annehmen;  es  kann  daher  x  sich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
Inderong  des  Werthes  von  k  herbeizuführen.  Diflferentiirt  man 
daher  mehrmals  (jlie  Gleichung  I)  in  Bezug  auf  o:,  und  schreibt 
der  Kflne  wegen  u'  statt  F{x+J[k — x]),  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 

0=zF'x  -u'  +(it-.r)«", 
Bud  XV.  ^^ 


I 
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0 = FWx — nifi*)  +'(*-«)  «<»+  '> ; 
MU  welthen  fOr  u',  u'',  u^, ....  u(")  die  Werthe  folgen : 

I 

u'=f»a;+(A:-^)tt", 
,     F"x  .  (k—x)*  _„ 


,.,     Ft»)«  .  (A-g)*  ,-.„ 


*{'■   ' 


i-  ■.•* 


Diese  Werthe  aber  wandeln  die  Gleichung  1)  in  folgende  um: 

2)        F{k)=Fx^•{k^x)F'x-\^  (*=^F./^+^i'  F«^^  ■'; 


+  ....+  ^^^i^-^^+^fe^'uO+t), 


2.3,..n  ^  2.3...n 

in  welcher 

u(«+i) = F(«+i)  (x  +  z/[A— a:]  ) 

ist.  Bleibt  nun  die  Function  Fx  für  den  Werth  a:=:0  contininr- 
lich,  sind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  tn 
endlicher  Anzahl  genommen ,  contiouirlich^  so  geht,  weon  man  i 
für  k  schreibt  4  Gleichung  2)  über  in 
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AnllSsiuiflr  der  Tom  Heranssrelier  des 
ArchlTS  genteUten  Anfffabe:  Durch 
Bwel  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu 
■teilen,  der  einen  anderen  ffeffclienen 
Kreis  In  den  EndpunlLten  dessellien 
iHirelimessers   des    letztem    Kreises 

sclineidet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Obtomtor  an  der  Sternwarte  sa  Dorpat 


L  Es  aeioD  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  (Taf.VII.Fie.  1.) 
^FGS  der  gegebene  Kreis«  dessen  Mittelpuuict  in  D.  Tneilt 
*B  AB  In  zwei  gleiche  Theile  in  J  und  zieht  JC  senkrecht  auf 
^1  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  und  B  gehenden 
^Äe  auf  der  Geraden  JC.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  ^esuch- 
">  Kreises.    Zieht  man   CD  und  FDE  senkrecht  auf  dieselbe, 

JIJiiDd  E  und  F  die    beiden  Durchschnitte  der  beiden  Kreise. 

^••wenn  man 

AJ=a,  JC=Q»  CD=zr,  DF=a 

^^%wA  den  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  ^Cb=CF=:X: 

JP=a«  +  p«=a2  +  r».  (1) 

r?^  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  zwi- 
n^^^n  den  Entfernungen  von  J  und  von  D  Statt  findet,  ist  eine 
^""^de,  die  auf  der  jD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JD 
?  Ax»  der  x  und  J  als  den  Anfangspunkt  rdchtwinklichter  Coor- 
^^I^Ud,  JDzs^f,  und  nennt  x  und  y  die  Coordinaten  eines  der 
l^^chten  Punkte;  so  wird 

16* 
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oder 

Man  braucht  aliK)  nur  einen  Punkt  dieser  Geraden  zu  kenneo, 
um  sie  ziehen  zu  können.  Einen  solchen  findet  man  aber  äusserst 
leicht 5  da  der  Gleichung  1)  durch  folgende  Annahme  Genüge  ge- 
leistet wird: 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  J/>,  bis  sie  den  Kreh  in 
G  schneidet»  und  errichtet  JB=s^JA  senkrecht  auf  JD\  so  ist  in 
diesem  besondern  Falle  Q=JG,  r=DB.  Mati  mache  also  JUE=JGr 
und  DK:=^DB  und  fille  KC  auf  JD  senkrecht»  bis  sie  die  6#ttde 
JC  in  C  schneidet;  so  ist  Cder  gesuchte  Mittelpunkt  des  gesoch* 
ten  Kreises.  Es  erhellet  zugleich,  dass  eü  tn  jedem  Pute  nur 
einen  solchen  Kreis  giebt 

%  Man  kann  dts  Aufgabe  auf  jslfii»  andere  Art  iSsefli  kidsv 
man  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  slleK  KfeiB#  isndlti 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  A  gehen»  und  den  gwebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmesser  dieses  Kreises 
durchschneiden ;  und  nachher  auf  dieselbe  Weise'  in  Beziehung  auf  . 
P  verfährt.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  dieser  beiden  geome- 
trischen Oerter  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Es 
sei  C  der  Mittelpunkt  des  gegebenem  Kreises  (Taf.  Vfl.  Fig.  2.)» 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  x,  C  der  Anfangspunkt 
der  rechtvrinklicht^n  Coordinaten,  CAsc^a,  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwähnten  Kreise  $>  v;  dessen  Halbmes- 
ser B  ;  so  sind  die  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnitts dieser  beiden  Kreise  as  und  y: 

:r«  +  y>=:=i22...(l);  (a;-Ö»  +  (y-.t;)» =«'«.... (2);.  ! 

und  die  Bedingungsgleicbung,  dass  der  gesuchte  Kreis  durch  den 
Punkt  A  geht»  ist: 

Sübtrahirt  man  (I)  von  (2),  so  ergiebt  sich: 

^  +  ty»— 2&r— 2i;^  +  Ä«=:Ä'», 
und  wenn  man  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (3)  subtrahirt:  : 

2i  (a-a:)--2t;^=:a^  — /?«....  (4) 

eine  Gleichung  einer  Geraden  ^  die  die  Durchschnittspunkte  beider^ 
Kreise  enthält.  Die  Bedingung,  dass  sie  durch  den  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreise  gehe,  oder  dass  sie  filr  ap=0.  .^==0  gelte '^ 
giebt : 

2a|=(a— Ä)  (a  +  Ä) (5). 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  jge* 
henden  Kreise«  die  den  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
selben Durchmessers  schneiden«  in  einer  auf  AC  senkrechten 
Geraden  liegen.  Nun  ist  aber,  weon  man  die  Gerade  AC  bis  By 
ihrem  Uurcnscbnitte  mit  dem  eegebenen  Kreise,  verlängert«  und 
eine  beliebige  Grad^  AE  zieht«  die  den  Kreis  in  2j  und  F 
schneidet: 

AF.AE-AD.AB:=z{a-'R){a^R), 

Macht  man  also  AEz=La,  oder  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
messer AC=^a  einen  Kreis«  der  den  gegebenen  in  E  schneidet, 
sieht  darauf  AE,  die  den  gegebenen  Kreis  noch  in  F  schneidet« 
aod  nimmt 

iS=AF,  oder  i=CG=^AF, 

errichtet  die  Senkrechte  CO  auf  AC;  so  ist  diese  der  gesuchte 
gttonetrisehe  Ort  aUer  solchen  Kreise. 

VeriUrt  ttUa  vMlig  eben  so  in  Besiehiing  auf  den  Punkt  B «  in- 
dem man  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen-  CE' 
beschreibt«  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E'  schneidet;  zieht 
die  Gerade  ££'«  die  den  Kreis  In  einem  aweiten  Punkte  ^^  schnei- 

1 
det»  macht  auf  der  Geraden  BC,  CG'^^BF  und  errichtet  in 

G*  die  Senkrechte  G'O  auf  BC;  so  Ist  diese  hinwiederum  der 
geometrische  Ort  aller  durch  B  gehenden  Kreise«  die  den  gege- 
benen Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schneiden. 

Der  Durchschnitt  C  der  beiden  Geraden  GC9  G'O,  und  nur 
Ataer  slleln«  Ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises«  der  durch 
die  Punkte  A  und  B  geht«  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
fnnlrteo  jt  und  J  desselben  Durchmessers  schneidet. 


iit 
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AoflSsungr  der  Aufi^alie:  Durch  vier 
fSegebene  Punkte  vier  Cfrer^ide  zu  sie- 
ben,  die  ein  €tuadrat  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Claasen, 

Obfcrvator  an  der  Sternwarte  zu  Dorpat. 


Es  seien  in  Taf.VII.Fi^.3.  die  gegebenen  Punkte  ^,Jff,  QDnnd 

fesuchte  Quadrat  ajSvd.  Zieht  man  C£f=^£  senkrecht  auf  JLB;  so  ii 
lein  zweiter  Punkt  aer  Seite,  die  durch  D  geht  Man  ziehe  also,  um  d; 
Quadrat  zu  bilden,  DE  und  durch  C  eine  mit  ihr  parallele ,  fera^ 
durch  A  und  B  zwei  auf  diese  beiden  senkrechte ;  so  bilden  diesem 
▼ier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat.  Eben  so  würde  ein  Quadrat- 
entstanden  sein,  wenn  man  den  Punkt  E  auf  der  andern  Seiten 
von  C  auf  der  Geraden  CE  genommen  hätte.  Zwei  andere  fänden 
man,  wenn  man  von  B  eine  senkrechte  auf  AC,  und  wle-^ 
der  zwei  andere ,  wenn  man  diese  senkrecht  auf  AD  zöge.  Ei^ 
giebt  also  in  allem  sechs  Auflosungen,  den  Fall  aus^enommeDjB. d 
wenn  der  Punkt  E  mit  D  zusammentailt,  wo  es  deren  eine  unend—  J 
liehe  Anzahl  giebt. 


Um   die  Richtigkeit   der  Auflosung  zu  zeigen,    braucht 
nur  nachzuweisen,    dass  aßz=ßd,   da  nach  der  Construction  all« 
Winkel  rechte  sipd.   Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geradei 
CE  und  Bd  in  e:  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  19.  Es  Ist" 
j^BfiB=:^sdE  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel, 
=:^i7eA,  als  Scheitelwinkel,  also  in  den  beiden  Dreiecken  €17 
tdE  auch  ^riBB=:^dEe^   oder  ^ABa=z^CEc.    Sei  Aa  sen 
recht  au( Bö,  also  parallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Cc  sen 
recht  auf  c£,  abo  Cc  parallel  mit  ßö  und  derselben  Geraden  glei 
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E«  sind  demnach,  da  die  beiden  Dreiecke  ABa  und  CEo  recht' 
wfaiklicht  eind,  einen  gleichen  Winkel  überdiess  haben,  und  die 
den  rechten  Winkel  ffegenflberstehenden  Seiten  AB  und  CE  ein- 
ander gleich  flind:  beäe  Dreiecke  einander  gleich,  und  also  auch 
die  den  beiden  gleichen  Winkeln  ^ABa  und  ^CEc  gegenüber- 
stehenden Seiten  Aa  und  Cc  oder  a/3  und  ßi  einander  gleich. 


ä 

ff, 

n 

at 

te 

k 


t 
e 
I 

i 
l 
I. 


Velbunirsanl^alieii  für  Schttler. 

8ati  TOB  dem  Herrn  Doctor  T.  Clansen,    ObserTator  an  der 

Sternwarte  sa   Dorpat« 

Man   kann  in  Taf.  VII.  Fi^.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 

VdUren,  wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  durch  A  und  B 

Mif  die  sich  in  C  schneiden ;  darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 

nh  nebt,  die  AC  in  D  und  BC  in  E  triflft.      Eine  durch  den 

Ikvelischnitt  F  der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C  eezoeene 

(«ade  CG  halbirt  die  AB  in  G. 


HO 


nfacUehlflr  in  der  AbbandliB«  TU.  XUL  Nr.  1 

Man  setxe: 
Seite  196  Zdle  2  t.  n.  (7)  statt  (I). 


» 


99 


99 


93 

99 
99 


197 

99 

3  T.  o.  im  Zähler  — 3)4-  statt  -^3-|-. 

202 

9» 

1    im  Zähler  i«  statt  r*. 

«9 

9» 

3  and  12    (fr)Vfi  statt  (fr)^. 

99 

99 

4  T.  o.    de  fr  statt  (fr). 

204 
206 

99 
99 

2  t.  a.1     -^     *--.-«. 
7  n«l  9!    <*>  •*•«  <^- 

206 

99 

1   im  Zähler  Cos^  statt  Cour. 

M 

•9 

9    ^  statt  ^. 

208 

9» 

3    2CosS:r-l  statt  3Ce^>:r=l. 

>» 

«9 

4    —%  statt  — JK. 

99 

99 

13    (it)  statt  (A). 

99 

9» 

16    (80)  statt  (81). 

209 

99 

19    /***  statt    /**. 
«/  0                  t/o 

210 

99 

16    (71)  statt  (91). 

211 

9» 

10    (57)  statt  (67). 

216 

99 

13    /         statt    /^*. 
t/ 0                  «/  0 

217 

»9 

5   2    statt  j. 

219 

99 

10    (G,)  statt  (Gs). 

Drackfehler  im  15ten  Theile« 

S.    63.  Z.  3  statt  ^0=:''  (Tora  aaf  der  Seite)  setze 


M' 


1  1 

S.  106.  Z.  6.  V.  u.  statt  „-f  ^-Lim.  t^*  —^lAm.i^*'  setie 
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Heber  den  Bevrilf  der  ComMnations« 

Iiehre  und  die  Bezeichnung  In  dersel-« 

lien  und  einige  neue  Sätze  über  die 

Combinationen  mit  beschränkten 

If^lederholuniT^^n. 

Von  dem 

f 

Herrn  Hofrath  Oett«nger 

KU  F  r  oi  liiirg   i.  K. 


ttegri/f  und  BezeichDung  der  fonibiuationeii. 

5   1. 

Em  Ist  Dicht  zu  verkennen»    da^s  die  Lehre  Ton  deA  Combi- 
Htionen   seit,  -ihrer  Begrflndung   durch    HlndeubuffiT,   Kramp^ 
■^faff,  Rothe,  Weingftrtner  etc.  «n  Inhalt  ond  Umfang  sich 
Hk  ervieitert  hat.  Eine  einfache  Vergleirhiing  der  diese  Wissen- 
schaft behandelnden  Schriften  aus  der  früiien^Zeit  mit  denen  ans 
^•r  neuem    und    neuesten  bestätigt   diese  Behauptung  filr  jeden. 
der  sie  mit  unbefangenem  Auge  betrachtet,  hinlänglich.  Sollte  nun 
^uch  Ton  mancher  Seite   ein  ungfinstigeH  Urtheil  fiber  diese  Wis- 
^eascbaft  gefallt  werden  wollen ,  so  behauptet  sie  doch  durch  ihre 
ABwendbarkeit    und  Brauchbarkeit  in   so  verschiedenen  Zweigen 
der  Mathematik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung,  welche 
|hrm   Einflnss  auf  die   treitere    Ansbildunj^    der  mathematischen 
WlssenTChaften  mehr  und  mehr  sichern  wird.    Denn  nicht  nur  in 
4er  «Agenannten  comhinatorischen  Analysis,  woßir  sie  ihre 
«(•tmi  Begründer  beniitsteii.    bewührt  sie  eine  unbestrittene  An- 
^wendbarlceit  und  Brauchbarkeit ,  sondern  auch  in  der  Di f f  e r  e  n  z  e n  - 
«ndSiimmenrechnung,  in  der  Lehre  von  den FakultXten  (nud 
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hiedurch  indirect  in  der  Differenzial-  und  Inte^ralrechniiDg)^  bei  der 
Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  Partialbrüche,  und 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  leistet  sie  unverkenn- 
bare und  nicht  leicht  auf  anderem  Wege  ersetzbare  Dienste,  wie 
ich  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen,  weiche  grösstentheils 
in  Crelle*s  Journal  erschienen  sind,  nachzuweisen  mich  be- 
mühte, und  auch  in  einem  Aufsatze  in  diesem  Archiv  (13. T  heil. 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Zweigen,  z.  ß.  in  der  Lehre  von  den  continuirlichen  Brü- 
chen, in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.  Ein  Versuch  dürfte 
wohl  der  Muhe  lohnen,  selbst  wenn  der  erste  nicht  geliRgeo 
sollte,  und  der  Erfolg  dürfte  nicht  zweifelhaft  sein,  wenn  ^er 
Gegenstand   von  der  richtigen  Seite  angefasst  wird. 

Wendet  man  nun  den  combinatorischen  Gebilden  seine  Anf* 
merksamkelt  zu,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  gi^osse  Uebelstände 
auf.  Der  eine  ist«  die  verschiedene  Benennung  ihrer  Grundbtgrife 
und  Grundgebiide,  der  andere  die  Verschiedenheit,  Zerfahrenbett 
und  Unsicherheit  in  ihrer  Zeichensprache,  so  das«  kaum  ein  lei- 
tender Gedanke  zu  erkennen  ist.  Jede  Wissenschaft  bedarf  einer 
Terminologie,  denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  benen- 
nen. Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  gebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  wird  sich  ihre  weitere  Entwicklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichgültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewählt  ist,  das  Ver- 
ständniss  sehr  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  Begründung 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  ihr 
zu  behandelnden  Stoffes  nöthig.  An  Ihn  muss  sich  dann  Name 
und  Darstellung  knüpfen. 

Diesec  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begriffes  zur  Seite,  denn  in  dieser  Wissenschaft  ist 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
sorgfältig  zu  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  den 
Begriff  nur  andeuten,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  dem 
zugehörigen  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenhang  statt  Et 
ist  etwas  Sinnliches,  Zufälliges,  nicht  Haupt-  sondern  Nebensache 
iiud^  unterliegt  der  Wahl.  i)bgleich  das  Zeichen  für  etwas  Aeos- 
serlicbcs  und  Zuf^llliges  erklärt  werden  muss,  so  ist  doch  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knüpfen  sich  we« 
seutliche  Vortheile.  Es  unterstützt  das  Gedächtniss,  die  Anfss-  j 
sung  und  Darstellung  der  Begriffe,  es  erleichtert  die  Entwicklimg  1 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  geoügei^  ? 
auf  einen  Fall ,  nämlich  die  Bezeichnung  der  Wurzelgrössen  dnrck 

"  1 

Va    und    a">    aufmerksam  zu  machen.    Während  die  erste  Be- 
zeichnungsweise  für    die  Entwicklung  schwerfällig   und  mübevolL 
ist,  wirkt  die  zweite  sehr  erleichternd  und  fordernd.   Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Zeichensprache  in  der  Combinations-Lehre,  ond  es  isftM 
nicht  zu  verkennen,   daiss  die  Verschiedenheit  und  Zerfahrenheifl^ 
in  der  Bezeichnung  sehr   ungünstig  in  der  Lehre  von  den  Com-  ^ 
binationen  gewirkt  hat  und  noch  wirkt;    denn  hat  sich  der  Lese'^a 
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le  ZeloheAspraclie  einer  Schrift   zu   eisen  gemacht ,    00  ist  cid 
arch  der  Schlflssel  filr  eine  zweite  und  dritte  ;ioch  nicht  gefunden« 

FOr  die  weitere  AuAbildun^  der  Combinationn-Lehre  ist  daher 
ioe  Feststellung  der  (>  r  u  n  cl  h  c  g  r  i  ff e  und  1)  e  z  e  i  ch  n  u  n  g  s  • 
eise  von  Wichtigi^eit.  Zu  dem  Ende  mögen  folgende  Benicr- 
angen  hier  ihre  Stelle  Gnden,  die  sich  an  uie  in  meiner  Combi- 
itioBS-Lehre  gegebenen  ßegrßndungen  luid  Erörterungen  an- 
:hlie8sen. 


s.  2. 

Begriffs-Böstimmung  und  Eintheilung   der  Cum- 

binationen. 

Die  Conibinationen  zerfallen,  wie  sich  leicht  bei  der  ersten 
nschaunng  der  durch  sie  hervorgebrachten  Gruppen  ergibt,  in 
wei  Arten  und  zwar: 

ü)  m  solche^  worin  die  einzelnen  Elemente,  welche  die  Grup- 
en  einer  bestimmten  Clasäe  hervorbringen,  in  ihrer  Stellung 
■d   Aufeinanderfolge  unter  einander  betrachtet   werden,  und 

ADD 

b)  in  solche  4  worin  die  Stellung  oder  Ordnung  der  auf  einan- 
er  folgenden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  nicht  in  Betracht 
ommt»  sondern  nur  darauf  Rücksicht  genommen  wird,  in  wie 
srD  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classo  von  einander 
arch  die  in  ihnen  auftretenden  Elemente  unterscheiden. 

In  der  ersten  Art  bildet  nach  dem  angegebenen  Begriffe  die 
)rdnang,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter  einander  er- 
icbeinen,  das  Merkmal  der  Unterscheidung,  und  es  können  meh- 
eire  Gruppen  die  gleichen  Elemente,  jocloch  in  veränderter 
Mdhm^  enthalten;  in  der  zweiton  Art  isillt  dieses  Merkmal  weg, 
ht  Orannng  oder  Stellung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter 
ülMnder  erscheinen ,  i^t  g a n z  gl e i ch gültig  und  die  Gruppen 
Melteheiden  sich  durch  die  Verschiedenheit  der  in  ihnen  vor« 
ilomnienden  Elemente. 

Stellt  man  der  Deutlichkeit  wegen  ("ombinationen  nach  dieser 
ittbestimmung  hier  zusammen ,  so  bat  man  für  die  Gruppen 
dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  der 
Aente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Gruppen  der 
^ten  Art  folgende  Zusammenstellung s 


abc 

bac 

eab 

dab 

abd 

bad 

cad 

dac 

aeb 

bca 

cbn 

dba 

acd 

bcd 

rbd 

dbc 

mlb 

bda 

cda 

dca 

ade 

bdc 

cdb 

dcb* 
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F(ir  die  Grojppeo  der  dritten  Classe  aas  vier  Elementen,  w< 
Stellung  nicht,  sondern  nur  der  Zutritt  neuer  Elei 
beachtet  wird,  also  für  Gruppen  der  zweiten  Art  b 
folgende  Zusammenstellung: 

abc 
abd 
ücd 
bed. 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  kommen  je  sechs  vor  {ai 
bac,  bca,  cab,  cba  u.  s.  w.),  die  sich  immer  nur  durch  di 
nung  oder  Stellung,  worin  die  Elemente  unter  einander  v 
mep,  unterscheiden.  In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  ist 
Merkmal  nicht  vorhanden.  Alle  diese  sechs  Formen  hah 
einen  Repräsentanten  (abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidi 
von  der  Gruppe  abd,  acdf  bcd  durch  die  Aufnahme  von 
stens  einem  neuen  Elemente. 

Die  erste  Art  dieser  Gebilde  soll  mit  dem  deutsrhen 
Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einand« 
setzt);  die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindung! 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  i 
den)  bezeichnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemein 
men  Combinationen  begriffen  werden. 

Untersacht  man  nun  beide  Arten  von  Combinationen 
so  können  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  vc 
dene  Elemente  vorkommen.  Diess  ist  in  den  oben  angeg 
Zusammenstellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  den 
nen  Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  auch  alle)  odf 
nur  bestmimte  Elemente  wiederholt  erscheinen,  und  zvi 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmt 
durch  wird  man  ferner  auf  den  Begriff  der  Combination« 
VITie derb olun gen  gelehrt;  welcher  sich  auf  die  beiden 
genannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt,  und  man  erl 
fori  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ttnd  Verbi 
gen  mit  Wiederholungen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  nun  zwei  Unterarten  von  «eil 
*  können  nämlich  bestimmte  Elemente  e i n  oder  mehrere 
den  einzelnem  Gruppen,  worin  sie  erscheinen,  wiederholt  c 
nen,  oder  es  können  alle  Elediente,  woraus  die  Gebilde  • 
werden,  wiederholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  können 
die  Wiederholungen  selbst  auf  versci/iedeiie  Weise  bes< 
▼orkommen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Corobin: 
in  solche  mit  beschränkten  W^iederholungen  uiid  In 
mit  unbeschränkten  Wiederholungen. 

Da  die  Begriffsbestimmungen  dieses  Paragraphen  die  Gn 
der  nachfolgenden  Erörterungen  bilden ,  And  eine  klare  Einsi 
allem  hier  erfordert  wird,  so  soll  nun  auch  eineZusammenstelk 
ser  verschiedenen  Combinatlonsarten  hier  gegeben  werden 
verfolgen  das  oben  gegebene  Beispiel  weiter. 
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Gruppen  der  Versetsungen  mit  Wiederholungeo 
rier  Element«!)  zur  dritten  Classe  sind: 

ooa    aca    baa    bca    caa    cca    daa  dek 

aab     acb     bab     beb    cab     ccb     dab  dcb 

aae     acc     bac     bcc    cac     ccc    dac  dcc 

aad    acd     bad    bcd    cad    ccd    dad  dcd 

aba    ada    bba    bda    cba     cda    dba  dda 

abb    adb     bbb     bdb    ebb    cdb    dbb  ddb 

abc    ade    bbc    bdc     cbc    edc    dhc  dd^ 

abd    add    bbd    bdd    cbd    cdd    dbd  ddd 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
fiar  Elementen  lur  dritten  Classe  sind : 

ddd 


aaa 

bbb 

ccc 

aab 

bbc 

ccd 

aac 

bbd 

cdd 

aad 

bcc 

abb 

bcd 

abc 

bdd 

abd 

acc 

acd 

add 

h  den  Gruppen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 
wtniDff  der  einzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend ,  wie 
cd,  baCi  cbd,  cdb,  dbc,  dcb  u.  s.  w.  und  zu^feich  der  der 
derholung,  ^ie  in  aaa,  bbb,,».  und  endlich  beide  in  Verbin- 
[  mit  einander,  wie  in  aab,  aba,  baa,  oder  in  abb,  bab,  bba 
.  w.  Sie  fahren  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetsun- 
init  Wiederholungen^  denn  ihre  EigenthQmlichkeit  ist 
k  beide  Worte  festgehalten. 

h  den  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  vorerst  der  oben 
tt  b)  gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gnippen  unter- 
Ideii  sich  Ton  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
»ounenden  Elemente,  sondern  dadurch,  dass  in  den  rerschie* 
»Gnippen  nicht  dieselben,  sondern  verschiedene  Ele- 
to  Torfcommen,  und  es  genfigt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
vorkommenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  In  den  Grup- 
Moa,  aab,  bcd,  bdd.,..  Femer  macht  sich  neben  der  Art, 
die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
»hdiing  treten,  der  Begriff  der  Wiederholung  geltend,  wie  In 
Gruppen  aab,  bbc,  ccc...     Diese  Gruppen  werdeo  in  Ihrer 
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EigeDtbümlichkeU  ganx   gut  durch  den  Namen  VerbiodüigCB 
init  Wiederholungen   bezeichnet 

Die  Combinationen  mit  beschränkten  Wiederholungen  sollen 
hier  nicht  besonders  hervorgehoben  werden,  da  wir  später  aofsit 
zurückkommen   werden. 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  führen  nqn  zu  folgendeoi 
Schema  über  Eintheilung  der  Combinationen: 

1)  Ver^etzunffen. 

a)  Versetzungen  ohne  Wiederholungen, 

6)  Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

a)  Versetzungen   mit    beschränkten    Wieder« 
holungen, 

ß)  Versetzungenmit  unbeschränkten  Wieder' 
holungen.  '■ 

2)  Verbindungen. 

a)  Verbindungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Verbindungen  mit  Wiederholungen. 

(t)  Verbindungen    mit    beschränkten   Wieder- 
holungen« 

P)  Verbindungen     mit    unbeschränkten  Wie- 
derholungen. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  durch  seine  £iiifacli- 
heit,  andererseits  durch  den  Zusammenhangs  welcher  zwischen 
beiden  Combinationsarten  herrscht.  Mau  kann  nämlich,  wi^  mas 
sich  leicht  aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  der  Gruppen 
für  dieselben  überzeugt,  von  den  Gruppen  der  Versetzungen 
(mit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  anf 
diei  Gruppe»  der  Verbindungen  (mit  oder  ohne  Wu^dierboian* 

fen)  zn  derselben  Glasse  übergehen,  wenn  man  aus  den  Gri|ppf»ädei 
^ef Satzungen  die  A  itfeinander  folge  der  Elemente  aussÜ^SHt^«^ 
nur  die  u«|er  sich  verschiedenen  Gruppen  berücksichtigt ;  un^JMBfl^ 
kehrt  kann  mau  von  den  Gruppen  der  Verbindungen  (mit  wi 
ohne  Wiederholungen)  zu,  einer  bestimmten  Classe  auf  die  Gvsf 
pen  der  Versetzungen  zur  nämlichen  Classe  übergehept,  w|99 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  .A.9fiiyDir 
anderfolge  der  Elemente  oder  die  Verse tzungen^  welele 
die  Elemente  einer  leden  Gruppe  unter  sich  eingehen'  kSmiaD» 
einfiftrt.  ^ 


'■■I 


..  Aioo  kit^nnte  auch  zur  Ben^nuung  der  verschiedenen  Arten  t^ 
diesen  Gebilden  nur  den  Namen  Combinationen  wählen;  d^ 
würden  aus  dem  oben  voi:geiegteo  Schema  folgende  Nameti  lO' 
U.nt^rsch^ung  djer  in  Frage  atenonden  Gebilde  messen; 

a)    Cön^hiv^tionen  mit  Versetzungen. 

k)    Cormbinatianen  mit  Versetzungen  i»»d  Wi«d#l^ 


5     7  ,   <       l|l- 
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«)    Conibiiiatiüiien   mit  V  ersutziingeii    und    be- 
8  ch  r  2i  n  k  t  e  II    W  i  e  d  e  r  li  o  I  u  ii  i^tMi , 

ß)    Combiiiutioiieii  iitit  V'er8ützung«ri  uud  unbe- 
schränkten Wi  e  d  e  r  h  o  I  u  n  u  e  n. 

c)  Comblnationen  ohne    Versetzungen. 

d)  Comblnationen  ohne  Ver8etzungen  mit  Wieder- 
holungen. 

«)    Combinationen  ohny  Versetzungen    mit   be- 
schränk t  e n  W  i ed e  r  h o  I u  II  i^e  n , 

ß)    Combinationen    ohne  \  ersctzungen  mit  un- 
beschränkten   Wied  er  holungen. 

Diese  Benennun|jen  bezeichnen,  wie  man  sieht,  dieselben 
Dbge  und  Begriffe.  Sie  snid  aber  sehr  schvvcHalligy  stehen  jeden- 
bUa  den  zuerst  gegebenen  an  Kiir/e  und  Zu^eckmässigkeit  nach 
ind  empfehlen  sicli  deswegen  keineswegs  zur  Annahme. 


{.  3. 

Gtiohlclitliche  Notizen   über  Uegrirfsbestimmung  und 
Benennung   der   Combinationen  nebst   Kritik. 

Wir  stellen  pun  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
(Uten  Schema  die  von  Hindenburg  gegebene  Eintheilung  der 
Cunbinationen  entgegen.  Nach  ihm  zerfallen  sie  (Novi  systema- 
b  Parmutationum,  Combinationum  ae  Variationum  primae  lineae. 
l^ti  1781.  pg.  4.  u.  ff.)  in  folgende  drei: 

a)  Versetznngen  (Pcrmutationes  sive  transpositiones) , 

b)  Verbindungen  (Combi nationes  sive  compiicationes), 

q)    Variationen  (Variationes  sive  complicationes  cum  permu- 
tationibus). 

Uoter  Versetzungen  ( permutationes )  versteht  Binden- 
ktrg  diejeni<j|ßn  Gebilde,  wel<:he  immer  die  nämlichen  Elemente 
(nt)  führen  und  sich  nur  durch  die  Stellung,  welche  die  erseu- 

Cen  Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cum 
I  T«8,  servata  earum  multitudinc,  sed  iion  ordine,  omnibus 
fäJbm  possunt  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  kon- 
M» unter  sich  gleiche  Kiemente,  aber  immer  gleich  vielnuü  wie- 
derholt erscheinen  (wie  z.  B.  aöb,  bab,  bbu).  Aus  der  weitern 
ÄnsfÄhning  und  auch  aus  der  weitern  Bestimmung  der  zugehiVi- 
■Ni  Gruppenzahl  (pg.  23.  u.  f.  des  oben  angeliihrten  Werke.s)  eeht 
kmor»  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Cla»- 
•eoxahl  gleich  kommen  iiiiiss.  Nach  der  hier  gewählten  Termi- 
Miogi«  sind  es  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  au»  » 
lieneDtan  lur  iitoa  Classe  und  bestimmte  Fälle  der  Veraetzwigea 
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mit  beschränkten  Wiederholungen  (also  beides  nur  äpecielle  Fälle 
zweier  Conibinatloiisarten). 

Unter  Verbindungen  (Combinationes)  versteht  er  solche 
Gebilde,  worin  die  Elemente  aus  irgend  einer  gegebenen  Anzahl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones),  zu  dreien  (leruiones)  o.  8.  vr, 
zusammengestellt  werden ,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  singularum  (rerum)  vicissitudinisve  habito  respectu).  Dabei 
können  die  erzeugenden  Elemente  wiederholt  erscheinen  oder 
nicht. 

Unter  Variationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche  entste- 
hen, wenn  in  den  Gruppen  der  Verbindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungeu)  auch  die  Versetzungen  vorkommen  (Variationes  sive 
Complicationes   cum   Permutationibus).     Hiebet  wird  die  unter  a) 

Segeoene  Beschränkung  aufgehoben,  dass  die  Eiementenzahl  mit 
en  Classenexponenten  übereinstimmen  mfisse,  und  es  können  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  fuhren.  Hierunter  werden 
also  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Versetzungen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n  Elementen  in  den  verschiedenen  Classen 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondern  Fälle.  Die 
von  Hindenburg  Gegebene  Begriffsübedtimmung  wird  von  ihm  je- 
dorh  nichl  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  führt  auch  noch  andere 
Falle  bei  Aufstellung  der  zugehurigen  Zahlenausdrücke  unter  die- 
ser Betnennung  auf. 

Eiden  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  avfge- 
f&hrten  Arten  dieser  Gebilde  umsch Hess t,  hat  Hindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combioe- 
tionen  wurde  in  den  meisten  •  die  Combinationslehre  behandelnden 
Schriften  beibehalten.  So  von  Weingärtner  (Lehrbuch  der  cpm- 
binatorischen  Analysis.  2  Thie),  Stahl  (Einleitung  in  das  Sta* 
dium  der  Combinationslehre),  Lorenz  (Lehrbegriff  der  Syntaktik 
oder  Combinationslehre),  Spehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Combi- 
nationslehre), Thibaut  (Grundriss  der  allgemeinen  Arithmetik 
oder  Analysis)  u.  A. 

In  dar  gebrauchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  einige  Ver- 
schiedenheit. So  werden  die  Verbindungen  auch  mit  dem 
Namen  „Combinationen  überhaupt  mit  und  ohne  Wiedev- 
holungeo,  auch  „Combinationen  im engern'S  oder  „eigent- 
lichen Sinne*'  bezeichnet.  Auch  kommen  die  Namen  „geord^ 
nete,  wohl  geordnete*'  oder  „gut  geordnete  Combinatlo« 
nen''  vor,  so  dass  man  unwilikiihrlich  an  die  Titel  „wohlgeboreB» 
hochwohlgeboren '^  etc.  erinnert  wird. 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  orad  mit 
Wiederholungen  fallt  offenbar  mit  dem  der  Versetzungen  olme 
und  mit  Wiederholungen ,  wie  er  oben  in  dem  von  mir  aurgestell- 
ten Schema  vorkommt,    zusammen.    Nur  ist  dort  weiter,    wie 


t 


len  iscneraa  vorKommi,    zusammen,     i^ur  isc  aorc  weiter,    wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  zwischen  beschränkten  und  un«    !* 
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beschrlukten  Wiederholungen  antcrschiedeD.  Die  Gebilde, 
welche  Hindenburs  und  seine  Nachfolger  unter  dem  unter  a) 
aufgeführten  Namen  Ver8etzuneen  (Permutationes)  bezeichne- 
fen,  sind  nach  der  Hin  den  bürg  sehen  Terminologie  in  der  That 
nicht«  anderes  als  Variationen  ohne  Wiederholungen  ans 
M  Elementen  zur  nten  Classe,  worin  auch  eine  bestimmte 
Zahl  von  Elementen  einander  gleich  sein  kann,  verstanden. 

Die  von  Hinckenhurg  aufgestellte  Eintheilung  der  (-ombina- 
tionen  in  drei  Arten:  in  Fermutationen,  Comhinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet, 
widerapricht  sogar  einer  richtigen  Anschauungsweise  und  ist  daher 
unrichtig.  8ie  charakterisirt  einen  besondern  Fall  einer  be- 
•ämmten  Unterart  als  allgemeinen  Begriff,  coordinirt  ihn  anstatt 
ihn  unterzuordnen. 

Alle  Corobinationen  (Versetzungen  und  Verbindungen) 
lerfallen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  vorkommen- 
den Elemente  in  verschiedene  Classen  oder  Ordnungen  und  unter* 
iiesen  in  dieser  Zergliedeiuug  durchweg  den  gleichen  Gesetzen. 
Ouer  ist  nicht  abzusehen,  warum  die  Gruppen  des  bestimmten 
Falles  9  wenn  gerade  so  viel  Elemente  in  ihnen  vorkommen  als 
der  Claaseoezpouent  Einheiten  enthält  (Versetzungen  ans  n  Ele- 
menten zur  nten  Classe)  einen  besondern  Namen  führen  und 
«ogar  za  einem  Gattun^sbegrifl  erhoben  werden  sollen.  Dies« 
gtechieht  aber  offenbar  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  der  Hin- 
denburg'schen  Eintheilungsweise.  Wollte  man  consequent  ver- 
lehren,  ho  müsste  man  den  Verbindungen  aus  n  Elementen 
Bur  nten  Classe  (mit  und  ohne  Wiedi^holungen)  und  den  Ver* 
•etzangen  und  Wiederhdiungen  aus  n  Elementen  zur  nten  Classe 
euch  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Gat- 
tnngebegriff  erbeben,  was  offenbar  gegen  jede  richtige  Schluss- 
folgerang verstosst. 

Diese  Erörterung  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  unzwei* 
felhaft  darthun,  dass  die  ilindenburg*scbe  Eintheilung  der  Com* 
binetionen  in  drei  unter  sich  verschiedene  und  coordinirte 
Arten  (Permutationen,  Coiubinationeu  und  Variationen)  unrichtig 
ist»  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
anter  sich  verschiedene  und  coordinirte  Arten  zulässt,  die 
von  Hindenburg  Combinationes  sive  Comulicationes  und  Varia* 
tiones  sive  Complicationes  cum  permutationibus  genannt  wurden, 
und  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men «»Verbindungen  und  ÄTer Setzungen"  bezeichne  und 
wobei  nur  der  Unterschied  vorkommt,  dass  die  Benennung  „Va- 
riefionen*'  durch  „Versetzungen"  ersetzt  ist.  Diess  schien  mir 
an  eo  zulässiger,  da  das  VVort  „Versetzungen''  den  oben 
gegebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
,, Variationen",  denn  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
trechelnng"  und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht. 

Hindenburg  \iht  keinen  allgemeinen  Namen  ffir  die  in  Frage 
atebenden  Gebilde  aufgestellt,  wie  der  Titel  des  ol>eo  ao^efiihr- 
ten  Werkes  besagt.    Sie  lassen  sich  ganz  zweckmässig  mit  dem 
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Namen  „CombiiiatioDeD''  bezeichnen.  Dafiir  hat  auch  der 
Sprachgebrauch  entschieden,  wie  die  Ausdräcke  nCombinato- 
rische  Analysis,  Combinations-Lehre,  coiablnatoriaches 
Verfahren  etc/' deutlich  darthun,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Ope- 
rationen, welche  die  Gorabinationslehre  lehrt  und  die  Analysi« 
gebraucht,  mit  allen  sich  daran  knüpfenden  Geschäften »  angedeu- 
tet weiden. 

Ganz  unstatthaft  ist  die  Benennung  „geordnete,  frohige- 
ordnete  oder  gut  geordnete  (rite  ordinatae)  Combinationen*'. 
•Sie  bezieht  sieb  nur  auf  die  Methode,  wie  die  Gruppen  dieser 
Verbindungen  gebildet  werden  (wobei  mau  zur  £rleicliteruDg  des 
Verfahrens  allerdings  ganz  sachgemäss  die  Elemente  nach  einer 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  den  Be- 
griff selbst,  wie  diess  auch  bei  der  Gruppen bildung  der  Versetzun- 
gen mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Die  Verbindun- 
gen (mit  und  ohne  Wiederholungen)  charakterisiren  sieb  nach  der 
^  §-  ^*  gegebenen  Begriffisentwrcklung  vorzugsweise  als  solche 
Gebilde,  worin  gerade  die  Ordnung,  in  welcher  die  Elemente 
aaf  einander  folgen ,  ausgeschlossen  und  daher  ganz  unwesent- 
lich ist  So  steilen  z.  B.  die  sechs  Formen  abc,  acb^  bac,  bea» 
cabr  eba  nur  eine  Gruppe  dar,  wenn  von  den  Gruppen  der  Ver- 
bindungen zur  dritten  Cflasse  die  Rede  ist ,  denn  ucb  hat  in  die- 
sen Falle  die  nämliche  Bedeutung  wie  cba  oder  b€a  o.  s.  f.  and 
alle  zusammen  vertreten  den  nämlichen  Begriff.  Ist  aber  von  den 
Versetzungen  zur  dritten  Classe  die  Rede,  dann  steilen  diese  Cre- 


bilde  sechs  verschiedene  Gruppen  dar  und  acb  ist  eine  an- 
dere Gruppe  als  abc^  oder  cba,  Sie  sind  nicht  mehr  unter  ein- 
ander identisch,  sondern  dem  Begriffe  nach  unter  sich  gesonderte 
Dinge. 


Bezeichnung  der  Combinationen* 

Um  die  so  wünschenswerthe  Einheit  und  Einförmigkeit  flir  Ae 
Bezeichnung  der  Gombinationen  zu  gewinnen,  werden  folgende 
Sätze,  die  ich  schon  in  meiner  Combinationslebre  ^.  7.  aufgeflihrt 
habe,  als  fordernd  zu  betrachten  sein. 


I  w 


Die  zu  wählenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein»  dass  sie 

1)  den  anzudeutenden  Begriff  richtig  aufnehmen  und  daher 
klar  und  erschupfend  vorlegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Begrilb 
mitwirkende  Elemente  müssen  zusammengefesst  werden,  keines 
darf  übersehen ,  "und  nichts  Unerhebliches  oder  Zufttlliges  als  vre» 
sentlieh  bezeichnet  sein; 

2)  dass  sie  sich  der  Methode,  womach  die  Zeichen  einer 
Wissenschaft  überhaupt  gewählt  werden,  anschliessea.  WSIkühr 
und  Unsicherheit  miisseii  unterdrückt  und  allgemeinen  Gesidbts^ 
punkten  untergeordnet  werden« 
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3)  Zeichens  die  in  der  Wissenschaft  schon  eine  bet^timmte 
Bedeutung  erhalten  haben,  müssen  liiefär  ausschliesslich  beibe^ 
halten  und  kunnen  nicht  auf  andere  Begriffe  übergetragen  wer- 
den. Die  Vernachlässigung  dieses  Punktes  bringt  Unsicherheit 
und  Verwirrung  in  die  ßezeichnungs weise. 

Nach  diesen  Andeutungen  müssen  die  Zeichen  in  der  Com- 
binationslehre  so  gewühlt  werden,  dass  in  ihnen  alle»  von  einem 
fifigriffe  umschlossenen  Geschäfte  enthalten  und  ausgesprochen 
sind.    Da&  Zeichen  muss  daher  angeben: 

a)  die  Art  der  Combinatione'n,  welche  gebildet  werder» 
sollen,  als  da  sind:  Versetzungen  oder  Verbindungen,  ohne  und 
mit  Wiederholungen,  mit  beschränkten  und  unbescnränkteii ; 

6)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sol- 
len, aus  oM^er  oder  mehreren  Elementenreiheu.  Viele  von 
den  bisher  .»gewählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  ganz. 
und  dürften  deswegen  unzulässig  sein; 

c)  die  C  lasse,  oder  Ordnung,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente, 
w^lehie  iu  jeder  der  siu  bildenden  Classen  zusammengestellt  wer- 
den sollen 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehlen  dürfen,  können  noch  andere  Nebenbegriffe  aufgenommen 
«Rcrdeo»  wie  z.  B.  i^ummen,  welche  die  zusammenwir- 
kende» Elemente  hervorbringen  sollen,  oder  Abtheilungen 
oder  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  sollen  und  derglei- 
chen metr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  Jedem  Werke,  worin  auch 
nur  die  ersten  Elementarsätze  der  (  ombinationslehre  behandelt 
werden,  und  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dern den  darzustellenden  Begriff  mit  Worten  geben,  die  hier  auf- 
gestellten Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
gleichförmigen  Be/eiehnungsweise  hat  sich  aber  diese  Aner- 
kennung noch  nicht  gesteigert.  Jeder  geht  der  hergebrachten 
Gewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeichen  aber  ist  die  kürzeste 
Terminologie,  erspart  viele  Worte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
bildung der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus- Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
zelnen durchgeuihrt ,  sondern  muss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  und  durch  dlmälige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  soll  nun  der  Versuch  einer  solchen  Anbah- 
mvas;  in  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  sich  viel- 
Id^nt  dadurch  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hin  den  bürg  ge* 
Wl|Ute  Aber  Aicht  durchgeführte,  iu  vielen  Schriften  auch  schon 
aogenonunene ,  von  anclern  wieder  verlassene  Bezeichnungsweise 
ZU  Grunde  gelegt  wird,  die  überdicss  den  Vorzug  grosser  Bild- 
A^onkeit  uncf  Brauchbarkeit  bietet ,  wie  aus  meiner  Combinatious* 
I  Are  hervorgeht ,  wo  sie  sich  systematisch  weiter  ausgebildet  und 
dnrchgefährt  findet. 


I 
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Die  Versetzangen   werden  dieser  Methode  zufolge  durch  P 

SAnfauffsbucbstabe  des  Wortes  Perroutatio),  die  VerbiDdungen 
lurcb  &  (Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Conibinatio)  angedeutet, 
die  Elemente  werden  neben  an  geschrieben,  durch  Kommata  ge- 
trennt und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
Schiussklammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  zuste- 
hen, so  wie  die  unter  a)  —  c)  aufgestellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederholungen  werden  durch  einen  Strich  aneezeigt,  der 
oben  rechts  an  den  Buchstaben  P  und  G  nach  dem  Vorgänge  der 
meisten  Schrillen  gesetzt  wird.  Beschränkte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden ,  wie  diese  be- 
kanntlich längst  gebräuchlich   ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen 
au«  den  Elementen  O],  Og,  03  ....On  (n  Elementen)  zur  ^ten  ClaMe 
bezeichnet  durch 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeschrinkt) 
aus  denselben  Elementen  zu  derselben  Classe  durch 

6)  /^(tfj.  «a.  a8,....OfiK 

Die  Versetzungen,  worin  ein  Element  (a^  /broal,  ein  an- 
deres (04)  Amal  wiederholt  ecscheint  (mit  bescbräidcten  Wie- 
derholungen) durch 

6)  i^K»  «*».  o»»  a*4.  aa,....afi)«. 
Hierin  ist  bekanntlich 

Die  Verbindungen  ohne  und  mit  Wiederholungen  aus  den 
oben  genannten  Elementen  zur  ^en  Ciasse  werden  analog  durch 
folgende  Zeichen  angedeutet: 

7)  Cifli  ,  «a»  fl3,....ön)', 

8)  0(axt  er«,  a3,....ai,)9 

9)  C(ai,  a*2,  «3»  a*4»  fl6»—-««)*- 

Sollen  Combinationcn  in  irgend  einer  Classe  zu  einer  beetiniin- 
ten  Summe  bezeichnet  werden,  so  tritt  noch  ein  neues  Element 
hinzu,  das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  muss.  Diess  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Elemente 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  folgen  lässt.  Alles  andere  bleibt  an  der  Bezeicb* 
nunff  ungeändert  Die  Combinationen  (Versetzungen  nnd  Ver- 
bindungen) mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  irgend  einer 
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EtementeDiahl   lu  der  qten  Clasae  sur  Summe  m  werdeu  sofort 
der  Reibe  uch  beaeichiiet  durch : 

10)  P(/in;ai,  03,0, )f. 

11)  P'(/m;ai»  a^,  a^ . ,.  am^^i)9 , 

12)  C(Jm\ai,  a„  a, )?, 

13)  C(Jm;ai ,  a«,  Og  ....am-ffi)«. 

Sollen  Corobinationen  zu  bestimmten  Unterschieden  anf^edentet 
werden »  so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Weise,  hur  mit  der 
Ahäaderutiff  dargestellt,  duss  man  allenthalben  d  statt  /  schreibt 
and  alles  Uebrige  in  dem  Zeichen  unverändert  läset.  Kommen 
mehrere  Elementenreihen  in  Frage ,  so  werden  fefie  in  die  Klammer 
eingetragen. 

Die  Zahlen  ausdrücke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
lassen  sich  einfach  durch  eckige  Klammern  statt  runder  an- 
geben.   Man  hat  dann 

14)    P[öi,  o,,  a3....a«]«=ii«l-i=«(n— l)(ii— 2)...(«— 7+1). 

Die  hier  gegebene  Bezeichnunesweise  beurkundet  ihre  Zweck- 
mXssigkelt  insbesondere  dadurch ,  dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Bestimmungen  in  sich  aufnimmt,  und  dass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  Comblnationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher  durch 
Worte,  also  aiif  viel  umständlichere  Weise,  ausgedrückt  wurden. 
Diese  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen* 
reihen  erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  u. 
••  w.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combinationslehre ,  aus 
meiner  Abhandlung  „die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementenreihen 
u.  8.  w/'  überzeugen  kann.  Sollen  zl  B.  die  Gruppen  der  Oombi- 
nationen  verschiedener  Elementenreihen  so  mit  einander  verbun- 
dem  werden,  dass  je  A  Elemente  der  ersten  Reihe  mit  je  k  Ele- 
menten einer  zweiten,  mit  je  /  Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
zasammentreten  und  zwar  so,  dass  sich  die  Elemente  verschiede- 
ner Reihen  nicht  unter  einander  vermischen,  so  kann  man  diess 
dadurch  darstellen,  dass  man  die  üimen^ionen,  jn  welchen  die 
Elemente  neben  einander  treten ,  als  Exponenten  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  von  «inander  trennt  Hierdureh  ent- 
stehen folgende  Zeichen: 

15)  P(fli  >  a«»  fls""  ö»»>fti »  ^•**8»-"^« 5  <?i »  ^»"«^p  •••)*•  *'''"• 

16)  C(<Hi  ,a2*""^m*^i'  ff^fb^""bn3Ci,C2»'"  Cp ;....)*» *»'■••• 

die  auch  (tir  die  Vt^rsetzungen   und  Verbindungen  mit  Wlederho 
langen  gelten. 
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Es  wird  geoflgen,  die  Grundzüge  dieser  BceeichniingsweUMi 
hier  festgesteut  za  haben.  Wegen  der  weitem  Aosffibnuig  rer- 
weise  ich  auf  den  Inhalt  der  Abschnitte  IV — VIll.  meiner  Com- 
binations-Lehre,  wo  das  Hieber-Gehurige  tiachzusehen  ist« 


$.5 

Geschichtliche  Bemerkungen. 

Die  Elemente  wurden  anßinglich  durch  die  Buehstabeii  dem 
Alphabetes 

a,  u,  c,  dp  e,  f,  * 

oder  durch  Zahlen, 

1,  2,  3y  4,  5,  6,  tf...« 

bezeichnet  und  zwar  so,  dass  a  das  erste,  b  das  zweite ^  c  daa 
dritte  Element  u.  s.  w.  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  Hindenburg^ 
Weingärtner,  Stahl  u.  s.  w.  In  spätem  Schriften  von  Tbi-* 
baut,  Scherk  u.  A.  wurde  diese  Darstellungsweise  wieder  ver- 
lassen und  man  findet  nur  ein  Element,  und  über  dasselbe  dhe 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise: 

12     9     4     5     6       n 

a,  #1«  n^  a,  iHp  a...«a. 

Diese  Bezeichnung  ist  im  Schreiben  sehr  zeitraubend  und  für  den 
Druck  ungeeignet.  Die  oben  in  §.  4«  angenommene  Bezeich nungs« 
weise  der  Elemente  durch  Anhängen  der  Stellenzahlen 

^\*  ^»  ^»  ^9  05,...«afB 
vermeidet  diese  Nachtheile  und  fordert  den  Ueberblick  sehr. 

Das  Vorschreiben  der  grossen  Buchstaben  P  und  C  vor  die 
in  Klammern  eingeschlossenen  Elemente  zu^  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Combinationsarten  steht  mit  der  Methode,  welche 
in  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnung  der  Begriffe  in  der  Matbe^ 
niatik  in  Anwendung  gebracht  wurde,  vollkommen  in  Einlüang. 
Man  darf  sich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  LogaritE» 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  HindenbHrs  fasste 
diese  Idee  auf  und  sagt  p.  41.  des  oben  angeführten  Werken : 
,,Operationes  combinatoriae  optime  et  simplicissime  indiicantur 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  sive 
numeris,  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatio  iii- 
stitui  debet^^  und  schlägt  folgende  Zeichen  vor: 


Permutationes  (a,  6,  e,  dr>—)  sive  P(l,  2,  3,  4,....), 
Complicationes  (1,  2,  3,  4,....)  vel  C(a,  ß,  y,  d, .. .), 
Variationes  (l,  2,  3,  4,....)  sive   V(ot,  ß,  y,  d,....); 
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häK  aber  den  Gedanken  nicht  fest,  und  v^ählt  «o^ar  eine  Beseich- 
■ungsweise,  worin  die  den  Begriff  erzeugenden  Momente  gar  eicht 
zu  erkennen  sind.  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verbindunc^en  aus 
nElemente  zur  ersten,  zweiten,  dritten  Classe  u.  s.  w.  durch 

Diese  Bezeichnun^sweise  wird  von  VVeingär tner,  Stahl  u.  A. 
festgehalten.  Dem  Ciassenexponenten  wird  aber  in  all  diesen  Dar- 
atelhingen  keine  Rflcksicht  getragen.  In  spätem  Schriften  wird 
der  Ekponent  Gber  den  die  Gebilde  andeutenden  Buchstaben  und 
die  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechts  zur  Seite 
angeschrieben  auf  folgende  Weise: 


C(a,  6,  c,....w)  oder  r'(li  2,  3 n) 


oder 


Ij  oder  (!' 

(a,  b»  c,....n)  (] ,  2,  3,....fi). 

Unaweifeihaft  gebührt  dem  Zeichen 

f/ (fli ,  fla .  a^f ....  ffn)' 

Tor  den  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  Fällen  und  nament- 
lich bei  Gollectiv-Bezeichnungen  können  zur  Raum-Ersparung  die 
Elemente  unten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenommen  wer- 
den« so  wurde  die  sie  bezeichnende  Zahl  rechts  oder  link«  oben 
angeschriehen.  Diese  Stelle  gebührt  aber  nicht  der  Summe,  son- 
dern dem  Exponenten;  daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
Zeichen  eine  andere  Stelle  einnehmen ,  wie  diess  auch  schon  oben 
darchgeRihrt  ist. 

Um  nun  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnungen  in 
den  Comblnationen  durch  einander  laufen,  soll  hier  Einiges  zu- 
sammen und  den  oben  gegebeiren  Zeichen  gegenüber  gestellt 
werden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
▼on  Hindenburg,  Thibaut,  Eytelwein  und  Spehr  ge- 
brauchten: 


1)  Terfietzungen 
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Hiudenbttrf         Thibaut  EyUlweh  AH** 


Verfietzunffen  ■■ 

ohne  Wieaer     P(ai»<fs><..an)"'>  M'(^\eg.M),   V,        Vm\ 
holungen 

2)  Versetzungen  m  m 

mit  Wiederho.  P'ia^.a^.On)'^.  '»(lieg.Äf),  'F.        'F«.       V\ 
lungen 

^)  Tersetzgn.mit  m  « 

Wiederhol,  zu    /^(/it;a,,ii»,..)-,«ilf(lieg.Jlf),»F«,      »P«,    »Fj 
best  Summen 

4)  Verbindungen  m  « 
ohne  Wieaer-     C(a|,a^,.-an)"*>  M'(steh.M),   C,         Cn»       C« 

holungen 

5)  Verbindungen  ■ 
mit    Wieder-     C'{a^,ag^...an)^,  'M(steh-M),  '£>,        Cm.      C} 

holungen 

0}  Verbind,    mit  m  ■ ' 

Wiederh.     zu    C'(/«;fli »''«.•->"'. w'»M(steh.M),c"C,    \L»Cm  P^C 
best.  Summen 

Wer  ein  treues  Bild    von  dieser  verwirrenden  Bezeichomgi* 
weise  wünscht,  der  wird  sie  in  det  Schrift  über  »^die  BeseichniiBg 
in   der    combinatorischen  Analysis   von  Weingärtner''  fiodeSi 
wo    noch    weitere    Zusammenstellungen    hierüber    ge&eben  sisdi 
Jedenfalls  wird  das  Streben,  und  das  i^^t  hier  Hauptsacne,  gerecht' 
fertigt  erscheinen,  Ordnung  in  diese  Unsicherheit  und  systemloM 
Zerfahrenheit  und  Verwirrung  zu  bringen.  Zu  diesem  ZwecK  ist  auck 
eine  Schrift  von  C.  G.  Sehe i  her  t  erschienen  untet  dem  Titel  Jäi 
Versuch   die    Combinationslehre  als  Wissenschaft  zu    begrflidei 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  in  ihr  festzustellen".    FeiMT 
hat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  länsst  (1.  Supplem.* 
Bd.  zu  Klügefs  Wörterbuch  der  Mathenjatik  S.  4ßd.  u.  f.)  auf  dal 
Bedurfniss  und  die  Nothwendigkeit  hingewiesen,    auf  muglidiste 
Vevieinfachung^  der  Bezeichnung   in  der  Combmationslehre  hintii' 
wirken  und  sich  zu  einer  gleicnfurmigen  und  gemeinschaftliebeii 
Bezeichnungsweise '  zu  vereinigen.    Diedem  Bedurfnisse   soll  die 
von    mir    vorgeschlagene    Bezeichnungsweise    entgegen   kommen. 
Ich  bin  weit  entfernt,  sie  für  die  einzig  richtige  zu  erkiäten«  Sici 
soll  eine  Grundlage  sein^  auf  welcher  man  weiter  aufbauen  |[4DD. 
Der  Vorzug  dürftä  ihr  wenisstens  zuzusprechen  sein,    dassjna^ 
durch   sie  und    auf  ganz  consequente  und  systematische  Wwe 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  Vorgeschlagepen  md 
angenommenen  gekommen  ist.    Man  verbessere  oder  suche  oien 
verbessern.  Genügt  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nach- 
gewiesen ,  so  verlasse  man  sie.     Es  wird  immer  ein  Gewinn  saifii 
auf  dem  Wege  des  Ungenügenden  zu  dem  Bessern  vorgesdiritten 
zu  sein. 

Aus  den  hier  vorgelebten  Gründen  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anschliessen,  die  bei  der  genannten  Sachlage 
in  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begrifisbestimmung  und  Benennung 
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I 

der  Zeit  des  ersten  Anfangs  der  Combinationslehre  von  Hin 

den  barg  wieder  xurflckkehren ,  da  sich  diese  Bestimmungen  .und 
Besrichnangen  den  gemachten  Bemerkungen  zufolge  ungenügend 
erweiseii. 

Diese  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  von  Herrn  Weiss, 
welche  im  34.  Bande  S.  255.  und  38.  Bd.  S.  107.  in  Cr  eile's 
Joarnal  erschienen  ist  und  den  Titel  Itihrt:  „Einige  Aufsahen  aus 
der  Combinationslehre'^  ^  Der  von  dem  Verfasser  gewähUe  Gegen- 
stend  ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  findet  aber  dort 
Jm  Einklänge  mit  altern  Werken "  wie  es  heisst,  die  Definitionen, 
EintheUung  und  Benennungen  wieder <  wie  sie  oben  6.  3.  von  Hin- 
denburg  aufgestellt  wurden,  und  wornach  sie  in  nPerrautatio- 
nen»  Comhinationen  und  Variationen'*  (S.  255.  Crelle's 
Jonrn.)  serfallen.  Ich  glaube  es  dem  Crtheile  des  Lesers  fiber- 
hssen  sa  sollen ,  ob  nach  dem  in  €.  3.  Gesagten  diese  Einthei- 
hing  snlSssig  Ist  oder  nicht,  und  bedauere  nur,  dass  der  Verfas- 
ser, der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  Stoff  behandelt  hat, 
Mcht  Veranlassung  genommen  hat,  die  Gründe  anzuheben,  warum 
er  diese  Eintheilung  und  Benennung  festhält,  una  tvarum  eine 
Aenderung  derselben,  die  sich  meines  Dafürhaltens  im  Laufb  der 
Zeit  doch  schon  fühlbar  gemacht  hat,  unzulässig  erscheinen  dürfte. 
Es  hfttten  sich  gewiss  hieran  Anhaltpunkte  zur  Verbesserung  und 
Berichtigong  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel- 
kof  der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüpfen  lassen.  Wir  vermissen 

fw  um, so  mehr,  da  Herr  Weiss  in  seiner  Abhandlung  einen 
ll»'Upch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combinationslehre  „die 
Aoftfätionen  (Versetzungen  und  Verbindungen)  mit  be- 
sehränkten  Wiederholungen"  behandelt  hat,  der  ihm  ge- 
wiss Gelegenfieit  zu  weitern  Andeutungen  für  richtige  Bezeich- 
Minweise  gegeben  hätte.  Den  Ge^ens^nd  selbst  bat  er  in  einer 
AaMehnoQff  untersucht,  wie  er  bisher  in  den  hierher  sehurigen 
Schriften  nicht  untersucht  wuide.  Ein  Tbeil  der  einschlagenden 
Aidbnben  findet  sich  von  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema- 
tisch« Abhandlungen.  Berlin  1825.  S.  67.)  bearbeitet,  aber 
ricit  his  zu  dem  Umfange  fortgeführt,  weichen  der  Verfasser 
n  gehen  wusstc. 


Wenn  nun  der  genannte  Gegenstand  auch  von  mir  hier  auf- 
Mgrilen  wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
Joe  Bedeotnng  dieses  Gegenstandes  in  der  Combinationslehre  und 
deü  beiden  angeführten  Arbeiten  gerne  anerkenne,  andererseits 
deswegen ,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ant^icht 
ebgewinnen  Iftsst,  wodurch  sich,  iui  Hinblicke  auf  die  zu  erzie- 
lenden Resultate,  die  Ausbeute  neuer  S:it%c  noch  steigert.  Der 
GMenstand  wird  aber  hier  nicht  in  seintMii  ganzen  Umfanq:  behan- 
delt werden,  da  es  sich  nicht  darum  bandelt.  Bekanntes  wieder- 
sogeben,  sondern  nur  in  so  ueit,  als  die  Entiiicklungsweise  ver^ 
seEieden  ist«  und  soweit  die  Auflindung  anderer  Sätze  etwa  Vor- 
bereitung erheischt  Hierbei  werde  ich  mich  der  ölten  aufgestell- 
tsn  und  in  meiner  Combinationslehre  durchgefiihrten  Bezeichnung«-' 
wdse  bedienen. 


Tholl  XV.  I** 


IL 

Einige  Sätze  fiber  die  VerbindangeB  and  TersettiB- 
gen  mit  beschränkten  WiederhoivBgeB. 

Unter 

1    ■ 

werden  die  Gruppen  der  Verbindongen  ans  n  ElenMoteii  nv  fCn 
Classe  verstanden  und  zwar  se,  dass  in  jeder  «naalncn  GnVH 
das  Element  a^  gerade  pmal  (nicht  mehr  niehf  wen^er)  «ndav 
Element  a^  gerade  rmai  ond  gleidizeitig  mit  ihnoi  Ton  dm 
übrigen  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erforderfidiea  EiA* 
zung  bis  zur  Classendimension  (9)  vorkommen  solL  Dieser^ 
ffrin  und  das  Zeichen  I)  steht  ganz  analog  mit  deni,  was  scktt 
längst  durch  das  Zeichen 

p  »•  f 

2)  P(^9  ««5  «3*  a4,....a«) 

aasgedrOdtt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  Gmppenanzahi  ergibt  sich  dveb  Am* 
Scheidung  der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  nmi  es  ill 

_.      Qx  _  (it-2)(n-^),...(n+y+r-y-l) 

Das  Gesetz  trägt  sich  auf  folgende  Weise  in's  Allgemeiiie  iber: 

Pi      Pi  P 

Pi  P»     Pr^r 

_/„_^%    ^  .                 («— r)(w-r-l)...(ii-~iw y-i-y, -^ff,...»»-^l) 
_(«-^),_^_p,..._p^  -  1.2 (y-p,-p,-...._;v)  ' 

wenn  unter 

O)     {m)s--  |,|, 1.2. a: 

oder  nach  Legendre'scber  Schreibart 

r(ar+1)r(m) 
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ffstanden  wird.  Der  Kürntf  wcgwii  werden  wir  im  Fdgeaden  ami 
rwohnlich  des  Ausdrucks  5)  bedienen. 

In  der  Torstehenden  Form  ist  fler  in  1),  3)  und  4)  liegende 
Bsriff  sehr  enge  und  bald  erschöpft.  Bemerkt  man  aber,  dass 
den  Cimppen  der  Verbindungen  mit  unbeschränkten  Wieder- 
ihmgcd!  Jedes  Element  iiBr  sich  alle  Wiederholungen  bis  zum 
■sseiMSponenfeii  in  allen  aswischenliegendcn  Abstufungen  durch- 
■fca  kuMl^  so  Iftssl  sich  der  in  1 ),  9)  und  4)  Hegende  Begriff  er- 
ritem  und  man  kann  folgende  Probleme  2rar  Beantwortung  vor- 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  einer 
lementeniahl  surften  Ciasae  werden  gebildet: 

«)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
lae  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  wenigstens  ein- 
al,  eine  andere  wenigstens  zweimal»  eine  dritte  we- 
[gettfns  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

6)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
ine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  höchstens  ein- 
lal,  eine  andere  höchstens  zweimal,  eine  dritte  hoch- 
tens  dreimal  lu  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

Hieran  •efaliessen  ^ich  noch  fatgende  in  anderer  Beziehung 
kht  uninteressante  Aufgaben  an. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  einer 
Klementenzabl  zur  ^ten  Classe  werden  gebildet 

df   wie   gross   ist   die  Anzahl  der  Gruppen,    worin 
*  eiffen  der  gegel  »*  ^  *    ^  ■ 

■holt  erscheint? 


^\titnd  einen  der  gegebenen  Elemente  wenigstens  rmal 
ivfidtrf 


il)   wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  es 
[Mckstens  rmal  wiederholt  erscheint? 

Die< unter  «)  aufgestellte  Aufgabe  soll  so  angedeutet  werden: 

«s  «3  84* 

Die  unter  6)  au^estellte  so : 

fc     *  k         jfc-i  *-l  3         «  » 

In  dem  Symbole  6)  liegen  folgende  Bedingungen :  Pi  Elemente 
|4ni  weiiiggtens  einmal;  71«  Elemente 


%      *  «  « 


18* 


■■  -t 


1        »  3 


S  3 


»:! 


M0Mtn  nmigßitmm 
den  Ormfffusn  ^ 
flenn  ff«;nn  eise 

utfA  ftf»dfidb  ttflol  (00 
Vüf  iUä  « 


m.  CVL 


•A  als  der 


«) 


%  <%<%  <i^,_< 


11 

■r 


iit%    die  kkiMi»  nd  «i  die  pg«te  ZaU,    Diaarf* 
*#rbea  fiagaadea  Wcrdie  to«  «  aiad  aairtaigaBd  gc— daet      -W 


la  da«  Sjadbole  7)  fiagcn  fo^eade  Ba^aga^es.  %  Elca^rfi 

"  .  ■ '  •• 

alaa  aHe,  aotlen  hodbafeaa  aiaauü;  «s  EleaMata 

«      «      «       « 

(«1,   %»   «3—«%) 

aollea  hodbatcaa  zwanaai  oder  als  Zwei£ichaa;  a^  EleaMata 

333  3 

aollen  bikhatena  dreimal  oder  als  Dröfachea  o.  a.  w.  TorkonMB» 
trie  dieas  ancb  bier  in  der  Natur  der  Sacbe  liegt  Es  ist  fientf 
iii  die  grilaste  ood  uk  die  kleinste  Zabl.  Die  nbrigen  Zableaw^An 
liegen  zwischen  beiden  €rrenzen  in  abnehmendem  Werthe^  B|f 
ans  ergibt  sich  folgende  Bedingung: 


9) 


»1  >  ««>»'»  ">  «4—  >  "* 


.  I 


k  kann  sich  höchstens  bis  .zu  q  erheben.    Das  Ciaeagte 
jedoch  nicht  aus»  dass  in  8)  und  9) 

n\  ^=  7?2  ^=  9^  =  914  =: .. .. 

sein  kann  9  oder  dass  die  n  alle  unter  einander  oder  partienweise 
unter  einander  gleich  nein  können. 

Die  Aufgaben   unter  c)  und  d)  stellen  sich   durch  folgepte^ 
Symbole  ganz  einfach  dar  * 


T       r        T  r  q 

r       r        r  r  q 

C(ai,  0^9  0^9  "..  «■)  • 

Wird  r=l  in  10),  so  fällt  die  Bedeutung  von  10)  mit  C(ai,a^..a^ 
zusammen,  denn  es  entstehen  sofort  die  Gruppen  der  Verbindo 


10) 

11) 
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m  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  ans  it  Elementen  zur  gten 
äasse^denn  es  sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  gebildet  vter- 
fcoi  worin  jedes  Element  wenigstens  einmal  vorkommt.  Wird  r=q 
h  11) »  so  tkllt  11)  mit  dem  nämlichen  Begriff  zusammen»  denn  es 
soleii  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  it  Elementen  zur  ^teu 
Chsae  gebildet  werden ,  worin  jedes  Element  höchstens  ^al  wie- 
derholt vorkommen  soll.  Mehr  als  ^mal  kann  es  nicht  wiederholt 
Vfriranimen. 

Ihnehe  werden  vielleicht  die  Symbole  6}  und  7)  als  schwer- 
ÜBg  tadeln.  Ich  elaube  aber  nicht,  dass  dieser  Von/iurf  gerecht 
Mi  wenn  man  bedenkt»  wie  viele  Worte  erfordert  werden ^  um 
den  Sinn  derselben  nach  a)  und  ö)  anzudeuten ,  und  femer  bedenkt, 
wie  viele  Bedingungen  in  die  Zeichen  nach  dem  Inhalte  der  Auf- 
nbe  gelegt  werden  müssen,  die  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
vM  nmstilndlicher  Ist,  und  wenn  man  endlich  berücksichtigt,  wie 
üftsnm  es  wird  aus  den  Worten  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
dÄ.Uar  SU  machen,  was  alles  durch  das  Symbol  sehr  veran- 
sdNudicht  wird. 

Die  unter  a) — d)  aufgestellten  Probleme  lassen  sich  auf  die 
Venetsongeo  mit  besehränkten  Wiederholungen  anwenden.  Die 
Uebertragung  auf  die  Versetzungen  wird  dadurch  leicht  bewirkt, 
dais  man  In  die  Verbindungsgruppen  die  zugehörigen  Versetzungs- 
aUeo  einfilhrt 


§•  7. 


Die  ira  vorigen  Paragraphen  vor(;ele^ten  Aufgaben  lassen  sich 
liveli  die  besondere  Art  von  Conibinationen  losen,  die  sich  im 
Mb  Abschnitte  meiner  Gombinationslehre  §.31  —  §.  37.  S.  73  u.  ff. 
ia%efilhrt  finden ,  und  die  durch  den  Zusan^mentritt  mehrerer  Ele- 
■entenreihen  entstehen.  Die  Gleichung,  welche  zur  Beantwortung 
fltat»  Ist  9«  36.  Nro.  112.  S.  85.  augegeben  und  folgende: 

1)  C[a|,a^,...aii;  6i,6s,...6m;ci,c^,....co;....]M>'t". 

it>Hi(iii-A)*HHo-A-A)fl-i ....      .  ^   .       .^,      ... 
= ^ — lÄTM^IM^^... =(n)A(m— /i)fc(o— A— *)i..... 

Gleichung  bestimmt  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen, 

A  Elemente  der  ersten  Elenientenreihe,   mit  k  nicht  ähnli- 

ehen  (ongleichartigen)  Elementen  aus  der  zweiten  und  beide  mit 
weitern  l  nicht  ähnlichen  oder  ungleichartigen  aus  der  dritten  Ele- 
■entenreihe  n.  s.  w.  zusammen  treten.  Unter  ähnlichen  oder 
gleiehattii^en  Elementen  werden  nämlich  solche  verstanden, 
welche  verschiedenen  Elementenreihen  zugehören,  aber  die  glei- 
chen Stellenzahlen  führen,  also  die  ersten,  zweiten,  dritten  Ele- 
Mute  o.  s.  w.  in  den  verschiedenen  Elementenreihen,   wie  z.  B. 
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«1  »  Äi  ,  C|  ,  c/i , 

0%9     0^9     C%f     d^9   »»'^ 

u.  8.  f.    Die  Gleichung  1)  hat  da«  EigenthQmlicbe,  das«  bet  d^u 
nämlichen  Elemeotenreihen  und  Classenexponenten  die  yerHoderto 
Ordnung  9  worin  die  Elementeoreihen  mit  ihren  zugebürigen  Cla9* 
senexponenten  auf  einander  folgen,  yertichiedene  Gruppeoanzablen 
erzeugt.  (S.  Combinationslehre  S.  74.  und  75).  Die  UrupDenaDzahl 
wird  am  grossten,  wenn  die  Eleroentenreifaen  naeb  der  £M  ihrer 
Elemente  geordnet  werden  ^  so  dass  die  ElementeP3abl  jede?  nidb« 
folgenden  Reihe    die   der  vorhergehenden   an  Grösse  Clbertriß, 
Diese  Anordnung  wird  im  Folgenden  Forausgesetzt  und  \»t  acheo 
in  8)  $.  6.  vorausgeaehen.  "VVird  eine  andere  Anordnung  verlaa^ 
oder  bedingt,  so  ändert  sich  damit  die  GrnppenjiahL 

Die  Gleichung  1)  kann  nun  dadurch  für  den  vorliegentai 
Zweck  bei  Bildung  der  Verbindungen  mit  beachränkteo  Wied«? 
holungen  benutzt  werden,  dass  man  unter  den  Elenumten  der?«r^ 
schiedenen  Reihen  beziehlich  solche  Elemente  versteht»  welche 
als  einfache  oder  geradejeinmal  wiederholt,  welche  als iiwel- 
fache  oder  serade  zweimal  wiederholt,  als  dreifach« s^i^ 
w.  zu  betracnten  sind.    Hiernach  ist  s»  B. 

2      2  2        8      8  aLStfi4  > 

C{ai ,  fljn  >  ••••  fln ;  «1  , «2»  ••••  ö»»;  Ol  *  02  >  ••••  ^p  J 

=  (n)3.(m— 3)a  (p— 5)i  = j^ • y^ 1^ 

und  man  erhält  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  drei 
unter  sich  verschiedene  Elemente  der  ersten  Reihe  als  einfache 
oder  gerade  einmal  wiederholt,  mit  zwei  weitern  unterjoch 
und  von  den  andern  verschiedenen  Elementen  der  zweiten  Bäb^ 
als  zweifache  oder  gerade  zweimal  wiederholt  und  beid^ 
sofort  mit  je   einem  weitem,   von   sämmtlichen    vorhergehende^ 
verschiedenen  Elemente    aus  der  dritten  Reihe  als  dreifaolJja^M 
oder  gerade   dreimal  wiederholt    erscheint.      Die    hierdurcS^ 
entstehenden  Gruppen  geboren  der  (3.t  4-^^-2+ l*3)ten  oder  lOteV 
Classe  an.    Die  allgemeine  Darstellung  für  dieses  Gesetz  Ist 

2     2  238***    fofiKft— 

2)    C[ai ,  Ha  # ...  nn^  $  fli ,  02  >  ••.  on, ;  «i » fla>  •••  «i » 02»  •••  ««jt  J 

■ 

Da  diese  Darstellung  die  Grundlage  des  Caiculs  bildet,  iM  ««11 
ein  besonderer  Fall  zur  bessern  Einsicht  und  Erleichterung  im 
Ueberbliekes  hier  stehen: 
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Bl 
»\ 


n\      ri/  **  SÜSS  83    S9ft»l 


133 

44 

65 

7  7  7 

12  4 

3  3 

65 

77  7 

12  3 

44 

66 

5  65 

1  2  4 

33 

66 

5  55 

123 

4  4 

66 

777 

12  4 

33 

66 

77  7 

123 

56 

66 

4  44 

1  2  4 

56 

66 

333 

183 

5  5 

66 

777 

12  4 

55 

66 

777 

'1'%^^  ^^  ^5^5  00^6^    ~f    ^^8^4   ^^i    ^5^  ^<%^ 


1342255777 
1342  2  66S55 
134  2  2  66  777 
134  5566222 
134  55  66  777 


234  1155777 

234  1166  22  2 

234  1166777 

2  34  55  66  111 

234  55  66777 


Diese  Darstellung  umfasst  die  Gruppen  mit  beschränkten  Wie- 
Uolongen  sur  lOten  Classe  aus  sieben  Elementen ,  worin  je  drei 
Bnwnte  von  den  vier  ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 
tan  Elementen  von  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  und  mit 
je  ehern  weitern  Elemente  von  den  sieben  ersten  gerade  drei- 
Bil  wiederholt  zusammen  vorkommen.  Die  Elemente  a^  und  a^ 
Mm  daher  nicht  weniger  als  zweimal,  das  Element  Of  nicht 

aer  als  dreimal  vorkommen,  wie  klar  vorliegt  Die  Gruppen- 
I  des  vorliegenden  Falles  ist 

■  a        a      3     j        3     Zf%n 

= (4),  (6-^),  (7-6)i = rH  •  lil  •  r  =^  • 

Sollen  nun  die  Rlr  die  Verbindungen  aufgefundenen  Sätze  l}-~3) 
arfdks  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 
fUchen  Prämissen  übergetragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 
ieirerkstelliffen  lassen.  Betrachtet  man  nemlich  die  Darstellung  3), 
it  zeigt  sicn  klar,  dass  jede  Gruppe  gleichviel  verschiedene  und 
Ichviel    wiederholte    Elemente    führt.    Man    tii 


tindet   daher    für 


jede  einzelne  Gruppe  nach  §.  9.  meiner  Combinationslehre 
•u  der  bekannten  Formel  die  verlangte  Versetzungszahl. 
Da  mm  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt ,  so  -hat  man 
die  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  fiir  jede  einzelne  Gruppe 
nkeiiden  Versetzungszahl  zu  vervielfachen.  Hiernach  ist  für  den 
fcssaderp  mit  3)  correspondirenden  Fall 
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S     9        1     s      s  s.  9^%n 

=  ^ (1111)8.(1911)2.  JS|l W8(<>— ^)t{7-5)l ' 

Um  nun  den  in  2)  au^estellten  Satz  auf  die  Versetzan^M 
überzutragen,  hat  man  jede  Gruppe  so  vielmai  zu  nehmen,  ata  sid 
die  in  ihr  vorkommenden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassesi 

%Ti( 

fü,  w.  und  endlich    gk  b^lemepte  je  A:mai  wiederholt.    Uaher  Hai 

die  Dimension  der  zugehörigen  Classe  oder  der  ClassenexponeDi 

Einheiten.    Die  hiedurch  bedingte  Versetzungszahl  ist  sofort 

6)  ^'"^ 

^  (l^l»)«*  (l«|i)«i  (l»ii)«.  ..,(1*11)«* 

qiq-l)  (^—2) 3.2.1 


(l)9i  (1.2)«. (1 .2.3)«. .....  (I.2.3...*)'* 

mit  Rück^cbt  auf  die  Bedingungsgleichung  5).  Die  gesac&to 
Gruppenanzahl  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederhöhm- 
gien  ist  sofort  unter  den  oben  angegebenen  Voraussetzungen 

"^  (1)«.  (1.2)««(l.2.3)«.  ...(1.2.3..>fc)«fc  ^''i^«» ^^ ""  ^1^«» • 

(«fc —q\  —  q^  - — y*-iHk* 


Die  Gleichungen  2)  und  7)  vereinfachen  sich  sehr ,  weoo  dl^ 
Zahl  der  Elemente  in  den  verschiedenen  Reihen  gleich  »und      ,  ■ 

ist.    Für  diesen  Fall  nehmen  die  begleitenden  Fakultäten  folgeiub 
Gestalt  an: 

.1 .  ■ 

«i+«i+ «i|-^ 

n 


X  •  Zf.»q\ .  1 .  ifi  ••••  q^^*»*  1  .iS.«.«  qk 
_  ll(/l--l)(y^^-2J (w—Vi  — ya --qk+i) 
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Die  beiden  Gleichnngen  lassen  sich  in  so  weit  noch  verallgemei- 
nero  als  die  Wiederholnngsexponenten,  welche  In  einer  bestimm- 
ten Reihenfolge  (l»'2,3...r.)  bisher  genommen  wurden ,  such  be- 
liebig angenommen  werden  kGnnen.  Diese  Bemerkung  filhrt  zu 
folgenden  allgemeinen  Formeo: 

*»        *i    *•       *•       **  **       **  fi»fi»""«t 
8)  ^[^ » ^i  5  % » •••  ^»»  ••••  ^ifO^ ^"it  j 

=(«i)f.  (»«i— ?i)f*  («i-»i~y«)f. —  (»*— 7i"-»a—— ^*-i)«jk- 

1 .2.3  •  4  ....••  g     « 


(ni)ft(«i— fl^i)f. 


•••••* 


(1.2 ....  *i)'*  (1.2....Ät)''...  (1.2.3...*jb)'* 

(«* — gi  — ^a — y*-!)«» 

nit  der  Bedinguog,  dass  in  9)  ist 

10)  9=W  +  ^9^  +  A89s*-*it7«- 

WiUkflhriiGh  ist  in  diesen  Darstellungen- 

s)    die  Zahl  der  Elemente,    welche  in  den  einseinen  Reihen 
foricommen, 

mit  der  in  8)  §,  6.  angegebenen  BescbräDkung ; 
6)    die  Wiederholungszahlen 

c)  die  Exponenten 

welche  sich  auf  die  verschiedenen  Reihen  beziehen«  (Vertheilungs- 
expooenten)* 

Der  Classenexponent   ist   eine  Funktion  der  k  und  g,  -«Iso 
▼OD  diesen  nach  Massgabe  der  Gleichung  10}  abhängig. 

Anders  stellt  sich  die  Sache ,  wenn  die  im  yorigen  Paraera- 
phen  tmter  a)  bis  d)  gestellten  Fragen  beantwortet  werden  sollen. 
In  diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederholungsexponenteii  (1,2,3...^:) 
der  Elemente  und  der  Classenexponent  (a),  aer  fOr  2)  und  7), 
8)  und  9)  ffitf  gegeben  und  man  hat  nach  aem  Cresetze  der  Glei- 
Gnungen  5)  und  U))  die  Vertheilungsexponenten  gi,  ^2»  9z '—9^^ 
aus  dem  Glassenexponeiiten  und  den  iViederhoiungsexponenten 
abzuleiten.    Dadurch  wird  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  zu  einer 
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unbestimmteB.  Sie  wird  jedoch  fär  jedeo  besondera  Fall  Uisbar 
und  die  Auflösung  besteht  daun  darin,  dass  man  alle  in  ihr  ent- 
haltenen besoDd^ru  Fälle  specialisirt  und  nach  den  vorstehenden 
Gleichungen  behandelt*  Der  Inbegriff  aller  hierdurch  erhaltenen 
Gruppenzahlen  ist  dann  die  Antwort  auf  die  io  ^*  6.  vorgelegten 
Fragen.  Wir  erörtern  zu  dem  Ende  die  verschiedenen  Classen, 
daraus  wird  sich  dann  ein  Bildungsgesetz  ableiten  lassen« 


§.  8. 

1)  Die  Gruppenzahl  der  Verbindongen  zur  zweiten  Classe 
soll  bestimmt  werden 

a  a    a 

*C[ais  a29»'*anii  an,4-| , .... a|^ ] , 

worin  9t|  Elemente  wenigstens  einmal  und  n«  Elemente  zweimal 
wiederholt  erscheinen. 

Die  Aufgabe  umschliesst  zwei  Fälle,  ni  Elemente  sollen  als 
einfache  gerade  isweimal  und  ft^  als  zweifache  ersdiein^. 
Es  ist  aus  ^  §.  7. 

a     a         a  aso                 ii(fi  *-^  1) 
C[öi>«f-^i;fli>fla>—««»i]    =  (»i)a= [2 — » 

a    a         2    O'i 
2)    Die  Gruppenzahl  soll   bestimmt  werden  fSr 

/r»r  *  ÄS  8      8 

Diese  Aufgabe  umfasst  drei  Fälle,  itt  Elemente  sollen  als  ein- 
fache gerade  dreimal;  it^  Elemente  sollen  als  zweifache  mit 
iti  Elementen  als  einfache  und  n^  Elemente  sollen  als  drei- 
fache erscheinen.    Ans  2)  J.  7.  ist 

„                         a        a      8          8   d^H)               «i(iti-l)(wi— 2)     • 
t/ ißi, <Ft f.— Olli ;ai,....aa» ;«!,... .OhbJ      =v**u8= 1  o i » 

X 

Z  S       3  8    1*1H> 

aas         8  0H»i 
C'[a|,iij,...««4;ai,...a«,;ai,...an,]       s=  (»8}i^^- 

Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  das  Specialisiren  der  ein- 
zelnen Fälle,    das  sich  bei  den  hohem  Classen  mehrt,    ■iemlh h 
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weitlSofiff  wird.  Wir  wolleii  e«  dadurch  abkOrsen,  dasa  wir  (Ur 
die  iKj  Eleniente^  welche  als  einfache  erHcheinen  sollen ,  das 
Zeichen  e^  als  Reprfisentanten ;  fiEir  die  Vf^  Elemente»  die  als 
iw  ei  fache  erscheinen  sollen,  das  Zeichen  e*  als  KeprÜaentanten 
wdileB  n.  8.  %v.  Hiernach  werden  die  Elemente  bezeichnet  wer- 
de«, wie  folgt: 

Ol»  0^9  a^9•'•^On^  durch  e^, 
Ol»  Ot»  as>—*^  durch  e*, 
^1*  ^9  Os»«— an.  durch  e^ 
u.  s.  f .    Soll  nun  die  Grappenzahl  bestimmt  werden  filr 

t  %       %  8  4     4 

C\ai 9a9,...aii| » Oni-f i » ••••  0», » ^-H  ••••  ön, » ••••  ä«^ J > 

80  emben  sich  folgende  Fälle,  tu  Elemente  sollen  als  einfache 
geracb  viermal  erscheinen;  n«  Elemente  sollen  als  zweifache 
dipisal  mit  it^  Elementen  als  einfache  zweimal;  n%  Elemente  als 
iwelfache  zweimal:  n^  Elemente  als  dreifache  einmal  mit 
Ri  Elementen  als  einfache  einmal;  n^  Elemente  als  vier- 
faehe  einmal.  Wir  deuten  diess  durch  die  e\  e\  e'  an  und 
führen  dabei  diese  Symbole  zwischen  Gleichheitszeichen  mit  auf« 
wodurch  allmällg  das  Bildungsgesetz  hervortreten  wird.  Nach  2) 
$•7.  Ist 

C[ei ,  «•.  s» ,  4*  ]*.«Ao=:  tfieie^e^ss  (e^)* = («1)4, 
C[4»,4S4Se*]OAo>o  =  e»c«  =(««)»  ^{Jl^, 

C[€Se«,4»,4*]M»0'»=    e*    =    «4. 

4)    Die  Gruppenzahl  soll  bestimmt  werden  ßr 

Die  Aufgabe  nmschliesst  die  Fälle:  ni  Elemente  sollen  als  ein- 
fache fönfmal  erscheinen;  fta Elemente  als  zweifache  einmal  mit  ff| 
Elementen  als  einfache  dreimal;iiaElemente als  sweifachezwid- 
mal  mit  it|  Elementen  als  einfache;  %  Elemente  als  drei- 
fache mit  9ti  Elementen  als  einfache  zweimal;  n,  Elemente  als 
dreifache  mit  n^  Elementen  als  zweifache;  n^  Elemente  als 
vierfache  mit  n^  Elementen  als  einfache;  115  Elemente  als 
AntTache.     Aus  2)  §.  7.  ist 
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C[«^c^«^6*,e«]lA0'<>»<>=    e^c«««    =«*(«*)*=(wi)i(%— 1)«. 

C[e\  e%  e\  e^,  e*]o,i,i,o,o=      e^e^     =  (n^)^  (nj,— 1) , 

C[e\  c«  e»,  e*,  c»]OAo,o,i  =       g«        =-  (n^)^ . 

Schon  aus  den  Darstellungeo  3)  und  4)  erkeant  man  durch 
die  Exponenten  der  e  das  Fortgangsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungen mit  Wiederholungen  zu  derjenigen  Summe» 
welche  dier  Classenexponent  angibt,  durch  alle  mögli- 
chen Clasaen,  oder  die  Zerfällungen  des  Classenexpo- 
nenten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem,  zweien, 
dreien  Gliedern  u.  s.  f.  In  iNro.  3)  entsteht  die  Summe  4,  in 
4)  entsteht  die  Summe  5)  aus  den  Elementen  1,  2,  3....  mit  Wie- 
derholungen. 

Mai)  hat  nun  nicht  mehr  nöthig  alle  Terbindungsaufdrücke 
zum  Voraus  darzustellen,  um  die  nOtihlgen  Specialisirungen  za 
erhalten.  Man  kann  sogleich  mit  Darstellung  der  Gruppen  der  e 
beginnen,  und  die  Auffindung  aller  zusammengehörigen  Fälle  sich 
daaurch  erleichtern,  dass  man  mit  e^  (dem  Exponenten  in  der 
ersten  Dimension  als  Einfacties)  beginnt,  und  diesen  so  oft  wie- 
derholt bis  der  Classenexponent  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man 
e^  (den  Elxponenten  in  der  zweiten  Dimension)  und  lässt  so  oft 
e^  und  e^  (beide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  au?  jede  mögliche  Weise  die  zu  bildende 
Summe  erzeust  ist  Hierauf  nimmt  man  e^  (den  Exponenten  in 
der  dritten  Dimension  oder  den  Repräsentanten  der  dreifachen) 
und  lässt  so  oft  «^,  e',  e^  (getrennt  und  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  mögliche 
Weise  hervorgebracht  ist,  und  steigt  so  allmälig  zu  den  hohem 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  und  alle  möglichen  Fälle 
durch  Zutreten  der  gleichen  und  niedern  Dimensionen  erschöpft 
sind, 

Soll  nun  die  Gruppenzahl  fQr 

•  9  3  6     6 

anseeeben   werden,   so  hat  man  hiemach  folgende  Specialisirang 
und  Zusammenstellung: 
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Hiefilr  ergebeo  sich  nun  folgende  Zahlenausdrficke  aus  2)  g.  7. 

+  («i)8  (w»-3)x  +  K)  (n,-l)(fis-2)  +  (»,), 

Vergleicht  man  nun  die  Darstellung  6)  mitder  Darstellung  der  e  aus 
S).  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens»  so  kann  man  die  Zah- 
ienansdrücke  in6)  direct  aus  jenen  und  ohneBeibüife  von2)S.  7.  erhal- 
ten, wenn  man  die  Exponenten  der  e  innerhalb  derKlammer  als  Stel- 
buahlen  von  it  schreibt  und  die  Exponenten  ausserhalb  der 
Klammern  als  Fakultätsexponenten  anhängt.  Bei  dem  Zutritt  von 
cioem  neuen  n  muss  immer  die  Summe  der  vorhergehenden  Fa- 
knltitoexponenten  abgezoffen  werden.  Kommt  bei  einem  e  kein 
Eq^nent  ausserhalb  derKlammer  vor,  so  ist  immer  die  Einheit 
als  solcher  anzunehmen. 

Wird  nun  zu  weiterer  Verdeutlichung  noch  der '  Ausdruck 

a  s  8  7     7 

Utk  dieser  Methode  behandelt ,    so  hat  man  sofort  als  Schema 
Ar  die  e 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  folgende  Gruppenzahl  fQr  7): 
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+  (»i)4(%-4)+(%)i(iir-2Xii^--3)+«i(fis--l)i 
+  («i)3(«4-~3)  +  «1  («»-i)  («4-2)+n»(«4-^l) 
+  (»l)8(W3— 2)+»2(«4-i) 

Diese  Untersachungen  fähren  nun  zu  folgender  ZusammeiisteltilDg: 

'^i  *^ » ö^  >  •••  ^1 » ^i+i  >  ••••  ^«i  J  =^  (*i)a + ^ > 

9  aas 

'C[a|,fl2,...a«,,ö|i,+i,ö„j,...ö;„,]=:(ni)3+ni(na— l)+na, 

a  a  4    4 

=  (ni)4+(«^)a(»w-2)  +  (iis)i+«,(ii9-l)+«4, 

r  a  »  •   >^ 

=  (wi)ö+(ni)8(«a— 3)+«i  (Wa— l)t 

+  («i)a(«8 -2)+«a(«s-l)+»i(ii4-l)+i|i» 

a  a  8      6  4 

=(wi)»  +  (n,)4(««— 4)  +  (ifiXfc(iMi— 2)a  +.(«a)8 
+  («1)3  («8-3)  +  ni  (fia-1)  (n8-2)  +  («,), 
+  (wi)a(»i4— 2)  +  ni(ii4-4)+iir(iift— 1)-Hk 

«.    s.     f. 

In  allen  den  vorliegenden  Problemen  findet  sich  die  Fordenmg, 
dass  eine  bestimmte  Zahl  Elemente  wenigstens  etnmi^>  eioa 
zweite  wenigstens  zweimaf  wiederholt  vorkommen  soll  u,  0.  f. 
Es  können  nun  in  den  Wiederhoiungszahlen  auch  Unt^rbrecbim^ 
gen  vorkommen.  Diess  ändert  die  Schlussweise  und  Bildangs- 
ipetbode  in  nichts,  und  man  hat  die  zwischenliegenden  f^hlen&B 
WiederiiolungS2»hlen  »ämmtlich  der  nächstvorhergehenden  niedem 
gleich  zu  setzen  und  dann  nach  der  Zusammenstellung  8)  die  er* 
forderlichen  Gruppenzahlen  anzugeben.  Oder  man  hat  nach  der 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  Schema  der  e  ohne  Rücksicht 
der  ni<>  712  9  ^3 ....  zu  entwerfen  und  nach  Massgabe  desselben  die 
zugehörigen  Gruppenzahlen  (  2)  §.  7.)  abzuleiten.    Ist  z.  B. 

//^r  a  a      4  4  ft    5 
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la  beütimmen,  00  fehlt  die  Wiederholungszahl  3,  und  die  ihr  zu- 
ffehorice  Elemenlenzahl  fu.  Sie  ist  durch  it«  zu  ersetzen«  denn 
oas  Schema  4)  bleibt  iD  Kraft ,  da  n^  Elemente  auch  dreimal  (weil 
wenigstens  zweimal)  vorkommen  sollen.    Man  hat  sofort 

n\  /^n-  ■  ■     *  455 

9}  C|^ö| ,  a^ , .... ün^ , fl«,+i , ....  fin^ , ösi,+i » .•.  ««4  >  •••  ^11,  J  = 

=  (W|)6  +  («l)3(»l— •*)+«!  («l—l)z 

+(«i)a(«t-2)+«>(%-l)  +ih(n4-i)+it*. 
Eben  so  ist 

1  S  8    il 

M^  't7[/jrj,flr2...flrii,,««rfi,...^fi,,...flii,j  = 

=^(»i)«  +  (wi)4(%-l)  +(ni)«(»a-2)+(ii^3 

+(»«i)8(«i-3)+»i(%-l)(»Ä-2)  +  (fi,), 
+(wi)a(Ws— 2)  +  wa(n3— l)  +  iii(w3-!)  +113 . 

Die  Anwendung  auf  besondere  Fälle  ergibt  sich  nun  sehr 
leicht.   Man  hat  nämlich  für  den  besondern  Fall 

SS         3         4        5        66 

'P[^»^»  •••^8>^>*io»^ii»''^ia»*''is>*''is  J  = 

-1^^     8.7.6.5.4  _  8.7.6  ^  ,  ^  7.6  ^  8.7  «^  -oi«  .on  ■  ij 

Denn  es  ist 

ni=8,  ^=89  113  =  12,  914=12,  n5=:]4. 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung,  dass  sich  die  Wie- 
derholonsszaMeik  bis  zum  (^lassenezpononten  erheben  müssen. 
Fehlen  die  spätem ,  so  ist  stillschweigende  Bedingung ,  dass  sie 
Im  dahin  fortsefährt  werden.  Fehlen  aber  frühere  Wiederholungs- 
lahlen,  so  uillen  alle  die  Gebilde  der  e  aus  dem  Schema  weg 
toMl  desweceu  sind  auch  die  n ,  welche  die  fehlende  Stellenzahl 
tragen,  in  ^n  Darstellungen  von  8)  gleich  0  zu  setzen.  Es  liegt  als- 
dann die  Aufgabe  vor,  die  Summen  der  Verbindun&en  mit  Wie- 
derholungen zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiedenen  Clas- 
sen  mit  aosgeschfesseiien  Anfangselementen  zn  bilden  und  darauf 
die  Glefchung  2)  §.  7.  anzuwenden. 

Hiernach  ist  z.  B. 


n    a       a         s         es 
11)    'C[ffi  ,</!,...  <är«, , ...  «n, , ...  ^11.]=  e*cV  +  eM  +  e^e^  +  e« 

=  (na)3  +  Wa(w4— 1)  +  (^ik  +  «6  > 
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'  '•       0        S         '    9  4"  '        9  ' 


=(«s),+«s  («•— l)+«4(nfit— 1)  +««• 


§.  9. 

Die  [näDaliche  Schlussfolgerung^  so  wie  die  im  vorigen  Ps,n^ 
graphen  entwickelte  Methode,  gilt  auch  fiir  die  in  7)  $.  o  gestellte 
Autgahe 

k        k  k  k—l  3  2 

Man  hat  zar  Darstellung  der  Gruppenzahlen  die  n&mlichen  Sehe* 
mata  der  e  zu  entwerfen.  Die  Symhole  eK  e%  e^....  vertreten 
dann  der  Reihe  nach  die  Elemente 

ft        ^  2  8         3  8 

jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 

Wl  >"  Wa  >"  Wg  >•  «4 ....  >•  w*- 

ist«  und  dadurch  die  ni,  n^,  n^,*».-  in  der  entwickelten  Darstellimg 
die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  §.  8.  einnehmen. 

Berficksichtigt  n^tn  diess,  was  sich  leicht  durch  Speeialisining 
einiger  Fälle  rechtfertigt,  so  hat  man  sofort  zur  Darstellung  der 
gesuchten  Gruppenzahleu  Folgendes : 

1)  *C(öi,  «a»-'-ö«]^==w, 

2       2  2 

8        8  8  2 

*C[öi,   «»»•"^«»••••^t»--^»i]'=(«l)»+«2(«l  — 0+*8> 

4        4  4  2 

*C[öi,  öa» •  .-«114»- •  •^««» - •  ^«J*=(wi)4  +  «2(^1—1)2 +(«2). 

^  8         0  6  4  8  2 

=(«i).+«2(»i-l)8  +(%).*(»i-2)+»ia(ii4-.l), 

+  W5(na—1)  +114(111— l)  +n^ . 

^  6        6  4  6  2 

=(«!)•  +«2  («i-l)4  +  (w2)»(«i—2)a+(w,); 

+  «3  («1—1)3  +«3  («2-^1) (»1,— 2)  +  (W»), 
+  «4(^1-1)2   f  «4  («2—1)  +  «6  (Wl  -*)+»« 
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■ 

u.  8«  Wi  Die  WiederholBogszahlen  und  die  mit  ihoeo  correspott' 
direnden  Stellenzahlen  der  n  Icunnen  sich  hOciistena  bis  zum 
ClassenexpoDenten^  erheben.  Fehlen  die  höbern  Wiederholungs- 
nhlen  von  oben  herab»  so  fallen  die  sie  vorstellenden  e  aus  dem 
Schema  und  die  n  mit  den  correspondirenden  Stelleozahlen  wer- 
den 0.  Fehlt  eine  zwischenliegende  Wiederholungszahl,  oder 
mehrere,  so  tritt  so  lange  die  nfichst  höhere  Wiederholungszahl  an 
Ihre  Stelle,  bis  wieder  andere  folgen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
ergänzt  die  nächst  höhere  sämmtliche  fehlende  Stellen.  Hiernach 
ist  M.  fi. 

5        A  6  4  8 

=(«8).  +  W8(ii3-l)3+(fis),(ii,-2)  +  na(ii,-l)a 

denn  es  Ist  ni=^tts,  no=tt, ,  weil  ffi,c^,...^i  Elemente  höch- 
stens dreimal,  also  auch  zweimal  und  emmal  vorkommen  sollen, 
ond  ferner 

4         4  4  8  fi 

= («i)8  +  »a  («1^1)4  +  (Wfi).  («1  -2)a + (nj, 

+  »,  (iii-l)j + w,  (iia-^l)  («,-2) +(«,X 

+  «4(«1—1)«  +  «4(«1— 1)  » 

«eil  keine  fiinf-  und  sechsfachen  Elemente,  also  auch  nicht  n^  und 

51  vorkommen  sollen  u.  s.  w«     Die  besondern  Fälle  bestimmen 
ch  leicht    So  ist  nach  1) 

44  4        9       2         2 

*C[fl,,  fl^,..^5,  «r,  ÄF«,  «9]*  =  1146 

9.8.7.6.5        8.7.6  ,  9.8  ^.ßS.? 

denn  ee  hit 

*i— 9»  «a—9,  ii3=±6,  ?i4=r6,  itftC^O. 

Ebenso  hat  man 

._-  4     4       4    *i        s  _. 

C[^,  «'i,..^4>  «8« •••^8»  ^9  «lur 

-iO-9-8    7    ,     g     »J^    .  »i;  n  +  l 

-J. 2.3.4  +^-  1.2  +  1.2  +  ^-^  +  ^ 


=566, 


denn  es  ist 


*  n|=:IO,  »2  =  ^»   W3Ä4,  llf=:0. 

Thcil  XV  IJ» 
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]>er  Amdrack,  der  auch  geschrieben  wird: 

*t;[öi,  «1,  a^,  fl4,  «5,  «Bf  %'  «lor* 

ist  nicht  wohl  ssulä8sig»   denn  die  Wiederholungen   können   nicb 
hoher  als  der  Exponent  (4)  steigen. 


§.  10. 

Die  in  6.  6.  unter  c)  und  d)  genannten  Aufgaben  lasset!  sich 
nun  ohne  alle  Schwierigkeit  lösen.  Sie  charakterisiren  sich  aJs 
besondere  Fälle  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Parasrapben 
beantworteten  allgeoieineren.  Sollen  nun  die  Gruppenanzanleo  im 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden «  so  hat  man  die  verschiedenea 
Elem^ntenzahlen  gleich  und 

ZU  setzen,  und  die  nothigen  Schemata  nach  §.  8.  aufzustellen, 
oder  man  kann  auch  die  Zusammenstellung  8)  §.  8.  und  1)  §.  9. 
direct  benutzen,  indem  man  diejenigen  Ausdrücke  unterdrOekt, 
welche  vermöge  der  Aufgabe  nicht  vorkommen  dürfen.  Diess  Un- 
terdrücken hängt  von  der  Stellenzahl  der  n  ab.  Nach  der  Anfnbe 
c)  §.  6.  müssen  nämlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  $.  8.,  worin  alle  Stel- 
lenzahlen der  n  ausschliesslich  niederer  als  r  sind,  ausgestosseo 
werden.  Nach  der  Aufgabe  d)  §.  6.  müssen  aber  diejenigen  Aus- 
drücke ausgestossen  werden ,  worin  Stellenzahlen  der  n  vorkom- 
men, welche  höher  als  r  sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  für  sich  klar.  Weni- 
ger klar  dürfte  die  Sache  im  ersten  Fcdle  sein.  Es  werden 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festzustellen.  Soll  die  Grup- 
penzahl der  Verbindungen  aus  n  Elementen  zur  ^ten  Classe  bestimmt 
werden,  worin  irgena  ein  Element  wenigstenst  r  mal  wiederholt 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  andern 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  vorkommen  dürfen, 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entweder  r, 
oder  (r-i'l) ,  oder  (r+2)  mal  u.  s.  w.  vorkommen  solle.  An  diese 
Forderung  können  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  in  den  einzel- 
nen Gruppen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Aufgabe  nicht  in 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  Voi kommen  einzelner  Ele- 
mente in  geringerer  Wiederholungszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so 
eben  berührten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  müsste  die  Auf- 
gabe so  formulirt  sein:  Die  uruppenzahl  der  Verbindun- 
gen aus  n  Elementen  in  der  ^ten  Classe  soll  bestimmt 
werden,  worin  kein Element[w einiger  als  r mal  wiederholt 
erscheint,  oder  worin  jedes  mitwirkende  Element  we- 
nigstens rmal  wiederholt  erscheint''.  Der  Sinn  dieser 
Aufgabe  ist  aber  oflfenbar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Frage 
stehende  und  unter  c)  §.  6.  ausgesprochene.  Die  hierher  gehörigen 
Fragen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,   mit  den   vorhandenen 
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Hittdn  nur  im  einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  lassen  sich  aber 
immer4beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B.  ßir  die  Gmppeozahl 
der  Verbindungen  ausn  Elementen  in  der  6ten  Classe,  worinirgend 
efai  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  erscheint, 

+  T^~  («-2)  +2ii(n-l)  +«. 

Die  Gmppenzahl  der  Verbindungen  aus  n  Elementen  in  der 
(ilenClaase,  worin  Irgend  ein  Element  höchstens  dreimal  wiederholt 
erscheint,  ist  aus  1)  $.  9. 

.  M/T  ■«"    A^    n(n^iy..3.2.1     n(n-i) .. (n-.4)     ii(n-!)(it-a) 
a)»C[fli.  «.,...«•]•=     ,.2...n      +       1.2.3.4~  + r."2 

w(w— 1)  (W--2)  (n— 3) 
+  1.2.3 

Dass  die  hier  gemachten  Schlüsse  richtig  sind,  bestätigt  sich  da- 
donhi  daas  man  von  den  Gruppeoanzahlen  der  Verbinoungen  mit 
beacvftnkten  Wiederholungen  auf  die  mit  unbescbräidcten  über« 
gehen  kann.    So  ist  aus  o)  §•  8. 

wie  diese  sein  muss,  wenn  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus 
« Elementen  zur  3ten  Classe  gebildet  werden,  worin  die  Elemente 
«Miffstens  einmal  (also  aucli  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
sdieioeD  sotten.    Ebenso  ist  ans  1)  9*  9. 

.rr^*    J»     ^^^     >*(n-l)(w-2)  .  _ii(n+l)(n+2)  ■ 

wie  diess  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  hoch- 
stons  dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscheinen 
•ollen.    Dless  bestätigt  sich  auch  an  Zahlenbeispielen.    So  ist 

19* 
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■=  ..■  i^)i-\i. 


6.6..2.1  .  6.5.4.3.2  ,  6.5   4.3  .6.5.4 

=ro"  +  T2X4'^+r2ö+03'' 

Beide  Ausdrücke  ergänzen  sieh  zur  vollständigen  &«ppoi- 
anzabl  mit  unbeschränkten  Wiederholungen ,  und  es  Ist,  wie  '^ 
muss^ 

C[ai,  4,...«6?  +  *C[ö^,  4.. •ö6r=321 +  141  =  462, 


also 


er«,    a         ,1.     fe7.8.9.10.11_ 


■    I 

: » ■■■  A. 

•  •■'■.. 


u 


CK,  «2,..ff«I«='C[fl'x,  <'a.-««]"+*CK,  fls»"M'' 


§.  11. 


<I 


Die  Gruppenanzahlen  der  Versetzungen,  ohne  und  mit  VnMt' 
holunsen,  lassen  sich  aus  den  Gmppenanzahlen  der  VerbiiidA' 
gen  ^hne  und  mit  Wiederholungen)  ableiten,  wenn  man  io  Ab 
einzelnen  Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  eioffibt, 
welche  die  in  innen  vorkommenden  Elemente  unter  einander  «il- 
gehen  können. 

Wendet  man  das  Gesagte  auf  die  in  §.7. — $•  10.  gefundenao 
Sätze  an,,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  Versetzungen   aus  irgend  einer  Elementenzahl   zur  fiel 
Classe  werden  gebildet.    Wie  gros^s  ist 

a)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl "kü 
Elementen  wenigstens  emmal,  eine  andere  wenigstens  aweiiMl 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheioeDt 
Diess  stellt  sich  m  Zeichen  so  dar: 

2  2  3  * 

b)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  t« 
Elementen  höchstens  einmal,  eine  andere  höchstens  zweimal,  eiitf 
dritte  höchstens  dreimal  u.  s.  w.  w  iederholt  erscheinen  ?  In  Zeiehen 

k        k  k  k—l  ür-l  2 

c)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  wenig- 
stens r  mal  wiederholt  erscheint? 


3) 
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'^K»  ««*•  ^üJ«; 


4)  dieAnsahl  der  Gruppen^  worin  irgend  ein  Element  höchstens 
muJ  wiederholt  erscheint? 


i) 


'/^[«i,  tf«,...«»]«. 


Man  hat  zu  dem  Ende  nach  Angabe  von  §.  8.  die  nOthi^en 
Sckemata  zu  entwickeln,  hieraus  die  Funktionen  der  n,  wie  dort 
mcbekeot  abzuleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  G)  und  7)  §.  7. 
oie gehurige  Versetzungszahl  zu  verbinden,  denn  jede  Funktion 
*"  n  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 


Die  Versetzungszahlen  leiten  sich  dadurch  aus  den  Gebilden 
kt  B  nnmittelbar  leicht  ab,  wenn  man  bemerkt,  dass  alle  zusani- 
■MgehOrige  Ausdrücke  eines  Schemas  einer  und  derselben  [)i- 
■eisioD  <Mer  Classe  zugehüren.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
Übt  daher  auf  eine  Bruchfakultät,  deren  Zähler  die  so  vicite  um 
ie  Einheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Summe 
iVer  in  ihr  vorkommenden  Exponenten  von  e  angiebt,  und  deren 
Nnoer  aus  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
iMit,  als  e  vorkommen.  Die  Exponenten  der  e  bilden  dann  die 
BfODenten  der  einzelneu  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
I)m}.8.  zorOck,  so  gehört  zu 

leii 
e* «»«»«»  e»  €»=  (ei)«     die  Versetzungszahl  n,nni|i|m,qitiii|l ' 


I»  e"  e»  e^  6*      =(«i)V^ 


l«|i 


f» 


9f 


11|111|111|111|112|1' 


«»  e*  e«  «•  =(6»)«(e*)«„ 


l«|i 


>> 


11,111|42|112|1    ' 


€«««^ 


e»e» 


=(0' 


=  (^3)« 


l«ll 


» 


»» 


12|112|112|1  ' 


1«|1 


99 


)* 


1»|11»|1' 


0«  8.  f.  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdriicko  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n  in  Verbindungen ,  so  erhält  man  fiir  die 
6ni|»peiianzahlen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wicderho- 
hugaa  filr  die  verschiedenen  Classen  folgende  Zusammenstellung : 
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2  3  4 

51-1         31-1  ai-r 

+  lOn  * '""  ^ii8---2)  +  10«a  (w,^!) + ÖWj  (n^-^l)  +.ih, 

'/^[''l »  Ö2,...ani>  ..••flu, » ö^n«J   — 

«l-I  41-1  21-1  ^«l-l^^    *1-1 

=iii      -|-15r]i      (iia-4)  +  45n,       (n«— 2)      +t5ii^ 

+  16«2(«4-l)+6«i(«5-l)  +  «6»  = 

u.  s.  w. 

Die  Zahlenausdrücke  für  die  Gruppen  der  in  2),  ^  und  ^  ange-i 
deuteten  Versetzungen  ergeben  sich  nun  aus  1)  §.  9«  und  aus  den' 
Gesagten  leicht    Man  hat  daher  aus  gleichen  Grfindeo:' 

2  2       2  21-1 

3  3  2  31-1 
*P[ffl,....an,,...,flnj,....flnx]'=«i        +  3«2(^l""^)  +  '*8» 

4  4  8  2 

■■    l^l>  ••••  ^n^  >»»•  ^i  »..••^«»»••••OllxJ^^^ 

41-1     ^      .  ,   21-1  ^     21-1    ^       ^ 

==«1      +6na(ni— 1)      +3iia      +4fi8(«i— 1)+IH, 

6  5  4  2 

=«1      +10ii«(ni— 1)      +15nj     (iH— 2)  +  Mhi|(ii,— 1> 


-66  ö  2 

/^jtfj  , ....  Ofif, }  ••••  '^nj 9  ••••  ^»H  ?••••  ^»ij   -^ 


31-1 


ß'-T   _      ,         ,    41-1  ,^     21-1  21-1     ,^  3 

=  wi      +15wa(wi— 1)      +45wa      (ni— 2)      +lfin^ 

+  20w3(«i-ir^ +60n3(n,«l)(n|-2)+  lOiJ*^* 

+15w4(wi-lP+15w4(ii,-l)+6n5(iii-l)  +  He, 
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u.  •.  w.  Bei  diesen  Fakultäten -Ansdrflcicen  ist  die  Kraui|»*Hchc- 
Jteieielimifswelee  m«l-*=m(iii— l)(m— 2)...(m— a?  +  l)  gebraucht. 
HtenMcb  bt: 

*nr*  4        •        •  5        »        a 

rh,."«*»  «»#  «6»  ^r»  «0»  ^9»  «10»  «li»  «i«r= 

=ri.ii.io.o+6.9.ii.io-f  3.9.844.7.11  +i=  mw< 

ttr 

iii=x]2,  ns=:9j  »8=7,  114=4. 
WMe  man  schreiben 

6        544388«« 
*PK,  «»,   «8,  «4,   a^,   0^,  «y»   «tf  «•»  «10»   «11»   «1«1* 

6         5 

wie  auch  geschieht,  so  hat  ai ,  a^  l^eine  Bedeutung,  da  die  Wie 
dwboinngsexponentcn   nicht   hoher  als  der  Classenexponent  Her- 
den |[5nneD. 


§.  12. 

Die  in  $.  6. — $.11  geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aibHtallten  Probleme  gel5st,  aber  keine  geschlossene  Ausdrilcke 
genefert,  um  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
wenden  uns  nun  zu  einer  zweiten  Auflosungsmethode,  die  dieser 
Beschrinkung  nicht  viterliegt,  und  steilen  Tolgendes  Problem  zur 
Unterauchung  auf: 

Die  Verbindungen  mi  t  Wi ederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  Arten  Classse  werden  gebildet*  Wie  gross 
ist  die  Zahl  aer  Gruppen,  worin  irgend'  ein  Element 
wenigstens  rmai  erscheint? 

Die  Aufgabe  steik  sich  In  Zeichen  dar : 

r       r        r  r 

'C[«i,  0%,  //s... •«■]*. 

■ 

Eine  nothwesdige Bedingung  ist»  dass  r'^g  ist   Uie  Methode, 

welche  wir  betreten ,  besteht  darin ,  dass  wir  uns  die  Gruppen  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  Richtune  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  unteisuchen  und  tragen,  in  welchen  sich  die 
nudCsenden  Gruppen  finden  können  uoa  dann  die  hiedurch  be- 
dhgte  Zahl  angeben. 

Din  auflosenden  Gnip;;»en  sind 

(«1)'»  i«i)',  («8)^•..f«Ii^ 

Diese  Gruppen  können  eitwcder  auf  den  r  ersten  Stellen,  oder 
auf  r  Stellen  von   der  zweiten  Stelle  an,  oder  auf  r  Stellen  von 
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der  dritten  an  u.  8.  f.,  oder  auf  den  r  letzen  Stelieo  erscheinen. 
Mit  jeder  eingenommenen  Stellung  werden  bestimmte  Bedingan- 
gen  eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  dürfen.  Es  kann  säm- 
Fich,  so  verlangt  es  die  Blldungsweise  der  Gruppen  der  Verbin- 
dungen mit  Wiederholungen,  keiner  der  genannten  Gruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welches  die  gleiche. oder  gar  eme  hö- 
here Steiienzahi  fuhrt,  und  ein  Element  folgen^  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  fuhrt.  Elemente  mit  der  gleichen  Stellenzahl 
dfirfen  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

ä)  Die  auflasenden  Gruppen  nehmen  die  r  ersten  Stellen  en. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  iq—r)  letzten  Steilen  jede  belieUge 
Zusammenstellung  von  Elementen  folgen,  welche  den  oben  ge- 
stellten Grundbedingungen  nicht  widerspricht  Hieraus  hat  man 
folgende  der  Aufgabe  genugende  Aufstellungen  : 


Bestimmt  man  diejedem  einzelnen  Ausdrucke  zugehSrige  Grup- 
penzahl,  so  hat  man  folgende  Reihe : 

Hierin  bedeutet 

r  T       m(m+l)....(fii+a:— I)     m*l* 

t"*>=  — ot::::^ — =Pii- 

b)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheinen  auf  r  Stellen  von  der 
zweiten  Stelle  an.  Ein  Element  kann  daher  vorausgehen  und 
(q—r — 1)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  jfoleen  darf 
keines,  den  oben  genannten  Jqedingungei  widersprechendes  Ele- 
ment.   Diese  fQhrt  zu  folgender  Aufstellurg: 
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Ulerdnrch  wird  folgende  GruppeDasahl  berbeigeasogeD : 
i,=l.[ii-l],_^  +5[»-2]^_i+f  [»-3],_^,...+2y  [2]^ 

deoD  die  GrappeDform 


kaui    als    den  BedinguDgen  widersprechend  nicht  aufgenommen 
werden  nnd  ist  auch  in  der  Tbat  schon  unter  a)  vorgesehen. 

Die  Reihe  J^  und  alle  hierhergehurigen  Reihen  werden  nach 
folgendem  Gesetze  sammirt: 

1)  [m]»[l],  +  [m-l]*[2]p  + [2]*[m-l]p  +  [l]*[m]p 

_p   1          _jn(m  +  i)(m  +  2) .... (m  +  k+p)_  m*+y+^l> 
— LwJ*fP+i—      1,2.3 (k  +  p  +  \)        -  l*+F+i|i- 

c)  Die  anflSsenden  Gruppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  kSnnen  vorausgehen  und  (q—r — ^2)  Elemente 
können  folgen.    Diess  führt  zu  folgendem  Aggregate : 


Werden  die  einzelnen  Gruppen  gezählt,  so  erhfilt  man  nach  1) 

^  *f«].[»-l]i-.-*  +  [2J,  [n-2J^_,+...  [n-2i,[2]^.,^ 

+  [»»-ll.[l]f-r-. 

1^  ■Sticken  die  anflSsenden  Gruppen  anf  r  Stollen  vor  von  der 
^^A    «n,  so  hat  man  folgende  ZusammeDfassnng: 

C(fli)»(««)'C'(«8,  ffs on)*-^-*, 

C(fli.  o^'i^y  0(at,  «4....««)«-'-», 


l 
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Cifli  «s,...««_^» («„_,)»•  C(«ii_i,  flu)«-'-», 

C  K  a^ ...  an  -i^ianY  C(«„)«-^-». 
Hieraus  und  aus  1)  ergibt  sich  die  Zahl  der  Gruppen« 

^4  =  [1]3  [w-l]«-r-8  +  [2]8  [«-l]«-rrS .-..  [«-2]3  [2]^^ä 
=  [«— l],-r+i. 

Diese  Schlüsse  wiederholen  sich*  Jede  einzelne  Aufstellung  flUirt 
2ur  nämlichen  CrruppenzAhl ,  denn  die  den  auflösenden  €lnippai 
vorausgehenden  und  nachfolgenden  Gebilde  erganzen  «eh  immer 
zu  gleichen  Dimensionen.     Hiernach  erzeugt  sich   der  Ausdruck 

In-^l^f^r-i-i  im  Ganzen  {q — r)  mal.  Denn  er  kommt  in  alleii  Fä- 
en  mit  Ausnahme  des  ersten  (a),  also  in  den  {q—r)  letzten  Stel- 
lungen vor.  Die  Summe  aller  auf  diese  Weise  in  Betrachtong 
kommenden  Gruppen  ist 

und  sie  fährt  zu  folgendem  Ausdrucke: 

_n(n  +  t)(ni2)......(w+y-r)         _  ,(n--l)n(n4-l)..(iif^-r-l) 

""         1.2.3 (9— r+1)        r^^^    ^^       1.2,3...<y-r+l)      * 

Diese  Schlüsse  fiihren  so  lange  zu  einem  richtigen  Resultate, 
bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  Classe  angewachsen 
sind.  Geschieht  diess,  dann  enthalten  die  vorausgehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Geliilde ,  welche '  der  Aufgabe  genueen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel- 
lung^  wodurch  £e  erste  Ausscheidung  bedingt  wird,  hat  folgende 
Gestalt: 

■  ''■..■■■.  I      '    .  ' 

C  {fhy  ^ .-  «»-«)''  K-i)''  ^'(«W-a ,  ««)«-*' , 

Die  Ausscheidungen  können  durch  die  Gleicfadng  2)  beweik« 
stelligt  werden,  indem  man  der  Reihe  nach  wegen  der  vorausge- 
gehenden  Ausdrücke  q=^r  und  statt  »  allmähl^  die  Elementen- 
anzahlen, also  I,  %  3,  4,....,n— ]  setzt.  Wegen  des  ersten  Aus- 
drucks ist  dann  auszuscheiden: 


\ 
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wegen  des  iweiten 

wegen  des  dritten  « 

B.  s.  w.  wegen  des  lettten 

endlieb 

l«-l]t  Wl-sr  .  " 

Die  Summe  aller  dieser  Ansscheidungen  bedingt  folgende;Reihe : 
A=l[n-1]^^  +t2],[«-21,-v  +[31.[n-2],_v  .... [n-l]i[l],-,r 

Die  Darsteilung,  wodurch  die  zweite  AMScheldnog  bedingt 
iit,  bast  sich  in  Fo^ndem  zusammen: 

0(ai  ttt,  «.)•+»  («4)'  Oia^,  a,....fl|,)*-*-i, 

■  • 

C(ai  a^ ö«-i)H-i(Ä,)re(ö«)«^«^Ä! 

Xim  aUe  hieraus  aassnseheldeiide  Greppen  m  eriMtea»  hat  nan 
1^-1-1  statt  V  und  1«  2,  3....(ii*-l)  statt  n  in  2)  au  setaen  und  mll 
<len  nachfolgenden  ergänzenden  Gruppenzahlen  zu  vervieUacben. 
Es  entsteht  sodano; 


[[J3s+t[0U[»-i], 

[[5Jl.  +  l.[l]J[»-2]^-.^-l. 
[[3].  +  l.PJ.]r«-31 


[[«-l]i+l.[»»-a3],(l] 

Wird  nun  vervielfacht»  so  entstehen    zwei  Reihen,   die   sich 

^^h  der  Gleichung  1)  summiren  lassen,  und  man  erhält 

*  » 


[»li  [«  -  2J«r-,  +  PI  [m  -  3),_»^ .... 

....  [«-2i[l]^.ar-i  =  [«— 2],-^+,. 

Die  hiedorch  bedingte  anszascheidende  Gnippeoaahl  ist 

Die  dritte  Ausscheidung  ist  dnrch  folgeade  ZnsaiBiueDstellang 
bedingt : 

■  ■ 

•  ■ 

m  m 

•  s 

Die  hienos  herrorgdieDdeii  Grnppenxahlen  «geben  sich,  wenn 
r-l-3  statt  9  und  aUmShlig  1,  2,  3.....»— I  statt  n  in  2)  geseUt 
wird.    DaAwch  entstrtt 


(PJi+i[l].)["-5 

([■-li  +ä[.-3t)[l)H-,r-,. 

Wird  hier  Tenriel&chty  so  entstekeo  wieder  xwei  Reihen,  die 
skii  nach  1)  siMUBirai  lassen  md  aaa  erhsll  sofoit  ßb  ^Be  durch 
obige  AafiitellHDg  bediagtea  Ausscheidongen 


Diese  Aasscheidimiiett  fthren  Gick  am  lekkt  weiter  fori.    Die 
DarsteUuDg,  woza  man  bei  der  letzten  Anmuibcidung  gelangt,  ist : 

• 
• 

• 

Um  die  hiedorch   bedinj^te  Gnippenzahl  m  effhahen,  hat  man  in 
i)  f— r  fiUtt  ^  and  1,  i  3...ln— 1)  statt»  zu  setzen.  Man  erhält: 


I     ,  ,  .  , 


28tf 

[2}»-*+»     >{»-2r)[l],-r4i,  I 

[31.-*+,      +(«-ar)[2],-^i.  I 

•  ■ 

Diese  zwei  Reiben  vereinigen  sich  in  folgenden  Ausdruck: 

Alle  die  auf  diesem  Wege   erhaltenen  Ausscheidungen    werden 
durch  die  Summe 

ingegeben,   welche   (q—^r  +  l)   Glieder   hat.     Alle  B   enthalten 
den  Aflsdiliek 

Dies«  Ausdruck  kommt  daher  (7— "2r  -|- 1)  mal  vor.  Die  (q — 2r) 
leUte&  JB  enthalten  noch  einen  zweiten  Ausdruck ,  der  einem  be- 
stimmten Gesetze  unterliegt ,  sich  auf  folgende  Weise,  darstellt 
und  zusammenziehen  lässt: 

1'  [»-2],_.rH  +  2[n-2],-aHa+3[ii-2]„,4^  + ... 

...[9— 2r][n— 2],_2H« 

%  Grappenzabl,  welche  daher  von  2)  ausgeschieden  werden  muss» 
l^eift  sich  in  folgendem  Ausdruck: 

8)  A=[v-2r+l]i  [«-l],-2r+«+  [7-2r]a[n--2]^-ar4» 

(y-2r)(y— 2r+l)  (n— 2)  (w~l)n . . . .  (w+y-2r— 1) 
+  1.2  1.2.3....  (y— 2r  +  2 

Si^  Ausscheidungen   sind  so  lange  richtig ,   bis  sich    die    den 

^l'pOsenden  Gruppen    vorangehenden  Verbindungscla«seu  bis  zur 

^%)ten  Dimension   erheben.    In  diesem  Falle  sind   zu  viel  ausge- 

^^Q Jeden  worden  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 

AAia^  Gruppen,  welche  die  Eigenschaft   der  auflösenden   Gruppen 

®'*^t  haben. 

.|^       I^ie  Gleichung  3)  kann  nun  benatzt  werden,  um  die  Ausschci- 

f/   ^^en  EU  bewerkstelligen,  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  welche 

Bligenschaft    des    wiederholten    Zusammentrittes   haben.     Es 
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wird  nun  nicht  mehr  nOthig  die  erforderlioben  Znsammenstellon 

gen  zu  geben.    Mat  bat  nur  2r,  Sr-f-I»  2r-f^^ q — r  statt  9.  ond 

allmäblig  1,  %  3;*«.(n  1)  statt  n  bei  jedem  einzelnen  Werthe  von 
q  in  3)  zu  setzen»  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  erffSnzenden 
Verbindungszalil  zu  Tervielfachen.  Es  werden  auch  hier  immer 
Reihen  entstehen ,  die  sich  nach  1)  summiren  lassen.  Die  Aus- 
drücke, welche  hiedurch  erzeugt  werden,  sind  der  Reihe  nach 
folgende: 

P]l.[2].[«-3]9-Sr 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  •  . 

[ll.[n-2],[l],-,.. 

Wird  nun  2r-f  I  statt  q  und  allmäli^  I,  2,...  (n— 1)  statt  M  in  3) 

Sesetzt  und  werden  die    hieraus  sich  ergebenden  Aondrflcke  mit 
en  ergänzenden  Verbindungsclanao«  Terbunden,   so  entsteht   in 
Rficksicht  auf  1) 

Q=(2  [1],+  [1J,0)  [«-2}^r-i  =2  [«-8],-,r4* +[l]i[»i-3]^^rf. 

(2[2],  +  [l],[l],)[«-3]„r_, 
(2[3],+[l],[2],)[«-4],-^_i 

■  •  • 

:  : 

(2  [«-2i + [1],  [w -3],)  [1  ],-,r-i ; 

# 

Ferner  wird  fiir  2r-f  2  statt  q  und  unter  den  oben  ang^ebenen 
BedingmugeD: 

q,=:(3[l]4+[2M0]4)[n-2],_,_=3[n-2],_,.+,+[2],[n-3]^r+, 

(3[2]4+[2],[l]4)[n-3],-,r-, 

(3[3j4  +  [2].[2]4[«-4J^„-, 


(3[n-2]4+[2],[«-3]4)[l],_ 


jr-a 


u.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  sSmmtIK 
cfaen  C  unterliegen.  Es  entstehen  zwei  Reiben,  wovon  die  erste 
(y— 3r-f1)  Glieder  und  die  andere  (y— 3r)  Glieder  zShIt,  die 
sich  auf  folgende  Weise  behandeln  lassen : 

(1  +  ^2 + 3  +4 ....  +  (7-3r+  l))[n-2],-3r+8 
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Fir  die  aus  3)  anssuscheideDde  Groppenanzahl  ist  sofort 

~  1.2  1  .  2....(9— 3r+3) 

(^2r)  (y-2r+l)  (^-2r+2)  (n-3)(n-2)....(n-fy-3r-l) 
"•"  1  ."5rr3  1.2.3  ...  (^-3r+3)     • 


Setzt  man  nun  diese  Schlnssweise  fort,  so  erbftit  man  für  die 
Zahl  aller  auflösenden  Gruppen  (A) 

5)  A-M-N+P^Qi- 

Hieiwic  entsteht  durch  Eiofiihrung  der  aufgefundenen  Werthe: 

= Wt-r+i  +  [v— r]i  [«— l]«-r+i 

-  [9H-2r +l]i  [11— l]«-«r+«  —  [9-2r]8[n-.2],-,rf  a 
+  [fl'-Sr+y.En-Sl^-ar+a  +  [»-3r],  [n-3]„r+, 

—  [y— 4r+l]8  [n  -3],-4rf 4  —  Iq-^r]^  [»-^]«-4f-f  4 


_ («(^+i)..  (n+y— t)      2— r  (i^-l)ii  (n-fl)...  (w+^—r— 1) 
—  1.2..  (v— r  +  1)  "*'     1      1  .  2  .  3  .  .  .  .  (o- 


(9-r+l) 


^-»-fl   (n.--l>L^M^--2r) 
1  r.2...(9-2r  +  2) 

(y-^2r)  (y— 2r-f  1)  (w— 2)  (w— 1) ....  (n + y-2r— 1) 
rnT        "     1.2....  0— 2r  +  2) 

,  te-2rfl)(qf-2r+2)   (n^2)  (»->!)...  (n+y~-3r) 
^  T72  •    1.2"....  (y-3i-+3) 

(y-2r)  (y— 2r+l)  (y— 2r+2)  (ii-3)(w~2)...(it4-y.~3r-l) 
+  "    1  .  2.3  *     1.2....  (^-«3r  +  3)    • 

Diese  Darstellung  lüsst  sich  auch  so  umformen: 

7)      -^— l«-l|ll«-r+l|l  +    1       •  ln-aill,-r+ljl 

y--2r-fl        ln+9~2riU  (y->2r)^.^      jn^^-lr-ri 

—        1        i7i:^2iijpär+2|i—      ia|i       ii,-5|i  i^-ar+a-i 
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+        jaii         i«-8,in-ar+B|i+       I8|i      '  l«-4|il«-*TS[i 


Werden  hierin  die  Fakultäten  Im  Nenner,  welche  den  Exponenten 
tj  führen,  ausgeschieden,  so  ergibt  sich  folgende  D^rstellang: 

—  ln-l|l  ,  +      1  1„-«|1 


Bei  kleineb  n  wird  sich  diese  Darstellung  Tortheilhaft  gebrau- 
chen lassen. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  besondere  KäUe  ist 
sehr  bequem.    80  Ist  z.  B. 

»nr  •      •        *i«     6.7.8.9  .  ^  S.6.7.S     .  5.6 
Clai,  fl2,....agj  =-i.2.3.4+'^- 1:2:34 ""*•  1:2 

=  126+3.70—15=321, 

wenn  man  r=3,  n=6,  7=6  in  Nr.  6)   setzt,  wie  schon  oben 
§.  10.  gefunden  vi  urde. 

Die  Gruppenanzabl  der  Verbindungen,  worin  Irgend  ein  Ele- 
ment hucbstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  aas  0)  idcht 
Man  hat  zu  dem  £nde  (r-f-1)  statt  r  zu  setzen  und  das  erhaltene 
Resultat  von  der  Gesaninitzahl  der  Gruppen  mit  unbeschränkten 
Wiederholungen  abzuziehen ,  denn  die  gesuchte  Gruppenansahl 
ist  die  Ergänzung  zu  der  vollständigen  Gruppenanzabl.  Hiernach  ist 

r        r      T  r  ■ 

9)        *C'[rti,  fla»  03*— «»!'  = 

+  [^-2r-l]i  [«-l]«-v  +  [9-2r-2Ja  [«-2],-«r 
-  [^-3r-2]a  [w-2]«-ar  -  [^-3i— 3]3  [n-3],-»r 
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— r*— »■+ i]»-i— [»—'-•]  [9— »•+I]»-» 

+  [y-2r-2],  [y-2r+l  J«_,  +  [j-Ä— 2],  [7-2r + 1]»-, 
— [j-3r-3],[9-3rfl],-,-[^-3r-3]j[9-3r+l]«-4 

: 

Mit  diesen  Mitteln  kann  man  nun  weitere  Fragen  beantworten. 

üie  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  ^tenCfasse  werden  gebildet.  WIegross  ist 
dieZahl  der  Gruppen  ,  worin  irgend  ein  Element  gerade 
rmal  wiederholt  vorkommt? 

Dieses  Problem  lässt  nach  dem  früher  Gesagten  zu,  dass  die 
beffleitenden  Elemente  auch  in  geringerer  Zahl  wiederholt  in  den 
aaBsseoden  Gruppen  vorkommen.  Die  gesuchte  Gruppenzahi  be^ 
stimmt  sich  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  (r-fl)  statt  r  hi  0)  setzt 
vod  das  so  erhaltene  Resultat  von  0)  abzieht.    Ks  ist  sofort 

r        r  r  r+ 1       M  1  »'+1 

IQ)        -A-  =  'C[ai ,  «2»  -öj«  —  'C[«i     >  «a    >  -fl«     1* 

Dnreh  Cng  und  Cn^-{-\  sollen  der  Kürze  wegen  die  oben  ange- 
deuteten Zahlenausdrücke  bezeichnet  werden,  um  nicht  die  ent- 
wickelten Darstellungen  geben,  zu  müssen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinem  auf  folgende  Weise: 

TT  r  rft-fi       r+i-H  r+f|  ) 

Man  hat  (r-hi-f*!)  'statt  r  in  6)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Kc- 
mltat  TOD  6}  abzuziehen.  Die  Darstellung  11)  beantwortet  folgen- 
des Problem. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele* 
menten  zur  ^ten  Ciassewerden  gebildet.  Wiegrossist 
die  Gruppenzahi,  worin  irgend  ein  Element  wenigstens 
r  und  höchstens  (r-f-j)mal  wiederholt,  also  gerade  r, 
r-f  1»  r+2,....  (r  +  *)mal  wiederholt  erscheint? 

Hiebei  ist , zu  bemerken,  dass 

_  Wi(Wi  — l)(y»i— 2) ...  («1— y-f  1) 
1 .  2  .  3  ....  9 

ist,  wie  sich  leicht  rechtfertigt;  denn  diess  sind  in  der'That  die 
Verbindungen  ohne  Wiederholungen  aus  n^  Elementen  zur  qteu 
Classe. 

Thcil  XV.  20 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  soll  an  einigeo  besondern 
Fällen  nachgewiesen  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  6  Elementen  zur  6ten  Classe 
sollen  geEählt  werden,  worin  irgend  ein  Element  gerade  dreimal 
wiederholt  erscheint.  IVlan  findet  sie,  wenn  man  9=6,  n  =  6  and 
r=3,  dann  r=4  in  Nr.  6.  setzte    Hiernach  ist 

C.7.8         5.6.7 
'"i:2T"^- 1.2.3 

Lost  man  die  Aufgabe  nach  der  in  8)  aogegebeneo  Methode, 
so  hat  ntian  für  die  e  folgendes  Schema : 

e^  e^  «*  e^  +  e^  e^  e*  +  c^  «•, 

woraus  sieh  folgende  Gruppenzahl  ableitet: 

.       6.5.4.3  .  tf  -  4  .  6«5     trktf 
^3  =-y2X  "''"*■  L2~ 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  zur  6ten  Ciasse  aus  6  Elemen- 
ten sollen  bestimmt  werden,  worin  ein  Element  wenigstens  zwei- 
mal und  höchstens  viermal  wiederholt  erscheint  Man  hat  f=6^ 
n=6,  r=:2  und  r  =  5  zu  setzen,  und  es  ist 

_  _6.7.8.9,10  ,  ,  5.6.7.8.9      ^  5.6.7.8      ^  4.S.6.7 

^»'4— ^j.a-^>5  — 12.3.4.5  +'^•1.2  3.4.5  "**•  1.2.3.4  ""^'l.LSA 

.  4.5.« 
+  123 

6J     5^ 
""1.2  ""1.2 

=461—36=425. 

Lust  man  auch  hier  die  Aufgabe  nach  dem  Schema  der  e, 
so  ist 

e^  ei  e^  e^  e^  +  e^  e*  e«  «*  f  e«  «•  «« 
e^  e^  e^  c'+e^  e*  c'+e'  e^ 

wodurch  folgende  Anzahl  bedingt  ist : 

_  6.5.4.3        6.5  4.3     6.6.4     6.5.4 -.-„^. 

+  12+  i^.4+&5=30+90+20  +  60+120+15+60+3O 


201 


§.  13. 

Em  ist  oan  noch  flbrig  folgendes  Problem  sa  lOsen: 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  qten  Classe  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  vrorin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal  wieaerholt  erscheint?    In  Zeichen 

Die  Vorbedingungen,  welche  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gestellt  wurden»  gelten  mit  wenigen  Abänderungen 
Such  hier.  Die  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliche  und 
folgende  Weise  gelöst. 

a)  Die  auflösenden  Gruppen 

(fli^.  (osr»  («»)%... (flu)'' 

«scheinen  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
iDe  Elemente  ebne  Unterschied  auf  den  letzten  (9— r)  folgenden 
Stollen  in  jeder  beliebigen  Anordnung  aufrücken.  Hieraus  ergibt 
•kh  folgendes  Schema: 

{^yP'ioif  aa...a„)«-'=/^(ai',  ff2^...anO*P'(fll»fla•••ö«)^^ 

:  : 

•  • 

«m  jede  der,  Gruppen 

•b  eis  Element  betrachtet  wird. 

Die  Anzahl  der  hiedurch  bedingten  Gruppen  ist 

6)  Geht  man  nun  eine  Stelle  weiter,  so  kann  ein  fremdes 
B^ment  In  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
Essenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r  ersten  Stelleu 
^heinen^  denn  dieser  Fall  ist  in  ä)  vorgesehen.  Daher  muss 
^B  (remdes  Element  auf  einer  der  r  ersten  Stellen  erscheinen» 
^  es  kann  r  Stellen  durchlaufen.  Auf  den  nachfolgenden 
(f— r-^1)  Stellen  können  alle  Elemente  ohne  Unterschied 
•^keinen.    Hieraus  entsteht  folgendes  Schema: 

{a^y-^P'iai,  rt3,...<i»)^<iaP'(flri,  cr^^.  ..Oii)^^'""* 
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:  :  : 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  eine   feste  Stel- 
lung ein.    Jede  Zusammenstellung  von 

(ai)'-^P'(aa,  (h,..auy; 
(a^^^P'iai,  a3,...a«)^...(a«)'-iP'(ai,  a«,..a«-.i)" 

bringt  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Elementes 

r(r~l)...2.1       r 

Versetzungen  hervor.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  der  Aufgabe 
genügende  Gruppenzahl: 

T 

^2  =  f  •  w(w — 1)  n^-*""  ^ . 

c)  Geht  man  nun  zwei  Stellen  weiter  und  dehnt  diese  Be- 
trachtung auf  (r-f  2)  Stellen  aus,  so  können  zwei  fremde  Ele- 
mente zwischen  die  auflösenden  Gruppen  treten.  Die  fremdeo 
Elemente  inüssen  aber  auf  den  (r-f  1)  ersten  Stellen  vorkommeii^ 
weil  sonst  die  unter  a)  und  b)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  wer- 
den.   Diess  fuhrt  zu  folgendem  /Schema : 

« 

(«1  )'•- 1 P"  (a2>  «3  . .  .  On)*  •  «1  P'  («1 ,  «2  •  •  •  O»)*'"'^* 

(cra)'"-^  P  (o,  «3, . . .  an)^ .  a^,  P"  (»1,  a^. . .  «n)«-'"-* 

•  •  • 
«  «  .             • 

•  •  • 

•  •  ■ 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feste  Stellung  ein.  Die  vorausgehenden  (r+1)  Elemente  kOnneii 
unter  sich  jede  beliebige  Stellung  einnehmen.  Die  aus  diesen 
Versetzungen  sich  ergebende  Vervielfachungszahl  ist 

(r+l)(r)(r—l)... 3.2.1      r(r+l) 
1.2.1.2. ...(r-1)     -    1.2 

Sie  gehurt  jeder  einzelnen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusamraeo- 
stellung  an.  n  Gruppen  sind  es.  Die  hieraus  sich  ergehende 
Zahl  der  der  Aufgabe  genügenden  Gruppen  ist 

A3  =-^Yt^n(n-l)2n7-r-* . 


1 
t 

1 

V 
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Setzt  man  uun  die  angegebene  Nchlussweise  durch  alU  stellen 
lort  und  xählt  die  hieraus  fliessenden  Gruppen  zusammen,  so  hat 
man  sofort  folgende  Gcsammt  -  Gruppen  -Anzahl  : 

I)  A=A^^A,  +  Aj,  + 

r(r  +  l)(rH-2)....(y~l) 

•  •  •  — r:2~7(f:^) — "  •  ('^  -  ^)'" 

•.•M9-»^(w-l)9-'-l 

= «  2?o  W#  (»—1)*  nf  •»■-*. 
*  durchläuft  *e  Werthe  0,  1,  2,  3....(y-r). 

Diese  SchlQsse  führen  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 

eintesehobenen    Elemente    die   rte  Glasse    nicht  erreichen.     Er- 

-  teidien  sie  diese  und  erheben  sie  sich   darüber,  so  werden  zu 

▼ide  Gruppen  gezählt,  und  zwar  alle  diejenigen,  welche  in  flen 

AisdrAck  en 

P'(a^a^..,any,  i^ipi.a^ a|,)^.../^(al,aa...an-.l)^ 

;  1^  den  zugehörigen  huhern  Classen  enthalten  sind  und  die  Ei- 
grascbaft  haben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  flxirt  und 
foo  1)  ausgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem  Ausdrucke  P' (a^t a^. ». anY  ent- 
kilten  sind«  haben  die  Form 

(ff2)^  (a8)^  (a4)^..(a.)^ 

ftie  Zahl  ist  (n— l),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
Baheit  verkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
der  nachstehenden  Reihe  : 

I       :    • 

[f]rn(n  -  iyn9-^,  [r]r4 1  u  (n  -!)'•+» »v-«^-», 

[r]r^2  nin—ly^  H^-^^-^, .... 

mui  io  ihnen  durch  die  Ausdrücke 

(n-l)r,  (n^l)r+i,  (n-l)r-fa,.. 

tedingt.     Mau  findet  nun   die  auszuscheidenden  Gruppenanzahlen 
loicht»  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nacn  der  Glei- 
AuDff  1}  behandelt.    Diess  geschieht,  indem  man  n— 1  statt  n  und 
lUmuilig  r,  r-fl,  r-f^»****   statt  a  schreibt  und  die  fehlenden 
Stellen  durch  die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ergänzt.    Da- 
durch erhält  man  folgende  auszuscheidende  Gruppenanzahlen : 
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•2)  »,  =frlrn(»— !)»•»-*•. 


Ä2  =  rplr4 ,  « (fn— 1 )  Ol— 1)  +  jin—l)(n—2))ni-»~* , 

Ä,  =  fr]r+,  n  ((«— 1)(m— D«  +jin-\ )  (n—i)  (»— 1) 

+ 1>]«  («— 0  (»-2)*)n*-*-«. 

»4 = [r]r+3  » ((»—!)  («—!)»  +  j  (n— l)  (»-2)  («-1 )« 

+  [rla(n-l)(i.-2)«(ii-l)  +  [r]3(«—I)(it— 2)»)  «♦-*•-», 


Ä-+1  =  Mar  n  ((«— l)  (b  -l)r  +  r  (n— 1)  (»—2)  (n— 1)»^*  +. .  , 

...[r]K»-l)(«-2)') 


Man  kann  nnn  die  Klammem   anttüMB   uod  anden  itrdnen 
Dadarcb  geht  2)  über  ia 


;))  B=n (n-i)  [Mrü^-*-  +  lr]rf  1  (n-l) . ««-* 

+  Wrf«(«-l)»lH-*^  +  ...J 

4-  r . « (»-!)  («-2)  [[rl,4,  nt-*-»  +  [r]r^in-l}ta^*^* 
f  rr],«(n-l)  (n--2)«r[i'Jr+Bn»-*-«  +  [r]r4,(«-l)««^*^» 

+  Mart4(«-l)n»-*'-«+.  ...J 
I-  \r]r  I ,  n (n-l)(n-2)r+i  [[r]y+i »r-»-!  +  [r]y+, (»-l)«t-*-» 

+  [r]trH(»— 1)  »»-*-•  + . . .] 


r>io  Dargtcilnng  3)  lässtsicb  mittelst  der  £  auf  eine  dieUeber* 
sieht  orlnichtfirnde  Weine  Tviedergeben  and  zwar  auf  folgende 
Weise: 

<>  /y=n(ff-l)i;*fi'>|.,(n— i)*.a»-*^' 


l-frfc  »(«     l)(n-2)^oMr+i  j.r(»-l)'.  «»-•'-»- 
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+  [r],»  («-1)  (»-2)«  £0  Mm  ,+x(«-1)'««-»'- 


+ [r>  n  (»—I)  (n—'2)r  2^  [r]gr-| ,  (b  -I)«  m-»'-» 
+[r]r+j  n  («-!)  («-2)'+i  4W«r-„fx(n-I)'.n« -"-»-' 
+Wrfi»«("-l)(n— 2)'•+»-£o['•lar^a^-»(»-t)'»*-■'-*~' 

•  • 

:  : 

oder: 

5)  J»=fi  (fi~l)  4  My(n-2)» (2CMr4  j,  \s  (n-1)' n7-ar-ar-*) . 

Id  5)  hat  man  statt^ allmählig  dieWerthe  0,  1,  2,  S...^— 2r 
(also  bis  zu  der  Huihe ,  wodurch  der  Exponent  von  n 
in  0  übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  fiir  jeden  einzelnen 
beatiminten  Zahienwerth  liir  y  allniahlig  die  Werthe  0»  1,  2,  3... 
ttr  X  einiufilhren  und  zwar  bis  zu  der  Hube,  wodurch  der  Expo- 
nent von  n  in  0  übergeht. 

Die  hier  geniai^hten  Schlüsse  sichern  so  lange  ein  richtiges 
Rosnitaty  bis  der  Exponent  von  (n— 2)  sich  auf  r  und  darüber 
erhebt«  Von  da  an  sind  wieder  Ausscheidungen  aus  4)  zu  machen, 
und  Bwar  in  Beziehung  auf  (n— 2),  wie  sie  vorher  auf  (it — 1)  ge- 
macht worden. 

In  dem  Ansdroclce  (Nr.  4.) 


— 8r— X 


£f]rll(n-l)(7l-2/  -2;oM«r44r(w-l)'n9-»^ 

ist  (»^2)'  nach  der  Gleichung  1)  zu  behandeln  und  zu  dem  Ende 
yssr  uoci  {n — ^2)  statt  n  zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  als  aus- 
Bwech^enae  Gruppenzahl 

[r],  n  (,u  - 1)  Solr]^^  («-!)'  nr-^^* .  (ii-2) . 
In  dem  Ausdrucke 

[rJr4-i»(n-l)(n~2r+i2;o[r]aMH.x(n-l)'ii9^»r-i-' 

von  Nr«  4.  ist  wegen  (n— 2)''^^  in  1)  der  Werth  (r+1)  statt  q  und 
(ii..2)  statt  n  zu  setzen.    Man  erhält  sofort 

(n-2)(n--2)+f(ii~2)(ii-3). 

Dieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Ausdmclc  einsiifiibTen.  Hie- 
dorch  entsteht  die  auszuscheidende  Gruppenzahl : 

Cr>+i  ••  (n-1)  2^  W.r+i+*  w9-»r-i-,  [(n-2)(n-2)+r  (n-2)(n-3)]. 
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Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erbSlt  man  folgende  auszu- 
■cheidende  Gruppenzahl : 

6)  C=[r]r»(n— 1)(m— 2)  /^  War+^C«-!)' »?-»'-' 

+  fr>+,n(«-l)(«-2)2o['-Wi+*(«-l)'»«-''-'-' 

X[(n-2)+{(n-3)] 

+  [r]r-H  n  (n-l)  («-2)  2*  [r]^-H+'  («-l;*««-*-*^ 

X[(«-2)a  +  r(«-2)(n-3)  +  [r]«(n-3)»] 


+  Wf+3  «  («-1)  (»-2)  -So  War4«+,  («-l)'n»-»'-' 

X[(M-2)»  +  r(n— 2)2(n— 3)  +[r]a  (n-2)(»-^)a  +[r],(«— 3)»] 


A.uch  diese  Zusammenstellung  lässtsich,  wie  inNr.  2. — 6.  geschah, 
anders  ordnen.  Stellt  man  sie  nach  den  Vertikalreihen  xnsammen^ 
so  liegt  in  ihnen  folgendes  Gesetz: 

7)  C=n^^  2;o[r]»(»-3)» 

(•^WrfH-9^«-2)S'(-So[r]a,4«+sf+,(n—l)».iH-*— -«—)). 

In  dieser  Darstellung  durchläuft  z  allmählig  die  Wertlie  von 
0,  1,  2^  3,  ....(^^ — 3r)  (bis  zu  der  Hube,  wodurch  der  Exponent 
von  n  auf  0  sinkt);  für  jeden  bestimmten  Werth  von  z  durchläuft 
dann  y  die  Werthe  0,  1^  2,  3,....  bis  zur  erfoFderfiehen  HOhe 
(d.  h.  bis  der  Exponeot  von  n  auf  0  sinkt);  und  endlich  für  je*zwei 
bestimmte  Werthe  von  z  und  y  (zusammen  genommen)  durcblSoft 

X  alle  Werthe  0>  1,  2,  3, bis  zur  erforderlichen  Hohe.   Keine 

der  drei  veränderlichen  Grossen  kann  für  sich  den  Werth  (9— 3r) 
übersteigen.    Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesammtheit. 

Das  Gesetz  för  die  Gesammtzahl  aller  auflosenden  Gruppen 
ist  hiernach: 

8)  'P[ais  a^i  a3,...aJ«=2l-Ä  +  C— 1>... 
oder 

--»*i-i2;o[r],(n-2)»(-5oWr+»i^(«-i)'««-*'"-«^) 
+  n»l-i^o[r].(n-3)» 


r 
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Dm  Forteangsgesetz  dieser  Darstellung  lie^t  klar  vor  Augen. 
Dm  erste  Glied  in  9)  erzeugt  g — r  +  1)  Glieder,  das  zweite 
(y^2r-H)(y-2r+2)  ^  ^^^  ^^^.^  (y^3rH-l)(y-3r+  2)  (9-3  r +3) 

\    •   Ja  1«2.3 

das  vierte  [9— «4r*f-l]4  Glieder  u.  s.  f. 

Die  Exponenten  von  a  im  ersten  Gliede,  von  x,  y  im  zweiten 
Gliede,  von  ^*^»  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Groppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0,  ],  2,  3...(9— r)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
0^  1,  %  39...(a— 2r)  zur  zweiten;  aus  den  Elementen  0,  1,  2,  3,.. 
..(0— 3r}  zur  dritten  Classe  u.  s.  f.  Man  kann  sich  hiedurch  ein 
Senema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzelnen  Zahlenausdrucke 
TOD  9)  sehr  erleichtert. 

Man  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  aufgefunde- 
Den  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Versetzungen  mit  Wie- 
ierholnnffen  beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
TOD  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Gruppe nanzahi  der  Versez- 
iDDgen aus n  Elementen  zur  yten  Classe 9  wenn  ein  Eie- 
aent  hScbstens  (r — l)mal  wiederholt  erscheint,  durch 


r-l       r-I  r-l  * 


w 


+  n«l-i  ^0  [rL(ii-2)»  (-So  WrfH^(ii-l)'»ff-*^-sr-'). 


Eben  so  kann  man  nun  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
kutimmen,  worin  irgend  ein  Element  gerade  rmal  wiederholt  er- 
lefatfait    Es  ist 

r        r  t  r\-\      r+i  r+i 

TT  r  r-H-f-i       rfH-l  M-'+l. 

18)     ilr;t='ilai,  aj,..an]«  — 'P[ai        »«2        »•••o«        ]'• 

Ans  9)  erhält  man  sofort  durch  Einführung  der  betreffenden 
Werthe  die  nöthigen  Zahlenausdrucke. 

Die  Gruppenanzahl  der  Versetzungen  aus  6  Elementen  zur 
Oten  Classe  soll  bestimmt  werden,  worin  irgend  ein  Element  we- 
nigstens dreimal  wiederholt  erscheint. 

Blan  hat  in  9)  statt  x  allmählig  0,  1,  2,  3;  n=6,  r=3  im 
ersten  Gliede  und  0  statt  x,  und  0  statt  y  im  zweiten  Gliede  zu 
setzen.    Dadurch  wird 

'P[i,  «,*-.«»V.=6[6''+3.5.6«  + 1^2  .  5«.6  +if|^.5»] 

■"''•^•1.2.3 
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Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  tnun,  worin  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je^einmal 
(nicht  mehr^  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zweimal 
und  die  letzte  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zahl  der  £^ü'nstigen  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  $.  7.  aus 
folgendem  Ausdruck: 

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  6.5.4.3.2.1  _ciY7c>ni)t\       ^ 

die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist 

«  10. 9. 8. 7. 6.5. 5. 4.3       5.7.5.5       875 

*^^        '^""6.6.6.6.6.6.6.6.6.6""    3».63    ""5832: 


§.  15. 

Eine  weitere  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklungen 
lässt  sich  auf  das  Polynomium  machen. 

In  §.  2.  haben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  herrscht, 
nachgewiesen.  Man  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  ableiten,  wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einführt«  oder 
umgekehrt  ausstüsst.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  darstellen : 

1)  ^(«15  a2n''>an)9  =  P[C(ai,  a^y...an)9], 

2)  P'(aija^,..an)^  =  P[C {oi,  o^, . . . On)'] . 

Durch  das  P  auf   der  rechten  Seite  vor  der   eckigen  Klammer 
soU  das  Einführen  der  Versetzungen  in  die  Elemente  der  aus 

C(ai,  fl2,...cifi)'  und  C (oiy  a^,..an)^ 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aus 
einerlei  Elementenzahl  und  zu  derselben  Classe  herrscht,  erkennen. 
Sie  ist  folgende: 

3)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  ohneWieder- 
hoiungen  einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich  verschiedene  Grup- 


r, 
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en  als  in  denen  der  Verbindungen   ohne   Wiederho- 
VDgen  zur  nämlichen  Classe'und  Eiern entenz ah  1; 

oder  die  Anzahl  der  unter  ftich  verschiedenen  Gruppen  in 
Pißtf  d^...»«)?  ist  gerade  »o  gross  als  in  C(ai,  d«, . . . afi)^»  denn 
daisMehr  der  Gruppen  in  /^Oi,  n^,  .011)9  hänetvon  der  Versetzung 
oder  verschiedenen  Stellung  der  nämlichen  Elemente  in  einer  und 
derselben  Gruppe,  nicht  aber  von  verschiedenen  Elementen  ab. 

4)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen einer  bestimmten  Classe  und  einer  bestimm- 
ten Elementenzahl  gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich 
▼erschiedene  Gruppen  als  in  denen  der  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  zur  nämlichen  Classe^und  Elemen- 
teniahl; 

oder  .die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
^P'i'h»  ä%»''On)^  ist  gerade  so  gross  als  in  C (oi,  a^,...an)9  aus 
dem  oben  aogeführten  Grunde. 

Hiernach  ist  die  Gruppenzahi  (Av)  der  unter  sich  verschiede* 
dnen  Gruppen  in  P(a|,  02, -"On)^ 

■d  die  Gruppenzahi  ider   unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 

/*(«!,  iit....a»)« 

A                  j  _n  _n(n+l)(n+2)...(n+q^l) 
9j  Av=[n],= 1.2.3...^ 

Eid  diese  Sätze  erörterndes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
^kon  oben  §.  ^2.  angeführt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhang  zwischen 
^en  Versetzungen  mit  Wiederholungen  einer  hestimm- 
^n  Classe  und  bestimmten  Elementenzahi  imd^  dem 
'^olynomium,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
gliedern  des  Polynomiunis  und  der  Classenexi»6nent mit  der 
J^otenz  des  Polynomiums  zusammenßillt.  Beides  sind  näm- 
lich verschiedene  Darstellungen  einer  und  derselben  Sache. 

So  ist  z.  B. 
(a  +  6  +  c  +  rf)»= a3  +  3a«6  +  3a^c  +  3a^d  +  6a6c  +  dabd 

+  3«^«  +  Sac^+ 6acd  +  3a«F*  +  6»  +  36«c 

+  Hß^d  +  36c« + ßbcd  +  Sftd*  +  c» 

+  3c«d+3ccf»  +  rf3J 

Geoaa  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  in  §.  2.  erhalten.  Hier- 
nach hat  man: 

(a  +  b  +  c+d)^=P'ia,  b,  c,  rf)» 
DBd  in  Rücksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 


'.  • 


[)B< 


Diese  SchUsse  lassen  sich  leicht  ins  Allgemeine  fibertrag«, 
und  man  hat  sofort 

7)  («1 +0^  +  08 +  ...an)v=P(ai,  Oj, . . . o«)«  =  P[C (i ,  n^. ..«■>].    |^ 

Stellt  man  nun  diesen  Satz  in  der  gew5hnlichen  PolynomialfonB 
dar ,  so  ändert  das  in  Nichts  die  gemachte  Schlussreibe  and  man 
hat,  wenn  die  ordnende  Grösse  x  eingeßihrt  wird» 

Durch  die  Darstellune  8)  hat  sich  nur  die  Ordnung»  fai  wel- 
cher die  entstehenden  äruppen  zusammengestellt  werden ,  nldi^ 
aber  die  Gruppen  oder  ihre  Anzahl  gefindert.     Man   kann  da- 
her die  gewonnenen  Sätze  benutzen ,  um  die  Glieder,  welche  bei- 
der entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  entstehen,  xa  x&hlen  — - 

Hiebei  unterscheiden  sich  folgende  zwei  Fragen: 

a)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen   Glieder 
Polynomiums? 

6)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller   unter  sich  verschiedene! 
Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  mößlichen  Gliederi  welche  durch  die  entwickeli^^ 
Darstellung  eines  Polynomiums  entstehen,  fallt  mit  der  Ansah  S 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,    wenn  die  VersetimL— * 

gen  mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  Elementen  de  '^ 
rrundreihe  des   Polynomiums  zu  der  so  vielten   Ciasse  als  d^"^ 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.    Es  ist  sofort), 

9)  A{ai  X, ffa o;*, . . .  anx*)^ = P*  [oi  x,  a^  a?*,  -  - . anA;"}9=n9 . 

Die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glieder  in  der  entwiche K" 
ten  Darstellung  eines  Polynomiums  fallt  mit  der  Zahl  der 

Sen  zusammen,  wenn  die  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
en  Elementen  der  Grundreihe  zur  so  vielten  Classe  gebiloet  w 
den  als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.    Es  ist  sofort 

10)  AviaiXf  a^x^9.. .au^)^=^ O [aix,  a^x^,...anJf^lfl 

-  LwJ7-  I.2.3....9  • 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  h^^^ 
Brianchon  im  Journ.  d.  Tecole  polyt.  T.  XV.  Cah,  XX^^* 
Pe.  158.  (Memoire  sur  les  puissauces  des  Polynome^^) 
aui  leine  sehr  weitläufige  Weise  entwickelt,  so  dass  man  sich  fr  " 
der  That  über  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundei^'  ^ 
muss,  um  einen  so  einfachen  Satz  zu  beweisen  und  zum  Cresei 
stand    einer   besondern,    umfangreichen  Abhandlung   zu    macne 
Er   hat   den  Satz  unter  folgender  Form  gegeben: 
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_  (y-fl)»-l|l_(y+t)(y-f2)..,  (1,  +  y-l)       ,     ,  ,, 

Wendet  man  nun  die  gefundenen  Sätze  auf  den  vorliegenden 
andern  Fall  an ,  so  ist 

^ie  M  sein  muas. 

Wendet  man  nun^  die  in  §.  6.  — 13.  gefundenen  Sätze  aof  das 
"oIvDomium  an,  so  bietet  diess  reichlichen  Stoff  zur  Aowendung 
^odTe«  lässt  sieh  nun  eine  Reihe  von  Fragen  beantworten,  wovon 
'^  von  Brianchon  gestellte  den  Anfaog  bildet. 


Das  Polynomiani 

(«1 +«2 +  «8 +  •••««)* 

vHrd  entwickelt. 

o)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  irgend 
ein  ^lied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  rten  Potenz  vor- 
kommt? 9)  §.  13. ; 


6)  höchstens  in  der  (r — l)ten  Potenz  vorkommt?  10)  §.  13.. 
C)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  vorkommt? 

11)  f.  l£ ; 

d)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-(-i)ten  Potenz  vorkommt?  12)  §.  13.. 

e)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glie- 
der, worin  irgend  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  iu 
der  rten  Potenz  erscheint?  6)  §.  12.; 

^  höchstens  in  der  rten  Potenz  erscheint?  9)  §.  12.; 

a)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  erscheint? 
10)  §.12.; 

A)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-|-i)ten  Potenz  erscheint?  11)  $•  12-; 

^*     a,  w.    In  den   angeführten  Paragraphen  sind  alle  die  Fragen 
^^Cemein  beantwortet. 

Hieran  kniipft  sich  eine  andere  Reihe  von  Fragen. 

Das  Polynomium 

(fli  0?  +  Oja;*  +  a,a:' +. ..  Ohä")« 

'''^l^d  entwickelt. 

o)  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung, worin  die  ordnende  Grösse  x  gerade  in  der  iten 
Potenz  erscheint  ? 


k 
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b)  wenigstens  in  der  sten  Potenz  ersclieint? 

c)  höchstens  in  der  sten  Potenz  erscheint? 

d)  wenigstens  in  der  sten  und  höchstens  in  der  (s+r)teo  P< 
tenz  erscheint? 

u.  s.  w.  Hierin  kann  das  Polynomium  nur  eine  oder  mehrere  b< 
liebig  beschränkte  oder  unterbrochene  Grundreihen  haben. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  hänc 
luit  Problemen  zusammen,  die  ich  in'  einer  besondern  Schri 
„die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Summe 
aus  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  Elementenreihe 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  Analysis  und  Wahrscheinlicbkeite 
Rechnung^'  untersucht  habe  und  weswegen  ich  dorthin  verweiM 

Wird  das  Polynomium  ^ 

gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  versdiiedenen  Crliedei 
worin  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Poten 
erscheint«  nach  6)  §.  12. 

i^r^     ^  ^6     10111^  13  ,  ^  9,10.11.12     -   9.10 

^l*^'  "« "»oJ  =     1.2.3.4     +  '^^    1.2.3.4        '-1727 

=2200—45=2155. 

Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irge» 
ein  Glied  der  Grundreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erschein^  ifl 
nach  10)  §.  12. 

3         3  3  4      4  4 

10.11.12.13        9.10.11.12     9.10 
—     1.2.3.|4    +^*  1.2.3.4    ""1.2 

tO.11.12     .,9.10.11 
"~    1.2.3    ""-    1.2.2 

=2-200—5^  =  1605. 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder ,  worin  ein  Glied  der  Grand 
reihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  9)  §•*  13 

■P\al  «4?...fl,J]«=lO.(10»  +  3.lO*.9+  74l0.9«+^4^.»») 

*"-^l,2.3 
=  158100  -  000=  1571100. 


^\ 
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DldZaU  aller  möglichen  Glieder  ^  worin  irgend  ein  GMied  der 
GnudrMhe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  11)  {.13 

•        83  44  4 


bl  — 10[ld»  +  4.10.9+J-~.0«] 


ns 


SB  U8800  -  13mO= 144900. 

Die  Bleichen  Resultate  erhält  man,  wenn  man  diese  Probleme 
■ich  g.  iTund  §.  11.  behandelt. 


S.  16. 

Noch  eine  dritte  An\i'endung  der  hier  gegebenen  Entwicklun- 
ff^Q  soll  auf  das  Zahlensystem  gemacht  werden. 

_  Die  Zahlen  unseres  Zahtensystems  bilden  bekanntlich  die 
^iirsetzungea  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
<Zahlieichen)  « 

0,  1,  2,3,4,  5,  6,  7,  8,  9 

^  deii  vetschiedenen  Classcn,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
fUo  0  nicht  die  ev^te  Stelle  einnehmen  kann.  In  den  Zahlen  einer 
*Uic|  derselben  Clause  können  daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
^er  niehrere  mal  wiederholt  erscheinen.  Alle  Zahleni  welche  eilt 
ZUTern  und  mehr  haben«  müssen  daher  irgend  ein  Element  mehrere 
'^  wiederholt  in  sich  führen.  Bei  Zahlen  aber,  welche  zehn 
Ziffern  and  weniger  haben,  müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 
•Zahlreichen  vorkommen. 

MaiD  kann  daher  bei  den  Zahlen  einer  bestimmten  Glasse 
fragen:  wieviel^  Zahlen  kommen  darin  voi,  wori  n  irgend 
^^iiveZiffer  grade  einmal,  zweimal,  dreimal  u.  s.  w.  wie- 
^•fholt«  ode(  in  beliebiger  Verbindung  mit  einander 
wiederholt  erscheint 

Um  nun  die  eben  angeregte  Frage  für  einen  bestimmten  Foll 
heariworfen  zu  lOnnen,  muss  eine  auf  die  Stellung  der  0  sich 
bwiehende  Vorfrage  beantwortet  werden«  Sie  ergiebt  «(ich  aus 
dem  T.Abschnitte  meiner  Couibinations  Lehre  S.41.Nro.  1S22.  ode#*l^. 
S.  fi6.  u.  f.  ieicbt.  Es  handelt|  sich  nämlich  um  die  Zerstreuutg 
de»-  Elemente  in. Fächer,  oder  um  Einweisung  einzelner  ElemeB^ 
fliiei  eines  Elementes)  in  bestimmte  Stellen  bei  den  Gruppen 
der  Versetzungen  mit  Wiederholungen.  « 

Sollen  nämlich  je  r  Elemente  aus  n  Elementen  aussehoben  ilnd  - 
nuf  «Stellen  zerstreyt  werden,  so  wird  die  entstehende  Gruppenzahl  " 

^•iid  XV.  ai 

I 


306 

SO  vielfiml  geDommen  werden  müssen  als  eine  der  nacbuteheotf 
Gleichungen  angibt:  ^ 

1)  Z[s;  Ol,  a^,  fl8...an]»'=(«)r.  («)r— 

2)  Z.P[s\  rt,,  a^,...ön]'-?=n''l-H«)r 

=n(n--i)....(n-r+i). — i:2:3::Ti^ 


Im  ersten  Falle  kommen  keine  Versetzungen  in  Frage.  Im 
ten  geschieht   diess.     Der  Buchstabe  Z  bedeutet   ZerJktlpuunge^^« 
in  Fächer  oder  Einweisung  der  Elemente  in  bestimmte  STellen. 

Siüd  die  zu  zerstreuenden  Elemente  gteich,  so  ändert  diei*  '" 
an  der  Schlussreihe  nichts.  Es  tritt  nur  die  Beschränkung  eii^»"« 
dass  Elementenzahl  und  Classenexponent  einander  gleich  werdev  o 
Hiernach  ist  aus  1) 


OK             rrr         T       .X   ,v'      /x    »^  5(5— 1)...(5— n  +  l)      * 
3)     .       Z[s)  a«]'»=^(n)«(5)i.=(i)«=s         1.2..  .7^ 


\fk  dem  Zahlensystem  fällt  nun  die  0  unter  das  Gesetz  3).  S:^m 
kann  alle  Stellen  mit  Ausnahme  der    ersten  durchlaufen ,  und,  e*  «^> 
scheint  dann  entweder  einmal^   oder   zweimal   oder    drefmaE«! 
wiederholt  u.  s.  w.    Kömmt  sie  nun  bei   einer  (s -|-l)s  teil  igen  Za.%ii 
in  Frage,  so  kann  sie  nur  die  («) letzten  Stelleu  in  den  genannten  • 
Dimensionen  durchlaufen.    Sie  erzeugt  dann  im  betreffenden  Fa&le 
folgende  Vervieftt'achftngen:  • 

4)  *         Zb;  «o]^=Wi.  '      - 

Z\s\  aoY={s)^= r2T     ' 


U.  «.  w. ; 


«  i 


denn  sie  bringt  in  jeder  einzelnen  Gruppe,  womit,  sie  11^  V«rb^^' 
düng  tritt,  die  gleichen  Erscheinungen,  al^  auch  die  gielcfc^*^ 
Vervielfachungen  hervor. 

N^ch  diesen  Vor ffemerkongen  sollen  nun  die  Eigensck^*^' 
teiü  aller,  secnsstelligen  Zahlen  untersucht  werd^^V 
welche  durch  iri^ed  erholtes  V orkommeo  der  sie  erzenfir^"*" 
'dip  Ziffern  bedingt  sinS.  Die  sechsstelligen  Zahlen  zMrfaUeo  n^^^ 
ijl^  lA  folgende  Arten:  « 

a)  s3lche,  vvorin.tuir  eine  Ziffei  vorkommt  oder  eine  Ziffer  ^^ 
scheint  sechs  Aal  wiederholt.  »Diese  Ei<(|nschafh  wird  ^' 
gedeutet  durch  das  Symbol  (nach  §.'8.)< 


e 


6. 


S<»7 

4)  miA^iy^AniLwti  rersdiiedene  Ziffern ▼«rkoflUMo;  oder 
efaie  Ziffer  erscheint  einmal,  die  zweite  ffinfmal;  eioe 
j^iffer  zweimal,  die  zweite  viermal;  eine  Ziffer  dreimal, 
eioe  zweite  auch  dreimal,     fai  Zeichen 

e^  c*,  e*  e*,  e'  e'; 

c 

c)  solche,  worin  dfei  verschiedene  Ziffern  vorkommen.    Die 
einzelnen  Fälle  lassen  sich  durch  folgende  Symbole  erkennen  t 


*   <« 


fii  e*  c*,  e^  e«  ß»,  ß*  6*  e« ; 

d)  solche,  worin  vier  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  nach 
folgenden  Symbolen: 

c*  c*  6^  e",  e^  e^  e^  6*; 

f)  solche,  worin  fünf  verschledi^ne  Ziffern  vorkommen,  nach  föl- 
geilem  Symbole: 

■ 

c*  6^  €^  e^  e^; 

f)  iolAe ,   worin    s  e  ch  s    v  e  r  s  ch  i e d  e n  e   Ziffern   vorkommen^ 
nach  folgendem  Symbole. 

e^  e^  e^  e^  e*  eK 

.     Alle  hier  aufgezählten  Fälle  müssen  nun  mit  Rücksicht  auf 
,    Ae  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleichung  7)  $.  7.  untersucht  wcr- 
*  M.   Uehierall,  wo  die  Null  in  Frage  kommt,  soll  sie  durch  das 
;2eidien  oq^  angedeutet  werden. 

S)   Das  Symbol  e^  deutet  auf  folgende  Gmppenzahl: 

0      0  6 

CD  Pas  Symbol  e^  e^   deutet  auf  folgende  Fälle,   und  zwar 
ohne 


Das  Symb 
U:  ^ 


nr  '^      *  i       ö      ö         6  6.6.4.3.2.1  ^  ^.      .^„ 

•  * 

^Mji  der  0  als  Einfaches : 


1 


■4 

Mit  der  0  als  Fünffaches: 

6         ^4321 


21» 


7)  Das  Symbol  e^  e^  erzeugt  folgende  GrappenzabU  and 
ebne  0:  . 

w 

wr  *      •  «44         \  6.5.4.3.2.1     o   Ö—IOÖA 

^L«i*  ö2>-"*'95  Ol»  «^»•••«9J  '  =  1,2  l.ä.3.4         — lUoU- 
Mit  der  0  als  Zweifacbes: 

4        4  4  2*5 ,4 

P[ai,  a2,...a9]^.Z[5;  ao]'=U. j-2'~^' 
Mit  der  0  als  Vierfaches: 

P[ax,  Oa,-...a9r^Pi  «0^=^-1 1/2. 3! 4  "^^ 

8)  Das  Symbol  e'  e'  erzeugf  folgende  Gmppenzahl,  ohne.  0: 

8     \      8        6.5.4.3.2.1   Ö.8_ 

/*[«!,  ß«.  •«9]'=  1.2.3.1  .'i.sO-^'*'- 

_  4. 

Mit  der  0  als  Dreifaches: 

9)  Das   Symbol    e^  e^  e^    erzeugt    folgende  GruppcfMeahlen» 
obne'O: 

nr  *       *  *i«f        6.5.4.3.2a.    9.8  «       ^^     . 

/^l«!,  a2,...a9;  a^,  a2»-^-fl9j  '  ==  1,1,1 .2.3.4*  fTg«' ^TSW, 
Mit  der  0  als  EinCacbes: 

Mit  der  0  als  Vierfaches: 

»r  ift^rJ     Sa     2.1  9.8  5.4.3.2    .^^ 

^t^i.  a^...agpZ{5,  «W==i7i  172*07314*^ 

10}    Das  Symbol    e^  e^  e^  erzeugt  folgendJIi  GruppenzableoM 
ohne  0:  '  ^ 

*       *  *        3       •         *  3 

-rrr:2XÖ®-^-^=**^' 
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Mit  der  0  als  BInfaches: 

Hit  d^  0  als  Zweifaches : 

P[ai,  Ät,  ..«9;  %'  V4,..a9r'*2[5;  ^oV  =  1X2^ •^•*- 0=2880. 
Mit  der  Null  als  Dreifaches: 


•     • 


3.2.1  „  „  5.4.3 


11)    Das   Symbol  e^  e'  e^   erzeugt  folgende   Gruppeuzahlen , 
oill^Qe  0; 

*'  nr  •     *         ^»      6.5.4.3.2.1  9.8.7    ' 
i'[«i,Ä2>-..^9j  =1.2.1.2.1.2i:2:3-^^^- 


Mit  der  0  als  Zweifaches: 


r. 


♦ 


nr*     •  «n«»«        «n«       4.3.2.1     ft.S    5.4       -,-_ 

P[«i,flfc...«,]«Z[5;  go]'=l.2.1.2T20~^'^- 

12)  Das  ''Symbol  e^  e^  e^  e^  erzeugt  folgeiide  Gruppenzahlen, 
^^e  0:  -        • 

vi»       8  6.5.4.3.2.1    9,8.7^     ^.^, 

[au  «a*..-«»;  ^u  ^a>">^9j  '  =x  x.1.1.2.3'  1.2.3^   ^^^' 

'^^  der  0  als  Einfaches : 

S        8  S  » 

5.4.3.2.1  0.8      5^ 
"-1.1.1.2.31.2-'l—'^^*^ 

it  der  0  als  Dreilaches: 

4 

i«^*rK       S«      3.2.1   9.8.7   5.4.3    ^.^ 

13)  Das  Symbol  e^  t^  e^  e^  erzeugt  f<4geDde  Groppeuzablen , 
^oe  0: 
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=136080,  ^ 

Mit  der  0  als  Einfaches :  .        ^        # 

»      •        *ni2i^f«       11      64.3.2.1^  8.7  5 

« 

=$37800. 

Mit  der  0  als  ZweiGeLcbes : 
«r  B    a       ^, ,    '       «,,     4.3.2.1  .9.8  -  '8.4 

/*K.  «»....«b;  «1,  «8,..ß9j*,**l5;  «oj"  =  1.1,1.2 '  T72      T75 


=30240. 


4. 


•■  * 


14)  Das  Symbol  ef  e^  e\  e^  e^  bedingt  fo^ende  Grappenzahleo , 
ofane**0: 

■ 

Fir  *     •        *i4i     g>g>^-3.a>l  9.8.7.0   . 

-Pfflri.  tf2>-^9;  ^1  «a,.  .•09J  '  ==1  X  i^x^  li2*1.2.3.4 

=226800.' 
Mit  der  0  als  Einfaches:      ' 

w,r  '  «     »         ^«i^nf       11     5.4.3. 2.  J    9.R7^if 

/^L«!,  fl2>-"9;  «i,  öa,...Ö9j  '  ^P;  ^oJ  =  I  X  r  1.2 '  03    '1 

=  151200. 
Mit  der  0  als  Zweifaches:  -.  .-      ^       *  * 

nr  -iiLrmr  ®nii         4.3.2.1       9.8.7.6      5.4         o#w*j#w 

jp[ßi,  flra--''9r^K;  gbr==x  1  X  t  '1.2.3. 4  'O"^^"^^* 

15)  Das   Symbol  e^  e^  e^  e^  e^  e^  bedingt  folgende  Gruppen- 
zahlen,  ohne  0 : 

I\äi , a2v •  flr9]*=6. 5.4 .3.2. 1 . 4   o  q'  a^^  V=60480. 
Mit  der  O  als  Einfaches: 

P[ai,  /7a»-*^9]*  ^[5;  «o]^==5*4. 3. 2.1. 1^27X4^5 '1^ 
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SteUt  man  nun  nsich  dieser  AufzUlilunpf  der  einzolnco  Fälle 
dif  gewonDenen  Uesultat€[  zusaAimen,  so  ist  unter  den  seclissfel- 
ligen  Zahlen  die  Anzahl  derjenigen: 

.  •. 
a)  woiin  nur  eine  Ziffer  vorkunnut  nach   5) 0 

6)^  worin  zwei  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  G),  7),  8)        2511 

c)  worin  drei  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  {)),  10),  11)    58320 

d)  worin  vier  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  12),  13)  .     294840 

e)  worin  fiinf  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  14)    .    .      408240 
/)  vrorin  at^s  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  15)  .    •      130080 

Die  Summe*  aller  dieser  Zahlen  beträgt IHXMXK) 

wie  diess  sein  muss,  denn  die  Zahl  aller  sechsstelligen  Zahlen  ist 

A^K»  «i*...''»]^— /^K»  ^1 «i]*=  10« -104=900000. 

Die  hier  untersuchten  Fälle  beantworten  alle  auf  die  sechsstelligen 
ZaUen  bezüglichen  Fragen.  8o  ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen, 
worin  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  vorkommen,  die  eine 
serad«  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
dreimal  wiederholt  nach  ^'ro.  10)  (e^  e*^  e^)i 

30240  +  3600 + 2880  +  2160=38880. 
«  ■  ■* 

Am  grosstcn  ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  ffinf  verschiedene 
Ziffern  ▼orkommen,  nämlich  vier  unter  sich  yerschiedcnc  Zahlen 
je  eiomal,  eine  fünfte  zweimal  nach  14)  (e^  e^  e^  e^  e'^): 

226800-1- 151200-1-30240=408240. 

'  Auf  dieTiier  gezeigte  Weise  sind  alle  das  Zahlensystem  betref- 
fionden  und  hier  einschlagenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller  zehnstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
worin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 
uid*deD  vorigen  verschiedene  Ziffern  je  zweimal  und  eine  sechste 
ifrfmal  Hjederholt  erscheint,  so  hat  man  das  Symbol 

#»1  I»*  ßi  c*  e^  «^ 

uck  7)  §.  0.  und  Nro.  3)  dieses  Paragrai)hen   zu  behandeln.     Fls 
«l^bt  soCort  ohne  0: 


a  a  A  3  m  • 


I0^?K8.7^6.5.4^.3^2.1   9.8.7  6.5 

1  .i.r."i.'i.v;2.r.2.3  rr.'a  o* 


=762048000. 
^  devNoU  ilkEiofache«: 


312 


2         2  2         S      ^  3 

_  9.8.7.6.6.4.3.2.1   9.8    7.6       0 
~  1.1.1.2.1.2.1.2.3    1.2'  1.2-^- 1 

=514382400. 
Mit  der  0  als  Zweifaches: 

tf       2  2         3         3  3  2 

P[fit,<7a...Ö9;  ''1.^2» •••^95  ^>  aa,...ä»]'»''*2Jf9;  «r^j]«^  ^ 

8.7„6..5.4.3.2.t   9.*.7  ^  -  O:» 
==1.1.1.1.2.1.«.3'1rO**-^'1.2 

=  304819200. 
Mit  der  U  als  Dreifaches: 

tiaass         s'  s 

P\"\,  «•...«#  «1.  a^t'.a^',  «1.  <?a» •••"»]''* ^[Ö;  «oj        ,     ^ 

7. 6. S. 4. 3.2.1     9.8^7  6.S    ftT8.7 

~1.1.1.TTT.1*2'  1.2*3   1.2' l.a. 8 

^  =133358400.' • 

Uiernach  ist  die  gesuchte« Anzahl : 

^=762048000+514382400  +  3048192004-133358400 
^1714608000. 

Das  allgemeine  Gesetz ,    worauf  die  in  diesem  Paragraphen 

eegebeaen  Entwicklungen  beruhen,   ist,  wie  man  sieht,  eine  Ver- 
indung  des  Satzes  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  Paragraphen.    Bezeich- 
net man  der  Kürze  wegen  die  zu  7)  $.  7.  gehörige  Gruppenzab 
durch  A ,  *so  ist  sofort 

►  •  22.  •  k      k  k  ^» 

_   .  /A    ^A  t(5~l)(^-2)...(5~m  +  l) 


und  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Gruppen  der  Versetsung^ 


len  (beliebig  zu  Anfang;  in  der  Mitte,  am  Ende)  durch- 
laufen. ^ 

Hier  gibt  die  eben  ^chon  angegebene  Bedingl^igsgleichang 
17)  a:  =  l.^i  +2.9'2  +  3.5'3  +  ...  +  A-.^t 

die  Beschränkung  für  die  Vertheilungsexpouenten  und 
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die  Bentimniuiig  Rlr  die  Dimensionen  der  Elemente,  die   in  jeder 
einsdnen  Grnppe  vorlcommen  sollen. 

§  17. 

Schliesslich  ist  ^u  bemerken,  dass  der  0(1,  wo  die  hier  in 
f.6.— {.16.  entwickelten  Sätze  in  der  Conibinationslehre  ihre  Steile 
finden,  klar  Forliest.  Sie  gehören  zu  den  Combinationen  (Ver- 
seilungen tad  Verbindungen)  mit  und  ohne  Wiederholungen.  Die 
ii$.l*2.und  6. 13.  aitfgefiihrten  Gebilde  lassen  sich  auch  noch  einer 
udem  Ansicht  unterordnen  und  schliessen  sich  deswegen  auch 
doer  alldem  Ciasse  von  Combinationen  an,  die  ich  in  einer  Ab- 
kuidlung  ««die  Reihenfolge  der  Elemente  beiden  Ver- 
letsungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einer 
oder  mehreren  Elementenreihen  und  ihre  Anwendung 
tafWahrscheinlichkeitsrechnung''  behandelt  hi^be,  denn 
desgeben  die  Zahl  der  Gruppen  an ,  worin  die  efieeugenden  Ele- 
Mote  ein  oder  mehreremal  wiederholt  oder  an  einander  gereiht 
tnckeineo.  Von  dieser  Ansicht  aus  sind  sie  betrachtet  und  un- 
tenueht  Weiss  hat  in  der  oben  angefahrten  Abhandlung  (Nro. 
i  «nd  IL)  die  in  $.  9.  aufgeßihrten  Probleme  (wozu  auch  die  Ver- 
•etxQDgen  mit  beschVänkteu  Wiederholungen  gehören),  die  sich 
weh  unserer  Bezeicbliung  so  darsteilen: 


nd 


k      k  k  *-i  8  2 

P{pt  $   0%»  •  •  •  ^«jt*  * '  * '  ^"ik— 1  » •  •  •  •  ^"a  *  •  •  •  ^«  *  •  •  •  ^1 J*» 


iBtersucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vergleichung  der  hi^r  anf- 
IHMIten  .Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
wlhlten  Beispielen  ergibt;  hat  aber  die  in  §.  8.  und  §.  11.  aufgestell- 
te Probleme  nicht  berücksichtigt,  die  ich  durch 

2  *-l         -  * 

2  *         ' 

keieichnet  habe.  Beide  Arten  von  Problemen  gehören,  wie  hier 
geieigt  wurde  (6.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegen- 
seitig. Der  Uebergang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die 
mderen  ist  deswegen  nicht  sqfiwer,  wie  aus  den  hierhergehörigen 
Paragraphen  hervorgeht. 

Die  in  9*8.  —  §•  11*  entwickelten  GesetziB  fahren  auf  keine  ge- 
schlossenen Fornuedn.  Dieser  Vorzug  kommt  nur  den  in  {.  12.  und 
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§.  13.  entwickelten  Gleichungen  zu.    Weiss  hat  in  Nro.  IV. 
seiner  Abhandlung  noch  weitere  Probleme  aus  der  Combii 
Lehre  behandelt^   und  die  von  ihm    näher   unteramcBteD  i 
Permutationen»  Combinatio'ben  und  Variationen  m 
schränkte?  Stellenbesetzung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  lohnt  die  Wissenschaft  dank! 
reicher  Ausbeute,  wie  sich  dort  zeigt.  Der  von  ihm  dort 
delte  Gegenstand  ordnet  sich  nach  m  meinem  Dafürhalten  der  y 
im  5ten  Abschnitt  meiner  Combinationslehre  aufgeführten  i 
lang  unter,  worin  diejenigen  Combinationen  untersucht  sind^ 
durch  Verbindung  der  Gruppen  verschiedener  Eiementen-] 
erzeugt  werden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  d« 
sagten  auf  die  S§.  33.,  34.,  35.,  36.  und  St.  der«  Combination 
wo  die  Gnmdzüge  des  angeregten  ISegenstandes  nach  dem  2 
dieser  Schrift  sich  entwickelt  finden.  ^ 

Auch  hW  kehrt  der  Wunsch  wieder^  sich  überaßen« 
und  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  zu  verständigen, 
nun  aber  aus  irgend  welchen  Gründen  dennoch  von  dem 
oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Benennung 
Bezeichnung» weise  gewählt,  so  liegt  es.  in  «'illseitigem  Im 
dass  der  Ort,  wo  der  behandelte  Gegenstand  iiä  System  sil 
reiht,  ferner  Namen  und  Bezeichnung ,  unter  welchen  der  nä 
Gegenstand  von  anderen  aufgeführt  wurde,  mit  angegeben 
Es  lassen  sich  gar  manche  Probleme  unter  verschiedeneh  Ge 

fmnkten,  wie  aus  dem  hier  Gesagten  hervorgeht,  behandeln  i 
euchten.  Jedenfadls  hätte  eine  solche  Znsammenstellun 
Vortheil,  dass  sie  den  Ueberblick  und  die  Zurechtfindung  e 
terte,  und  so  Gelegenheit  bute,  den  Vorzug  der  einen  Benen: 
und  Bezeichnungsweise  vor  der  andern  festzustellen. 


«        ♦ 


■    *  *^' 


I 

^ 
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I         • 


■elhode ,  die  g^er  adlinlg^eii  Asymptoten 

dier.Csrire  au»  Ibrer  Polarg^lelehimgr 

zu  bestimmen. 


•••I  .  » 


• ' 


Van 

Herrn  M.'A.  Neil, 

Baupraktikanten  za  Mains. 


Setzt  man  in  der  Gleichung 

UVIlLFig.  1.  den  LeitstraU  r=soo»  00  wird  er  der  Asymptote 
(vallel.    Wird  dafiir  dAr  Winkel  tpzzzi^  so  hi^iien  wir 

l'jidaiBUS  2er  Winkel  S  bestimmt,  so  erhält  man  den  Abstand 
f^asff  der  Asymptote  vom  Pole  ^f  folgehde  Art:  Fifir  liegend 
^  ätellong  des  Leitstrahls  AC  ist  ^    .  «        ' 


^DAC^id-^q^, 


H 


er 


DF=iAE=DC+  CP=rsin(«— <p)  +  u=g, 

l^i  man  das  ftfisk  CF  durch  u  bezeichnet.  Da  dieser  Aus- 
^ck  fOlr  jeden  IfVerth  von  9  gilt,  so  setzen  wir  jetzt  9=5,  also 
[ilrt  r=Qo  und  fe=:0, 
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■< 


Dm  den  Werth  dieses  iinbestimmfoa  AJsdnidkes  »i  bestl 
habeü  wir    • 

rf.siii(tf— y)       — cos(^ — q>) r?cos(d — y) 

*  r  |{g) '  r^  dq>    # 

Setzen  wit  nun  q>^=z9,  so  wird 


r 

Wir  erhalten  daher  die  Richtung  der  Xsymptote,.  w«i 
den  Leitstrahl  unendlich  gross   werden  las^n  und  den  zuj 

gen  Winkel  suchen« 

« 

'  D.en  kürzesten  Abstand  de^  Asymptote  vom 
erhalten  wir,  wenn  wir  das  Quadrat  des  Leiistrahls  durc 
erstem  Differentialcoefficienten  dividireuj,  und  darin  j^q>z=z6  ä 
Trägt  man  diesen  Abstand  senkrecht  auf  die  zuerst  gefti 
Richtung  5  Hb  gebt  die  Asymptote  durch  diesen  Punlrt. 

Diese  Regel  w^len  wir  auf  mehrere  Linien  anwenden. 

L    Die  Polargleichun^  einer  Cunre  ist 

a.sm'y 


cosy      ^ 
Man  soll  ihre  Asymptote  bestimmen. 

r  =  oo,    y=Ä, 

'  asin^Ä 

cosd 


# 


00=' 


Da  der 'Zähler  fficht  unendlich  grQSS  werden  kann;    so  mus 
Nenner  gleich  Null  werden ,  daher  Taf.  VIIL  Fig.  2. :  ' 

* 

co8«=:0,     d=900, 

dr 2siD<pcos*y  +  sin^y 

dq>  cos'^y 

ci®sin*g) 

cos^y asni^d 

^ ""      2cos*y  +  sin%    ,  l+cos^d' 

a s .smy 

cos*y  ^ 

■    d  =  90ö  gibt'^=a. 


f^  Al»flitand  «  muss  n^ftn  auf  der  Abscissenlinie  4B  nehmen, 
II  9s=W^;  macht  mab  £jP  senkrecht  zu  AB,  so  erhält  man 
\  Aax^cnptote  BF,      ^ 

(Dief  e  Curve  ist  die  Cissoide.) 

A^nmoTkuftg.  Die  Gleichung  eosJ=iO  gibt  ausser  d=90<>  auch 
noch  3=2700,  welchem  Werthe  die  Richtung  AD'  ent- 
spricht.   Fflr  d=270o  wiM  ^ 

flsin^äTPo  

^""l+cos«270o "• 

t)as  negative  Zeichen  sagt,  dass  man  a  von  ^  nach  B 
*  airttr&gen  roO^se.  Denn  nach  Taf.  VIII.  Fig.  1.  wird  die 
GrOsse  g  immer  senkrecht  zu  AD  und  /war  in  einer 
Richtung  aufgetragen ,  welche  derjenigen  entgegengesetzt 
lst,L  nucn  der  sich  der  yerändeinche  Winkel  9  bewegt. 
Der  zweite  Werth  voq  d  zeigt  daher,  dass  BP  Asym- 
ptote fSr  den  uniferen  Theil  der  Curve  ist. 


2. 


a 
r  =  — » 

9> 


I 


.J 


r  =  oo,    (p=sd 


-^-0 

—  OD—"» 


=  — a. 


W 


a 


9> 


'4  y  in.  Fig.  3;  Bie  Asymptote  ist  der  Linie  AB  paralleK    Da& 

r^v«  Zeichen  Im.  Ausdrucke  fär  g  zei^t  an,    dass  man  die 
^   a  «icht  von  A  nach  F,  sondern  nacn  der  entge^engesetz- 
^  RWshtung  AD  auftragen  müsse  (vergleiche  Taf.  VIII.  Fig.  1). 


(Hyperbolische  Spirale.) 

o.  r^::^a4- 9 

■•cos® 

I 

cosJaeO,,  #Ba90,      • 


}|8 


(gcosy  +  &)^ 
*—       cos^y      (&  +  g(^ay)* 

Taf.  VIII.  Fig.  4.  Die  Asymptote  steht  sedkxecht  auf  AB ;  il 
stand  vom  Pole  ist  =  b. 

»  *    (CoDchoide.)   '   ■  ^ 

* 

A  r  SS"*""  •     •       9 

9C     Sind  ' 

* 

Der  Nenner  wird  0>  wenn  ^=0;  allein  dann  wird  atic 
Zähler  =  0. 

Nimmt  man  dagegen*^  ssv,  so  wird  der  Ausdruck  oo. 

dr 2a  siny— gfeosy  ^   ^ 

dtp      n  *         sin^ 

* 

4a»      «p».  -      2« 

^"^    2a    siny  —  qpcosy    ^  sioy— g^coi^ ' 
n  '        sXn^tp 

2a  j2  2075« 

^"^  sind — dcostf^  sinjr— «cos«c^  tt  +  si^f 

Sr=;=2a.      , 

Da  d  =  }r,  so  läuft  die  Asymptote  der  Linie  AD  paralieL 
ihren  x\bstand  Taf.  VIII.  Fig.  5.  vT>n  A  zu  erhalten,  b^nterkei 
das«  in  der  Gleichung 


7C     smq> 


für  9=900  r=a  wird;  daher  ist  AF*:=^a.    Machen  wir  FJB= 
und  ziehen  Eß  parallel  ^D,  so  ist  EG  die  Asymptote. 


NhDint  man  4eii  Winkel  gt-  negativ, 

f       »  *  — sin^         ftis\u<p  ' 


I  folgt  9  daas  die  Curve  in  Bezi]|i^  anf  die  Axe  BD  ganz  sjrmme- 
i8ch  ist:  sie  hat  dalier  noch  eine  zweite  Aaymptoie  E'G\  wo 

(Quadratrix.) 


5.  r= 


1 

2^ 


1  +  V^1-|-^.  cosy 


1 

^      l+Vf+ITcogl/ 
cosd=:— 


^y""  (l+V"i+9.  cosg))»' 

I 

sin  4  =  Vt— <»8»Ä=  77^=^ . 

Vl  +  9 

f 
I 

Da  hier  cosj  jedenfalls  negativ  ist,  so  lie^t  d  im  zweiten  oder 
in  dritten  Quadranten;  wir  erhalten  also  zwei  Asymptoten. 

bt  Bui^^  negativ,  so  wirA  sowohl  fff  als  auch  eosd  imaginär. 

bt  ^=0,  so  wird  Ä=180o,  g  =  (x>. 

Nar  wenn  q   positiv  ist  umI^  einen  endlichen  Werth  besitzt, 
kt  die  Gurve  Asymptoten. 

Nun  drückt  aber  obige  Polargieichung  alle  Kegelschnittsiinien 
fB'f'P  und  g  haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  der  Gleichung 
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Ist  g  negatWy  so  ist  die  Linie  eine  Ellipse«« 
Ist  ^=0  „  „  M  Parabel. 

Ist  q  positiv     9,  ,,  5,         Hyperbel. 

Also  nur  die  letztere  Linie  hat  Asymptoten. 

Taf.  Vm.  Fig.  6.  Sind  a,  b  die  Halbaxen,  c  die  Excefltricität^ 
so  ist 

■  ■ 

daher 

1  -♦«  a 


COSÄ  =  — 


V^ 


y 


2^ 

o  . 


"24/"^ 


^  Mittelst  dieser  Werthe  von  coaS  uod  g  sind  die  Asymptoten  leiebt  ' 
zu  conetruiren. 

Bei  der  Parafeel  fallen  die  Asymptoten  in*s .Unendlich|^ ;    IM* 
ihr  wird  auch  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Axß'  immer  Idet 
ner,  ie  weiter  sich  die  Punkte  vom  Scheitel  entfernen. 

Anmerkung  Die  Methode  zeigt  es  daher  au^ .^deutlich  an«»  : 
wenn  die  Curve  keine  Asymptoten  besi,tzt  "    , 

l+COtff-  tg|  i 


(XS= 


l+COtg^-   tgg 


l  +  cot|.tg|  =  0, 

X  1 

cot« 
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dg> 


(I+cot|tgJ)' 


A* 


—  o^^^o"*®^ 


9» 


(l  +  cot^-tg^) 


^a 


« 


6  B 

g= — 2A8in^co8^  =  — lAsine. 

T«f.n[.Fig.  7.    Der  PqI  der  Gurre  ist  A;   der  veränderliche 
Winkel  q>  wird  Ton  AB  aus  gezählt. 


ABiBt=:^k,     ^/IBG^B., 


Aß 


Ist  der  Winkel  tp  positiv,  so  fallt  er  auf  die  Seite  von 
nmA  B.  Da  hier  Winkel  d=:-^€  gefunden  wurde,  so  muss'man 
Winkel  BAD:=b  machen,  um  die  Richtung  der  Asymptote  zu 
OTlialCeD«  Das  Zeichen  —  im  Ausdrucke  von  g  zeigt,  dass  man 
mrCrilBse  ksim=:AG  von  A  nach  Cr  tragen  muss.  (^GAIh=M^). 


Die  Gleichung  der  Curve 


r= 


l+cot|tg| 


,gibt  f]^  Jeden  ^Werth  von  q>  nur  einen  Wertb  r.    Den  Ast  EB 
vMk  mtnf  wenn  .man  9  zwischen  —  s  und  0  ^immf. 

■     ••..'•      \ßCA  von  9cs:0,«ti8    q)=lSO^. 


s 


1  ACF-Yon  ©«=1800  bis  g>=360«— f. 
•       •  - 

1^0  nehmen  wir  einen  Winkel  BAB''^w'  grosser  als  180^  so 
^»«9't=180o  +  9. 

h  — Ä 


r  = 


1— cot«  cot; 


CotyCOts-  — 1 


^Ht*^  r  negativ  geworden  i  so  mufli  der  Leitstrahl  nicht  nach 
hell  XV  .  «f  22 
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der  Richtung  AH" 9  sondern  nach  der  entgegengesetEtoD  Ri^tmig 
AH'  aufgetragen  werden« 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (Brennpunktslinie).  ^  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  KegelschnittsUnien,  welche 
entstehen  9  wenn  man  durch  einen  festen  Punkt , auf  der  OberflSche 
eines  senkrechten  Kreiskeeels  alle  mc^ichen  Ebenei^legt,  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Punkt  und  die  Aze  des 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftigte  sich  zuerst  Dr.  E.  Külp,  Pro- 
fessor an  der,  huheren  Gewerbsehule  zu  Darmstadt;  man  sehe: 
Francoeur*s  AnalytischeGeometrie  in  derEbene,  über- 
setzt und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  E. .  Kftp; 
Seite  22L  u.  f.  Bern,  Chur  und  Leipzig,  Verlag  tob 
J.  F.  J.  Dalp.  183.9. 

Die  Focale  lässt  sich  sehr  einfach  anf  folgende  Art  coa- 
struiren. 

Taf.IX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK^  welche  durch  die  Mitte  voo 
AB  geht  und  zur  Sleite  des  Kegels  parallel  ist,  enthält  die  Mit- 
telpunkte aller  Kegelschnittsliuien.  L^t  Biän  nun  d«rdi  den  Pol 
A  irgend  eine  Gerade  AHy  welche  &  JK  in  L  tiiSl»  und  Wr 
schreibt  aus  Xj-  mit  dem  Halbmesser  LC  den  Halbkreis  HCB» 
so  sind  ^H  und  H*  Pankte  dcf  Cunise. 

^  ^_  2q6siny 

""(a-^&)sina  +  (a+6)cosatg9)  * 

Damit  r=x  werde,  mnss  der  Nenner  =0  werdeuv- Indern^ 
Zkhler  nicht  od  werden  kann.  ^ 


t  ■ 


'    ^  (a— 6)sina-f  (ci+Ä)cosatg^^O, 

^^  ((|l— *)^nß+(a+6)coscrtg9)cosijj— -(a-^6)illofi»^gii«2^    • . 

3^  ~^^*  ''      ((a~6)sTncr+  (^^ J)co^ t^)\   "**•%* 

^      — (a-|-6)cos<4g^cos^d— (a+*)cq^asin'd  ^        «  1     ' 

> — 2<t6sin^feos^   .  •   . 

^ ""  (a+6)cosasind(cps««  +  sin«d) '  *  ,  ' 

Dm  den  .Winke^  8  aus  »dies&B  Assdnick^  W  estfersem  Ut: 


I 


•  »  «8<  ,  t 


-  ^~  (o+6)cos«  ~  (a+6)co8a(l  +"'tg^J* 

I  ■ 


t      * 


Die  Asymptote  kunneo  wir  nan  auch  coDstnureti. 
Id  Taf.  IX.  Fig.  8.  ist  ♦ 

^ACG=^GCB=a;  ' 

Bilbirt  man  die  Gerade  AB  mH,  mo  M ^^QCB^iv  &I  gjft 
iher^ie  Richtung  der  Asymptote  an.  ^  ^ . 

Halbiftrmao  ferner  die  Linien  AC^  BC  duirh  die  Slqj^recb* 
a|  JK  «und  LMy  weiche  die  Linie  CR  in  K  Und  Jlf  schneideif, 
IL^ieht  tdi^  Gerisiden  AK,  BMy  so  ist  dei*  Abstand  NO  des 
iKwhs^toittsponkte^  N  Ton  der  Linie  CH  gleich  der  GrOase  ii» 
rrichiet  man  daher   auf  CH  die  Senkrechte  (^S  und  macht  sie 

UIcS  *iV^O«  so  geht  die  Asymptote  durch  S«  « 

» 

BeweijB.  Das /le&ative  Zeichen  ron  tgdzelgt,  dass  der  Winkel 
vüi  *Cfi  stns  rtach  der  Seite  gegen  B  hin  aufzutragen  ist 

';  SeÜNV  wis  nun  von  diesem  Zeichen  ab ,  find  Jterficksichtlgea 
tr>ded  alisointeD  Weirtfa  # 

•    ■  ■  "  *  • 


{a  -f  6)ce|Msinds:i 
ocososind  -f  6cosasind=  amaeosd — ftsioacoifd^ 

ctdeiciit  man  diesen  Ausdruck  mit  Taf*  IX  Fig.  &  vod  denkt 
ch  dte  Linie  e^T  *•  gM^gin,  Aum 
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^ 

>  f 


f  » 


so  ist 


daher 


d.  k 


jüGCH^i, 


,  JiLBCQ—a^^,    ^ACP=a-i9; 


^  BC9mBCQ=AC.8iüACP, 


BQ-AP. 


Dahec  sind  die  recbtwinkligeD  (Dreiecke  BQH  und'  A PH  iden- 
tisch,  folglich    '  ^ 

AHr=ßH. 

Der  Winkel   GCH  ist  daher  zrS,  wenn  CH  durch  die  Mittcf  vo% 
Aß  geht  .  ^ 

£s  ist  nun^noch  nachzuweisen ,  dass  NOzzzg, 
Aus  den  ähnlichen  Dreiecke  APK,  NOK  folgt: 

NO:AJP=KO:KP=:CO'^CK:KP,    • 

NO 
^^P^CO^CK. 

Cfanz  Ebenso  erhält  %ian    aus  den  '  ähnlichen  Dreiecken  IfOM,   , 
'.     •♦*  NO  J^ 

Addirt  mqn  beide  Gleicbnngen  und  berflcksichfigt,  das»  J^QbSifl^^ 


Nun  ist 


üf  e  =Be.tg(90«— 2(«-d))=^Acot2(a— «) ; 

CL  a 


CM= 


CK=: 


coaBCM  ~  2co8(«— d)' 

CJ b 

C08 ACK~  2cwi(a+d)' 


i 


IWi 


«    » 


'    FOhrt  man  diese  Tier  Werthe.elo,  so  wird 


>   • 


NO 

2p  (ilPcot2(h— «)  +  ilPcot2(«+  ö)) 

a  %    '6 

■"   2cos(«-.d)  ""  2cos(a+1)  ' 


• 


TVn—  ^os(a— d)         2co8(g-|-d) 
^^""      cot2(a+d)  +  cot2(«^"   • 

Es  ist  abOT*jlJlgenieiii 

^     ,      ^       sin(x-hy) 
cofcg  +  coty=«  ■  .       .^^ , 
^      siiursiny 

„^ > acos(ir-fd) — &cos(c — d) 


Ij5st  msii  im  ZäUer  die  Klammfir  saf ,  so  erhält  man 

r 

•            /      .V             *     /   .jix  •       •  i     (a+6)sindces2a 
(ar-^)oosacosd — (a-|-6)siDasmd?= ^-s 

(Siehe  Seite  323.  anteti.) 
(a-f6)siodcos2o 


""^***^*"*^2m(a-d>cos(«-d).2sin(«-H)cw 

_  — _      (s  +  6)  Binö  stn(o  —  d)  sio  (a  -f  d) 

"  sma.ziuiiacosa 


■ 

siB(«--d|^=Biii«cosd--<>esasiod=siBacosdf  1 r^J 


.  /      »v     266inffcosd 

«»(•-»)= -TT* — 


Kbcft^ 


SssiiMreosd 


AO= 


("+fr)<^«-;rFr---i+* 


Ssin'ttcosa 


TT' 


■N(h= 
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»      • 


(a-f6)co€Mr 
.'    •• 
Dieser  ^uadradt  stiliimt,  abgesehen  vom  ZelebeH,  geiAa  j*l 
4em  zuerst  erhaltenen  ^erthe  yon  g  überein. 

Bei*  diasera  Beispiele  seigt  sich  der  Vcniheii  unserer  Methode 
sehr  auffallend.  Hätte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  altea 
Methoden  bestimmen  wollen,  so  hätte  «man  zuerst  die  Polarglei- 
chupg  auf  rechtwinklige  Coordinaten  transformiren  müssen,  wo- 
durch man  eine  deiäung  vom  aritt^n  Grade  erhalten  haben 
würde.    Denn  setzt  man  '   ^ 

•  x=zrco8q)^  so  ist  r=V^a:*+y*, 

^=rslng>,  tg9=|. 

Diese  Wertbe  in^  diePoIargleichttog  eingef  Art  und  geordnet,  glkt 

Diese  Gleichnng  ist  aber  sehr  mühsam  su  behandeln. 

*  Unsere  Methode  bietet  noch  den  Vortheil,  dass  man  nnr  Mf' 
Leitstrahl  oo  werden  su  lassen  braucht,  während  man^W  vw 
älteren  ^M^tbodo  beide  Coordinaten  nach  einander  stsm  se&eD 
muss,  um  alle  geraden  Asymptoten  zu  erhalten. 

Aueh  finden  wir  den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote  voll 
Pol^ ,   welcher  daher  Immer  einen  endlichen  Werth  liaben  mAs« 

Ueberdiess  sind  die  Polargleicfaungen  der  meisten  khiilnllÜ 
Linien  viel  einfacher,  als  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  lieifir 
genen  Gfelchungee.  Bei  den  sieben  Beispielen  kommt  der  lUAp* 
vector  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor,  während  die  andern'  Glei- 
chungen vom  zweiten ,  dritten  uq^  selbst  ^rierten  Grade  (Conchölde)  * 
sind.  ^    . 

"     Die  in  dem  Vorigen  entwickelte  Methode  fand  ich,  >  als  .ich 
•  mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  den  Glanzpunkt  der  Kv* 
gel  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sieh,  da  die  Reflexion  *in  derHSbene  vor 
sich  geht,    die  durch  den  Mittelpunkt    C  der  Kugel,  .durch  dab  ' 
Licht  B  und    das    Auge  A  'gelegt  werden  kann,   ^clu^sö  aus- 
drücken: 

Es  ist  (Täif.IX.  Fie.  9.)  ein  Kreis  um  C  und  ausserhalb  zwei 
Punkte  A  lAid  B  gegeben;  man  soll  auf  dein  Umfange  ^es  Kreises 


%. 
r 


«     * 
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« ''{dwfedgftB'Paiikt  D  finden,,  so  das«  die  Winkel  ADE.  BDF, 
*    ]NBmneu*flia«  von  'A'jlM  B  nach    D   gezogenen  Linien  mit  der 
'TaDgeptf  £F'bilden,  einander  gleich  smd. 

'JOfok  diese  'Aofgsbe  anaiy tisck  lu  lusen »  nehmen  wir 

« • 

jCACG=^BCG=tt. 
b  den  H  ACD  ut 

^  r— 6co8(« — ^) 

Ebenso  findet,  man  im  A  C'O^ 

asin(a-|-9) 


^  r— o  cos(«  +  9) 

Qa  asA  ^ADC^^BDC,  so  ist 

Asin  (g— y)     asin(tf-fy) 

r^— A  cos  («  —  9)      r-^acps(a  +  9) ' 


dieser^  Gleichunc  ist  nun  der  Winkel  <p  au  bestimmeii.    Wir 
I  depbalb  die  tuammecn  auf«   nnd  finden  nach  einer  leichten 
Sednethm: 


lab 
rcos« 


sing) — (a-f  6)  tgg)= (a— 6)  tga . 


Dm'in  diesem  Ausdrucke  siny  «nd  tgy  getrennt  vorkommen,   so 
llast  sich  der  Winkel  q>  nicht  direct  berechnen;    dagegen  kommt 

ai  Grosse  r  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  man  daher 
}  m  •bestimmte  Werthe  an,  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
eniie  von  r  leicht  berechnen»    £s  stellt  daher  einiger  Ausdruck 


•  - 


_    _  Polargleichnng   einer  Cnrve  dar,    worin  9  der  veränderliche 
^^mnkel,  r  der  Leitstrahl 

2ai8iny 

.   •  (« — 6)sina-f  (a-|'A)eo8fttg^' 

^VAIXb  Fig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
^om 'Radios  r  gibt  den  gesuchten  Glaoznunkt.  Diese  Linie  ist 
<dio  .dfff  geome&ische  Ort  der  Glanzpunkte  alier  aus  demselben 
IhdlCte  •  p  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln.  » 

Wie   man   bemerkt,    schneidet   die   Linie  den  Kreis  in  vier 
Puiktvn  D.  Df/Df^  D^.    Der  Punkt  D"  ist  der  Glanzbunkt  Rir 


328       ,  . 

den  Hohlspiegel.    JV  und  Z)^  haben  nw-fine  geometmlily  B|i  * 
deotunff.  .  •         »       *:'•  ^r*%      ^' • 


deotung 

•  ....  •    •*•.^"*• 

Taf.  IX.  Fig.  8.  Die  Curve  lässt  juch  leicht  auf  folgende  Alf 
construiren.  Man  beschreibe  einen  Kreis  um  C  mit  dem  Hub« 
messer  CA=b,  ziehe  von  A  aus  irgend  eine  Sehne  AE,  halMre 
sie  durch  die  Senkrechte  CF,  so  ist  der  Durchschnitt  D  der 
Linie  BED  mit  CF  ein  Punkt  der  Curve;  denn  es  ist  offenbar 
^  CDA=^CDE,  Beschreibt  man  über  CA  als  Durchmesser  einen 
Kreis ,  so  liegen  auf  ihm  die  Mittelpunkte  alier  aus  A  gezogenen 
Sehnen;  man  kann  sich  also  dadnrcn  die*  Arbeit  erleichtern. 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construrrenV  dass  man*  am 

C  irgend   einen  Kreis    beschreibt,    von  den  beiden  Punkteo  A 

und  S   aus   Tangenten   ^n    den  Kreis  legt,    iso  geben  die'viäf 

Durchschnittspunkte  dieselr  vier  Tangentan  auch  vier  Cürvenpunkte, 

'■...■.) 
Als  ich  nun  die   Asymptote  dieser  Linie  bestimmen  fi^oUte, 

fie^  es  mir  auf,   dass  man  noch  keine  llegel  hatte ,    dieselbe  au 
der  Polargleichung  abzuleiten,  •..:;. 

Die  weitläufigen  Entwickelungen,  welche  zur  Bestimroung. 
der  Asymptote  dieser  Curve  nach-  den  frühej*  bekannten  Regeii 
erforderlicn  sind,  'veranlassten  mich,  darüber  nachzudenken,  o|» 
e%  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direet  aus  der  so  ^inftüdieii 
Polargleichung  herzuleiten,  j^o  kam  ich  auf  die  oben  entwickelte 
Methode.  Im  siebenten  Beispiele  findet  man  sie  auf  die  Ghuii' 
curve  angewandt.     .  %      .  ^   ^ 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  etwas  aufmerkssun  midlH. 
Vergleicht  man  nämlich  die  Figuren  Taf.  IX;  Fitf.  7.  u.  &  mit  elnandflr^tiij 
findet  man,  dass  sie  in  der  Gestalt  ziemlich  übereinstimmen^)' w 
mentlich,  wenn  man  Taf.  IX.  Fig.  8.  herumdreht,  so  dass  ß  oben 
.hin  kommt.  Beide  Linien  haben  eine  Schleife',  einen  Doppel* 
punkt,  eine  Asymptote,  ferner  eine*  gerade  Linie ^.  welche  ourdi 
den  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asymptote  parallel  ist.  Alles  died 
fuhrt  auf  den  Gedanken,  dass  beide  Linien  nahe  verwandt,  iviel^ 
leicht  ganz  identisch  sind.  "■' 


•  ! 


*  c  Soll  das  Letztere  stattfinden,  so  mSssen  ihre  GleichungoC 
auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen,  genau  mit  einandcAr 
übereinstimmen.  Wir  wollen  diess  näher  untersuchen.  Zuerst  träal^ 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi* 
dinaten  (Taf.  IX.  Fig.  10.),  nehmen  ^  als  Anfangspunkt,  MC  ^i*, 
Abscissenaxe ,  MA  als  Ordinätenaxe ;  bezeichnen  MA  durch  c, 
MC  durch  m,  und  LC=iLH^:zQ,  ßo  haben. wir  zufolge  der  Gpn- 
struction  dieser  Linie  (Siehe  Seite  322.):  *  *         , 

*  .      ■  .  .    .  ■        .  :  i  •  ■     ■*  '  .    " 

•     TAAc'^^rin^-Q)^:. 


'1 


I  « 
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r 

ex  ex 


jn*(c  — y)*— 2ciii(c— y)a:+c*:r*=:y*(c— y)* +y*ar* ; 
m«(c--jr)«-2ciiu:(c-y) +a^c+yXe-y)--»«(c-3r)*  =  0; 

wi*^m^— 2cma:+ca:* +a:^ — cy*  +y* =0; 

« 

t^r   vrolleri  nun  auch  die  Gleichoog  der  GlaDzcarve  fSr  da» 
fanliche  Coordinate^systen  mcbeir. 

MM»-:  Linie  €B  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  entspriebt  offeabar  der 
inie  C/  in  Taf.  IX.  F^.  7. ;  denn  beide  genen  durcb  den.  Dop- 
e^Hinkt  C  und  sind  der  Asymptote  parallel  Die  Linie  CR  dient 
BS  daher  als  Absci^^^enaxe.    In  Taf.  IX«   Fig.  7.   baben  wir  AM 


ir CMinatenaxe  angenommen;  da  wir  aber_in  Taf. IX.  Fig.  8.  den 

ir  ihn  2 

Ton  der  Linie  AM'  doich  l^  nod  woHen  dle- 
BS  /  80  bestimmen,  dass  beide  Gleicbongen  möglichst  nahe  fiber« 
issüiiimen. 


Punkte  A  in  Fig.  7.  entsprechenden  Punkt  noch  flicht  ken« 

zuerst  willkuhrlich  xn  A'  an,  bezeichnen 


E.  «o  nehmen  ^ir  iiin 
^Aliäüiod  CM'  Ton  <l 


Ans  Ta£  IX.  Fig.  11.  finden  wir  nun  Idcht 

rMn(9+d)=5. 

« 
AB   diesen   bdden    Gleidiöngen  nn^   r   nnd   9   zn  befünunen 
■4  in  die  Polargleichang  der  GlanzcoTTe  einzoftihren.  Man  findet 


\  • 


f«=5«  +  (f-a^. 


tg9^-f-^^ 
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sinn  =  -^r======;  cos  J=  *— ^ ^^-  .  cosi . 

Setzt  man  Dua  zuerst  diese  Werthe  vod  tg^  ii|^d  sin^  in  di 
Gleichung 

2a6sio9i 


(a— 6)sioa  +  (a-h6)cosatg9 ' 
so  erhält  nuui 

2a6cos3(y— (l^ar)^a) 

_^ r ^ 

(o-*)  sin«  +  (a  +  6)co8««=|:^^ 

aofeco8J(3f— (/-j)tga)(/-j;+af^   . 

'^-(a-6)8io«(/-ar+j^  +(^+6)  cosoCgM/-«)^  ' 


Bolndtai  wir    Boorst   dea  Aasdrack  io  der  gro— oa  Klamaer 
(^)  und  beoMriwB,  dass 

(«-6)ma=(a-|-^)ewif|B<. 


mai  w«l 


Vi+%^' 


«•  ist 


BcMiduMa  wir  dar  Man«  hsikr  das 


991 

dn  cb'  f,  so'  ist 


+a^^_!te»,+?a?=o. 


Vergleicheo   wir  nun   diese  Gleichung  Glied  ffir  Glied   mit 
tiMclrang  der  Focale  (Seite  329.)»  ao  findet  eich : 


der 


Aus 


»Z^_2,=,0 


1  'ii  f. 
ftNl«f>  wir 


IMmM  Wertii  tm  <  in  die  folgende  Glekhiug  gesetst,  gibt 

.    .(l-tg»^*     (l-tg«a)«     (1-^«J)« 


'  • 


_  1  -  tK«g 

■ 

*   ahMr  mssf. 

'  Setrt  VttQ  vok  den  beiden  letiten  Ansdrflokea 

!«=:/  und  ^s=5c. 


«e  werdef^flitt  identisAlL 

«Da  alsolißid«)  Gleichungen  auf's  Genaueste  übereinstimmen, 
'^  Sfbt  daraus  herver ,  dass  die  Foeale  und  die  Glaascorre  eine 
^dMl6  dkmliche  Ltnte  sind. 
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Es  ist  nun 


f—   2abcoa9d 


also 


t&d      2a6sindcos^f 


f       .(a  +  6)cosa  * 


_£6co8»*(IrÖ 
(o-f  6)cosa 

1  r 

Aus  diesen  Wertben  von  c  und  nt  kufiiieii:  wir  auch  4e|l<ini! 
kel  ö  wegbringen: 

^""(a*  +  62+2a6cos2a)l ' 

_  06  (2fl6  +  (fl^+6^)  cos2g) 
"•■^     (a«+6«+2a6cos2a)l     * 

* 

Vergleicbt  man  den  Werth  von  c  mit  dem  früher  gefandenti 
Werthe  von  NO  in  Taf.  IX.  Fig:  8.  (Siebe  Seite  3%), 
60  findet  man^  dass  sie  einander  gleich  sind,  dass  also  N  m 
Punkt  ist,  der  dem  Punkte  A  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  entspricht  AtiA 
folgt  nun  CO=:m. 

Seite  322.  haben  wir  eine  Construetion  der  Focale  ange- 
geben ;  diese  können  wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcurve  anwen- 
den. Zieht  man  nämlich  Taf;  IX.  Fig.  8.  durch  den  Piipkt  N  ipgfioi 
eine  Gerade  BNB*9  welche  die  Linie  CH  in  M  schneidet  und 
macht  man 


MB-MB^mC, 


I» 


so  sind  B  und  B'  Curvenpunkte.    Hieraus  iässt  sich  aber  leicht^ 
umgekehrt  vermittelst   zweier  gegebener  Punkte   A  und  B  der ' 
Punkt  N  finden.    Denn  halbirt  man  die  Linien  AC^    BC  dordi  *^ 
die  Senkrechten  Jj^,  JjM,    welche  CH  in  K  und  M  schneiden» 
so  gibt  Jetzt  det  Durchschnitt  cfefr  Linien'  AK  und  BM  den  ge- 
suchten Punkt  N  9  weil  offenbar 

» 

AK=KC  lind  Mh=MC.  .      /     » 

*  •  • 

Es  folgt  daraus  NO=c:=zg  ==  dem  ABstand  der  ^^jnnptotft 
vom  Pole.  .  ,!'••, 

Dieser  Beweis  ist  viel  änschaulichieF  als  jder  oben  g^geb^i^.* '« 
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Für  e  und  m  »rfiftlteD  wir  die  Ausdrücke: 

• 


(a-|-6)coea 


•-•■    ■ 


iro 


^^a6coi»d(l-tgti). 
(a-|-6)coea      ' 


.      a — 6 


a  +  fr 

-^'■Dle  beidta  GtOsflen  c  und  m  eharakterisiren  die  Foeale  yoU" 
■findig;  man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  GrSssen  a,  h 
und  a  der  Glanzcurve  berechnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
«08  den  eegebenen  Grössen  c^  m  der  Foeale  die  entsprecnenden 
•  »6  unaa  der  Glanzcurve  berechnen,  so  hat  man  dafür  nur  zwei 
Gleichungen;  man  kann  daher  eine  der  drei  GrGssen  a,  b,  a  will- 

VUnilch  annehmen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

Dividiren  wir  den  Ausdruck  von  c  durch  den  von  m,  so  wird 
*Irf:CL  Flg.  & 


kirn 

■ 

1.  ^j . 


Alitist 


c  _        2sind 2tgg 

m  -^  (l-tg«d)  cosd  ~1— tg*i ' ' 


ZiVC0=:2d,    ^NCG-^GCH. 


h  daher  c  und  m  gegeben,    so  ist  Winkel  8  nicht  mehr  will- 
UUieh. 

•  Setzen  wir  "r^n,  so  wird 

/VefaiM  wir  flir  n  irgend  einen  Werth  an ,  .so  lässt  sich  Winkel 
0  berechnen.  Man  hätt^ab^  auch  Winket  a  willkührlic«.anneh- 
aen  mid  das  sigehörige  n  berechnen  können :  '  ^  ' 

tira  —  tfld  *     ,  sin(«— tf) 

Bat  man  nun  n  und  jVinkel  m  bestimmt»  so  kann  man  JQtzt  a 
and  dbe^c^en:  ^  *  * 
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""  cos£.sio2d  * 


oder  aiH^ 


. eiiD2g 

^""•»lo(Ä+d)sin2«' 


und    eodlicb     a=— • 

n  * 

Wir  können  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  Coostmctjpa 
erhalten.  Tragen  wir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  willkfihrlick 
angenooiineneo  WerA  Ton  a  zu  beiden  Seiten  der  UtA&CGg  allo 

,  jlTlCG-j^JbCG, 

so  ist  Cli  das   n^e  b  und   C4&  das  neue  a*    Ziehen  wir  A9 
Linien  2U>  und  3bD,  so  ist  auch 

Wir  konnten  daher  auch  in  2  das  Licht  anbringen ^   90  ii4  wie» 
der^m  D  der  €!lanzpuukt  für  das  in  71  befindliche  Auge. 


Die  Glanzcurve  enthält  daher  nicht  nur  die  Glanzpunkte 
alle  concentrischen  Kugeln,  sondern  sie  erlaubt  auch,  dass,  weoB 
sie  fSr  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegen  Im 
Mittelpunkt  der  Kugel  construirt  ist,  einen  jener  Punkte  willkiAr- 
lich  auf  ihr  anzunehmen ;  dann  ist  aber  die  Lage  des  andeili  W- 
stimmt. 


« . 

>    I 


>     '.■•■.:     .     • 
I 


'  % 


.  • 


•  •  •  » 


^■-  •       •. 


8SS 


Irotfiil 

küUil 


wir« 


Fracen  ans  der  Mechanik. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Tontand  der  höhen»  Börgerschole  la  EU  en  ho  im. 


xetiäm      ^   Deber  die  Kurve,  die  ein  Hund  beschreibt,  der 
Ulkäm  eeliiem  Herrn  folgt. 

Kn  sei  der  Weg,  Oberhaupt  die  Bewegung  des  Herrn  völlig 
k^bont;  zugleich  mOge  vorausgesetzt  werden^  dass  beide  Bewe* 
Ringen  in  derselben  Ebene  vor  sich  sehen.  Es  seieu  am  Ende 
WMit  i:x,y  die  Koordinaten  des  Ortes  des  Herrn,  «,  v  des 
Sudes,  so  m  y  als  Funktion  von  x  bekannt,  wlhrend  beide 
l|j|uiDte  Funktione»  von  t  skid.  e  Ist  eine  Funktion  von  u  und 
4i^  letztere  wieden  von  x^  also  auch  von  t    Sei  nun 


y=rg)(ar). 


(1) 


dl 


^^orh  ip{x)  tekannt  ist  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  kt  des 
Herrn  in  jedem  Augenblicke  m^mal  so  gross  als  die  Geschwindig- 
k^H  ^  des  Hundes,  so  ist 


Vh^^'-V^;^^- 


(2) 


BlanM  /olgt-: 


[..■'.••vvV"*®t=-V"''^'- 


(3) 


tt6 


Ä— tt 


V(y-i>)M-(ar-i«)*' 


dessen  SiriVui 


y—r 


80  dass 
Hieraus  folgt: 


oder 


8p y  —  ü 

Bu      X'-^n* 


(^-^^)^=^9—^\  (^) 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt.sich,  dass  die  Linie  von  (Xtg)  nach 
(UfV)  Tangente  ist  im  Punkte  (u»v)  an  die  Kurve  ieß  Hundes. 

Man  zieht  aus  (4): 
.  \         vS*»   ,  dp /8x     ,\        ,,  v3a:      3ü  f, 


d.  h. 


«' 
j' 


•■'      ;■  ,'    ■■•     ••         •55=-— -ST-        ,     ■■•■■<S><.:       :: 

«  - 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (3)  und  (6^  .erhält  man  s  * 


( 
oder 


--«>^V^'=*'<'^Si^'+®)'' 


(*-«)g^iHp(yRf-«f9.'(^tliV h(P'  .^^ 
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Die  Gleielraog  (4)  ist  auelt 


Sv 


q5(ar)-e=s(a:— tt)gjj- 


(7) 


Man  eliininlre  nun  zwischen  (6)  and  (7)  die  Grösse  a:,  so  erhSlt 
man  eine  Differenzialgleichung  in  v  und  u,  aus  der  die  eine  dieser 
Grössen  durch  die  andere  aussedrückt  werden  kann.  Diese  Glei- 
chung ist  die  Differenzialgleichung  der  Kurve  des  Hundes.  Ver- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  u,  v  als  Funktionen  von  i  bestini- 
meo  und  vermittelst  (7)  die  zu  einander  gehörigen'  x  und  u  er- 
kennen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten»  in  dem  der  Herr 
eine  gerade  Linie  beschreibt  Melimen  wir  sie  als  Axe  der  os  an, 
so  ist  in  (1)  ^d?)=0,  also  sind  die  Gleichungen  (6)  und  (7):  . 


Sv 


(70 


8«« 


Hieraus  folgt  r 


=-(ioY'+e) 


2 


Um  CB^  M  integriren  setze  ich 


afanr 


so  ist  aus  (8): 


roraus 


3*0  _i  ^i?  _  ?P  8?  _     Sp 
5t?      du       8t  8ii      '^  8» ' 


/'      dp  Pdv 


TImU  xt. 


(60 


(8) 
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worin  C  eine  willkfilirliche  Konstante.    Hieraus  ergiebt  sieh 


P 

ferner 

W   P"V       2Cb-     ^=2(l-m)C-  2(m  +  l)  +  ^' 

wo  O  eine  neue  willkuhrliche  Konstante. 

Die  Gleichung  der  Kurve  des  Hundes  ist  also 


"""^+2ai-m)'~2(m+l)' 


W 


vorausgesetzt  5  dass  nicht  m=:1.    In   diesem  letztem  Falle  fände 
man : 


u^a  +  m-^'  (10) 


2C         4 

In  diesem  letztern  Falle  würde  die  Kurve  des  Hundes  der 
Axe  der  x  (oder  u)  sich  nähern»  ohne  sie  zu  erreichen.  Im  AU- 
gemeinen  ist  also  noth wendig  m  <  1. 

Um  einen  besondern  Fall  festzustellen,  wollen  wir  annebmeoi 
dass  im  Anfange  der  Zeit  t: 

a:=0,  u:=0 ,  t?=« 
sei,  so  folgt  aus  (7')  im  Anfang  k-ztO,  d.  b. 

0=1— C^Ä«"», 
und  aus  (9): 

" -  ^ +2  ai-w.)  ""  2(^+1)  • 
Aus  der  erstcfn  dieser  Gleichungen  folgt: 

und  aus  der  zweiten: 


38d 

^-T-xü— 5-- 

bemnacll  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Katye  dcfs  Hunden  ^ 

_      am      ^  gmpl— m  _        i?"»-F^ 

worio  die  obem  und  untern  Zeichen  zusammen  gehören. 

Nimmt  man  an,  dass  die   Bewegung  nach   der  Richtung  der 
iten  X  geschaf 
und  man  hat: 


Sosititen  x  geschah,  so  müssen  dieluntern  Zeichen  gewählt" wer- 
en,       ' 


am  ©»»+1  Ä"©!— "» 

Die  Zusammenkunft  geschieht  in  dem  Punkte,    dessen  Ahscisse 

■|^  2  *®*5  ^**^  *'®''  ^^^  ^®'  •'^'  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
sei  gleichförmig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  =±a,  so  ist 

Die  Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfalls  gleichförmig;  seine  Ge- 
schwindigkeit —  •  Um  u^v  als  Funktionen  von  t  zu  erhalten,  bat 
man 


1 


also  aus  (70: 

Woraus  t>  als  Funktion  von  f  zu  bestimmen  ist.    Aus  (9")  ergiebt 
sich  sodann  auch  u  als  Funktion   von  t 

Für  x=  Yza?=^^  *«*  ^=5(1^::^ '  *'^^ 


2aw©"»       ^Ll— wi**"  1— m«       2ÄW(m+l)  "*"  2(1 -w). 

=  2(l^m)^2«'»(iii  +  l)' 

23* 
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vi'oraus  v=:0,  co  das»  also  wirklich  das  Zusammeiitreffen  Statt 
hat  und  zwar  am  Ende  der  Zeit  -tt — ^~«i  •  Der  Weg  des  Hud- 
des  ist 


+  cJTITTT^  +  W  — ""  O/l •>,%  "^  O/^t  1  \/zin  +  ^  * 


—  2C(l-m)  ^  2(m+l)  ^  ^  —     2(1— m)      2(m+l)fl»» 

und  folglich  von  v=a  bis  v=:0: 

a  a g 

2(1— m)  +  2(1+/«)  —l-m«' 

wie  natürlich  9    da  seine  Geschwindigkeit  — •    Uebrigens  ist  das 

Letztere  richtig ,  welches  auch  die  Art  der  Bewegung  des  Herrn 
gewesen. 

Da  im  Anfange  der  Bewegung  (die  Gleichung  i^")  Toraiisge* 
setzt)  K-  =  ^>     so  ist  die  Axe  der  y  Tangente  der  Kurve.    Im 

Punkte   ti=  i\^^^    ist  ö-  =:04  also  dort  die  Axe  der  x  TaDgeate 
an  die  Kurve. 

Die  allgemeine  Form   der  Gleichung  der  Kurve  ist  eigentlich 

/    am  t>"*+*  iji— «öm\2 

**  ~  Vr=^  +  2fl"»(m+ 1)^2(1 —mV  ' 

und  es  sind  also  zwei  Zweige,  die  beiderseitig  mit 

am  ,  am 

tt=:-i 3-    oder   — ^ 


enden.    Die  Kurve  (9'0  geht  nur  von  v=a  bis  9=0. 


II.    Ueber  den  vortheilhaftesten  Abhang  eines  Kanals« 

an  dessen  Ende  das  Wasser  einen  industriell  su 

benutzenden  Fall  bilden  soll. 


Wenn  Wasser   in   einem    offenen   Kanäle  fliesst«    der    eineo 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  uberail  derselbe 
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Ist,  SO  Gndet  idbii  die  gleichförmige  Geschwindigkeit  v,  die  es 
annimmt,  durch  die  Gleichung: 

worin  A  die  Fläche  des  Schnitts,  C  sein  benetzter  Um&ngi  i  der 
Fall  auf  jeden  Meter ^  a,ß  zwei  Konstanten,  die  bestimmt  wur- 
den SU 

«=0,00004445,    /3=:O,O003O93. 

(Man  sehe:  Navier,  Resum<$  des  legons  sur  rapplication 
de  la  M^sanique.    2«<  Partie.  §  122.) 

Gesetzt  nun^  es  beflnde  sich  in  einem  Flusse  eiiie  Insel  und 
der  Fluss  habe  Wasser  genug,  dass  man  die  Kraft  desselben 
industriell  anwenden  könne.  Man  wolle  zu  diesem  Ende  durch 
die  eanze  Länge  der  Insel  einen  Kanal  graben,  an  dessen  Ende 
das  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  solF,    dessen  Kraft  nun  an- 

fewendet  werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  mau  den  grössten 
'all  erhalten  würde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben. flies- 
sen.  Dagegen  würde  die  grösste  Masse  Wassers  durch  densel- 
ben fliessen,  wenn  man  ihm  dieselbe  Neigung  gäbe,  die  der  Fluss 
bat;  in  diesem  Falle  hätte  man  aber  keinen  Tall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aeussersten  nun  lie^t  der  Fäll,  da  man  bei  grösst- 
möglichem  Falle  die  grOsstmögliche  Masse  Wassers  erhält. 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  AB=zCD  die  (horizontal  gemessene) 
Länge  L  der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar;  sei  i  dessen  Fall  auf 
den  meter,  so  ist  DE=iLi;  endlich  sei  AC-=H  der  Unterschied 
der  Niveaux  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
=zH—IA.  Bedeuten  A  und  C  was  oben,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 

-g  =  at>  +  pt)*,      I— 2 • 

Die  Menge  Wassers,  die  in  einer  Sekunde  durch  den  Schnitt  des 
Kanals  fliesst,  ist  Av\  also,  wenn  q  das  Gewicht  der  Kubikeinbeit 
des  Wassers  ist,  deren  Gewicht  Aqv.  Diese  Masse  fällt  durch 
die  Hohe  H—  Li,  kann  abo,  unten  angekommen,  die  Arbeit 

Aqv(H'--Li) 

▼errichten,  wenn  man  darauf  nicht  achtet,  dass  sie  schon  eine 
aolknffliche  Geschwindigkeit  besitzt  Achtet  man  darauf,  so  miis9 
man  obiger  Grösse  noch 


zuftigen.    Alsdann  Ist  die  Arbeit,    die  in  der  Sekunde  durch  das 
faiHende  Wasser  Terrichtet  werden  kann: 
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z=AHQv-L9C«v9-LQCßv'^  +  ^. 
welche  GrSsso  nuo  ein  Masmain  sein  soll.    Man  findet; 

An-2LCttv—3LCßi>'+^^=^0. 

_2LCg»  +SrAL»Cff»u*-iAHg(3A-6L€ßg) 
"-  3A—6LCßg  ' 

Hätte  man   —~  vernachlässigt,  so  hätte  sich  ergeben; 


Keont  HUtn  v,  so  findet  sich: 

yvodurch  nan  der  vorteilhafteste  Abfall  gefunden  ist» 


HL    Ueber  das   Princip   des  Teiluriums. 


Eine  Kagel  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  09  um 
eine,  ausser  ihr  liegende  Axe  AB  (Taf.  X.  Fi^.  4.),  und  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  €  zugleich  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehende,  mit  .^^  parallele  Axe  CD,  und  es  sei  die  Richtung  von 
£  der  von  a>  entgegengesetzt;  man  verlangt  die  Lage  einer  belie* 
bigen  (festen)  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Linie  EF  am 
Ende  der  Zeit  t 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  z  an  und  lege  durch  A 
zwei  Axen  der  x  und  v,  die  anfangliche  Richtung  von  AC  gebt 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  x  an,  und  die  positive  Axe 
der  y  sei  so  gewänit,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  o 
von  der  positiven  Axe  der  x  unmittelbar  zur  positiven  Axe  der 
y  gehe.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  lege  man  eben  so  ein 
in  ihr  festes  Koordinatensystem,  von  dem  OD  die  positive  Axe 
der  zi  und,  in  der  anfänglichen  Lage,  die  4xen  der  j?|  und  V| 
den  vorigen   (der  x  und  y)  parallel  seien.     EF  sei  so,    dass  sie 
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im  AnfiiDffe  mit  den  festeu  Axen  in  A  die  Winkel  a,  ß,  y  mache, 
welche  Winkel  sie  also  in  diesem  Augenblick  auch  mit  den  durch 
0  gehenden  Azen  macht. 

Offenbar  werden  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadurch  losen  kCn- 
BQD,  dass  wir  zuerst,  während  einer  Zeit  t,  der  Kugel  bloss  die 
neiregung  um  AB,  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ertheilen.  Lassen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
•ich  bloss  um  Aß  drehen  und  suchen  wir  am  Ende  der  Zeit  t 
die  Lage  der  Axen  in  O  in  Bezug  auf  die  in  A.  Die  beiden  Axen 
der  z  sind  noch  immei  parallel.  Die  Axe  der  .r^  (durch  O)  macht  mit 
der  Axe  der  x  (durch  A)  den  Winkel  (ot,  mit  der  der  y  den  Win- 

tel  g-  —  nt,   mit  der  der  z  den  W^inkel  ^  >  die  Axe  der  yi  macht 
>nit  der  der  a  den  Winkel  jj  +  (ot,  mit  der  der  y  den  Winkel  mt 
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und  nüt  der  der  z  den  Winkel  a**    Bei  dieser  Drehung  sind  also 

die  durch  O  gehenden  Axen  beweglich  gewesen,  als  feste  Linien 
■n   der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kusel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  t 
wehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  Xi^  yn  ti  fest  (als 
I^ate  Linien  im  Räume ,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
*o  wollen  wir  die  Lage  von  EF  in  Bezug  auf  die  durch  O  ge- 
■^^nden  Axen  am  Ende  der  neuen  Zeit  t  suchen,  an  deren  Anfang 
'^^tOrlich  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  cc,  ß,  y  machte.  EF 
macht  mit  CD  ständig  den  Winkel  y;  legt  man  also  durch  EF 
Und  CD  (die  Axe  der  Z|)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Durch- 
Bchnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  ^iyi>  so  macht 
dieäe  Durchschnittslinie  am  Ende  der  Zeit  /  mit  der  Axe  der  Xi 

d^B  Winkel  Oi  —  et,  mit  der  Axe  der  yj  den  Winkel  5- — Mi  +  «fe 

mit  der  der  zi  den  Winkel  q,    wenn  tf|  der    anßngliche  Winkel 

mit  der  Axe   der  Xi    ist.    «i   ist   zu   bestimmen    aus   den   Glei- 
chungen : 

cosa=cosO|Sin7,    €0B/3=slnaxSiny; 

cosa  , 

cotgflri=  — 5.  (I) 

°^     cosj5  ^  '' 

^ür  uusern  Zweck  wäre  es  vollkommen  genug,  «i  =.0  zu  setzet 

*Ä  welchem  Falle  |?=5->  **=ö""y   ^*^®-    ^oc^  wollen    wir  die 
Allgemeinheit  beibehalten. 

Sind  nun  a^  ß\  /  die  Winkel,    welche  die  EF  mit  den  durch 
O  gehenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  t  macht,  so  hat  man 
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cosa'=co8(ai-^Bt).Biny,  cos/S' =r8io(a|—€0.8inf»  /=/.       (2^ 

Man  wird  nun ,  wenn  man  beide  erhaltenen  Resultate  zusarameri 

nimmt,    leicht  einsehen,    dass  die  mehr  genannte  Durchschnitts—  i 

lioie  mit  den  Axen  der  x^  y,  z  folsende  Winkel  macht  am  Ende  J 

der  Z^t  t  (während    welcher    beide    Bewegungen    zugleich  ge-  I 

schaben) :  f 

mit  der  Axe  der  a:  den  Winkel:  oZ-j-ai  —et  =  ai  +(a> — c)^, 
mit  der  Axe  der  y  den  Winkel:  5 — '»t— («i— ^0=5" — «1 — («-*)<» 
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mit  der  Axe  der  2  den  Winlf !b}  •'  ö  -  "^ 

Sind  also  jetzt  «".  ß^,  f  die  Winkel  der  Linie  EF  mit  den 
drei  Axen  durch  A<,  so  ist: 

•08a"=cos(of|-f ((0 — e)«).8iny,  cos/5"=sin((©— «)f +ai).8iny,  /*=/.  (S) 

Für  den  besondern  Fall ,  dass  o)=£,  wie  diess  beim  TeUarium 
der  Fall  ist,  folgt  aus  (3):  / 

coso^=:cosa|Sioy9  cos^^^zsinaisiny,  y"z=zy;  ^^) 

d.  h.  wenn  man  (4)  mit  (1)  vergleicht: 

a"  =  a,     ß-=zß,     Y'^r=y;      .  (8)        ■ 

oder  die  Linie  EF  bleibt  beständig  mit  sich  selbst  pa- 
rallel. 

Dreht  also  eine  Kugel  sich  um  die  Axe  AB  und  zugleich  vß 
die  mit  ihr  parallele  CD,  sind  die  beiderseitigen  Winkal* 
Geschwindigkeiten  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet,  so  bMt 
jeder  durch  O  gehende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mit  siek 
parallel.  Diess  ist  nun  das  Princijp  des  Telluriums.^.  Dio  fi^rickr 
tung  desselben  ist  übersichtlieh  folgende: 

Eine  Stange  AB  (Taf.  X.  Fig.  6.)  ist  um  MN  drehbar.  M 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  gezähntes  Rädchen  G  fät 
In  dieses  greift  ein  vertikales  Rädchep  C  ein,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  E  und  Fan  AB  befestigt,  sonst  aber 
ganz  frei  ist.  In  D  ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  im 
CD  und  ganz  gleich  dem  in  C,  welches  dann  in  das  horizontale 
H  eingreift,  das  gleich  6r,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C  und 
D  ist. 

Die  Axe  dieses  Rädchens,  die  an  demselben  fest  ist.  trägt 
tten  (Halb-)  Ring  KL,  an  dem,  an  der  (schiefen)  Axe  KL  eine 
Kugel  ist.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Vorrichtung  die  obi« 
gen  Voraussetzungen  verwirklicht,  so  dass  KL  bei  der  Bewegunr 
von  AB  um  MN,  wobei  also  die  Kugel  sich  um  MN  xxna  Hjf 
dreht,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erdo 
in  ihrer  Bewegung  um  die  Sonne  vorstellt  und  KL  um  2^y^^ 
gegen  MN  genei&^t  ist)  immer  mit  sich  parallel  bleibt,  was  b«' 
^anntliph  mit  der  Erdaxe  der  Falle  ist. 
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Heber  Cnr^eD  zweiter  und  dritter 

OrdDungr. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.   Ciausen, 

Obierirator  an  der  Sternwarte  xu  Dorpat. 


^1 


£ife 
.1"  j 

»kr 


Der   elegante  Pascal'sche   Satz    in    Beziehung  auf  Curveo 
zweiter  Ordnung  veranlasste  mich   einen  ähnlichen    in  Beziehung 
auf  Corven  dritter  Ordnung  aufzusuchen.      Bei  diesen  letztern  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleichungen  viel  verwickelter;    so  dass  ver- 
MAKoh  mehrere  solche  Sätze  existiren,    die  man  erlangt,    wenn 
Mm  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt; 
wsbei   man   bei   Curven    zweiter   Ordnung    auf  einerlei    Resultat 
kAnmtf   bei  denen  dritter  Ordnung  aber  verschiedene  Resultate 
findet.    Ich  gelangte   durch  eine  völlig  gleiche  Behandlungsweise 
sa  dem  Pasoarschen  Satze  und  zu  einem ,  wie  ich  e:laube,  neuen 
eittfachen  Satze  in  Beziehung   auf  Curven    dritter  Ordnung,    der 
m\t  ^r  Veröffentlichung  nicht  unwertb  schien,   weshalb  ich  ihn 
niiiheile. 

L  Zuerst  suche  ich  die  all&:emeine  Glei<^hüng  einer  Curve,  die 
«Weh  vier  gegebene  Punkte  Pi,  P«,  Pj,  P^  geht.  Zieht  man 
^ireh  zwei  dieser  Punkte  P|  und  P2  eine  Gerade  und  betrachtet 
^•e  als  Axe  der  x;  und  setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
^aten  im  Punkte  A :  so  hat  man  fär  die  beiden  Punkte 

x=APi=za,  y=0; 

x=^AP2=a\  y=0. 

^  Mi  C=dO  die  Gleichung  für  die  Corve.  Man  sieht  leicht»  dass 
*i  um  den  beiden  Werthen  zu  genügen,  von  der  Form  sein  müsse: 
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iSC=(ar-.fl)(ar.-aOifi  +»*i; 

in  welcher  Formel  Ki  und  K^  andere  Poljrnome  von  x  und  jf  oder 
Constanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  femer  die  Gleichungen  ffir 
die  Geraden ,  die  durch  P^  und  P^ ,  P^  und  P4  gehen : 

sei  femer  /=3f>  so  hat  man: 

(i  und  l'  bedeuten  Constanten)  also: 

jr=4.i;,.*i+/.jKi....       (1) 

worin  J^*  ein  Shnliches  Polynom  als  K^  beaseichnet  Auf  gaos  Shn- 
liehe  Weise  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung  fiir  die  Gerade, 
die  durch  P^  und  P^  gezi^^  ist,  4=0  setzt: 

iS:=4.4.Ä4  +  /3.Ä;,  (2) 

Subtrahirt  man  nun  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  einander,  so 
findet  sich: 

Da  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  /  und  i^*)  wedo-  /,  noch  /« 
Terschwinden«  so  muss  Ei  —  A!^  in  diesem  Punkte  =0  sein.  Es 
muss  daher 

sein,  wo  wiederum  K^  undiCr  Pohmome  tob  x  und  5  hrmirfcai. 
Demnach  ist: 

wodurdi  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sack  verwandeln  in: 

Demnirk  isl: 

Es  muss  also  sein: 


•I 
1 1 


'^>    Küm«  kttl^«r  wenl«  ick  im»  iri»l|gfd»n  ^  w«an  kvia  W^iimiiind 
w«g^  <U»  GtcnilM  L  «ckMtkutt. 
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oder  endlich: 


Mk. •—  fl  •  *s •  «»iB "l    ^*  ^B  *  -^^ 


(3) 


2.  Bei  CurTen  zweiter  Ordnung  werden  die  Gröeeen  A«  und 
Kq  Constanten.  Nimmt  man  nun  zwei  andere  Punkte  P^,  A  auf 
der  Curve  an,  und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch 
Pt  und  P5  geht:  /4=0;  der  Geraden,  die  durch  P«  und  P^  geht: 
4=0;  und  der  Geraden,  die  durch  P«  und  P^  geht:  4=0;  so 
hat  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  auf  die  Punkte  P^, 
/»•  Pß»  P*  folgende  Gleichung  fiir  die  Curve: 

Ä'=*-/4.4  +  A'.4./,  (4) 

wo  k  und  kf  Constanten  bezeichnen.  Eliminirt  man  nun  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  /j,  so  erhält  man: 

(*'.4-^Äg.0iS^=A'.if8./i./»./*— *.A9.W4.4  ...(6) 

Da  A»  A',  Kß,  jKq  Constanten  sind,  so  wird 

die  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  neun  Durchschnitte  der 
drei  Geraden  4'  's  ^^^  I5  ^^^^  ^^^  ^^^'^  anderen  Geraden  /,  /« 
■nd  L  liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
▼erscnwinden ,  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  4* 
Ndd  aber  schneidet  die  Gerade  ^  die  Geraden  /  und  4  auf  der 
(kffve.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden» 
•bo  muss  der  Durchschnitt  mit  li,  da  er  von  den  beiden  andern 
im  Allgemeinen  verschieden  ist,  auf  der  Geraden  L  liegen.  Eben 
90  mflssen  die  Durchschnitte  4  und  4,  4  ^^^  /auf  derselben 
Geraden  liegen.    Dieses  ist  der  Pas cai sehe  Satz. 

3.  Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grossen  A^.  A9 
in  der  Formel  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein ;  eine  dersel- 
ben muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein ,  da  sonst  die  Curve 
Dor  von  zweiter  Ordnung  wäre.  In  dem  Folgenden  wird  ange- 
nommen, dass  beide  die  Gleichungen  von  Geraden  darstellen,  dass 
also  die  Gleichung  ftlr  die  Curve  von  folgender  Form  sein  wird: 

ML  =  l»ii  •  »3  ~f'  fs  .  »4  •  »5  ***** **  iy) 

Die  Gerade  l  gehe  durch  die  Punkte  P,,  P4,  Pr  (Taf.  VII. 
Ig.  8*);  k  dwch  die  Punkte  P»,  P5,  Ps}  h  durch  Pj,  P»,  P,; 
Ii  durch  P^,  P5,  P«;  so  sieht  man  leicht,  dass  4  durch  die 
Ainkte  P,,  Pß,  P«;  und  dass  4  durch  Pj,  P^,  P9  geht.  Wenn 
ttaii  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pi,  P39 
f*»  P&  d>^  "^ter  Geraden  zieht:  1)  P1P2,  die  die  Curve  überdies 
lia  Pa    schneidet;     2)  P4P5,   die  die   Curve   in    P«   schneidet; 
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3)  PiPa,  die  die  Curve  noch  ia  Pj  achpeldet;  4)  P^P^f  die  die 
Curve  noch  in  P^  schneidet?  so  scnneiden  die  Geraden  P3P5  und 
PjP^  die  Curve  in  demselben  Punkte  P^. 

1 
Es  werden  die  Geraden  /  und  l^  beibehalten ,  oder  die  Pankfe  ! 
Pi,  Pa,  P3»  P^9  P7»  und  vier  andere  Gerade  gezogen:  l\  darch  ; 
die  Punkte  P^,  P'a,  P«;  /',  durch  P«,  P'e*  P'«;  /'4  durch  P^ 
P'5,  P'e;  /g  durch  Pr,  Pg',  P'9.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf  ; 
der  Curv^.  Statt  des  Vierecks  P5»  P^,  P«,  P^  entsteht  also  ein  i 
neues  P5,  P'«,  P'^^  P'q,  dessen  verlängerte  Seiten  die  Carve  ia. ' 
denselben  Punkten,  wie  die  verlängerten  Seiten  des  erstem  schnei-  > 
den.  Da  beide  in  der  Curve  eingeschrieben  sind»  so  hat  man 
ebenfalls  für  das  letztere; 

JjLmi»«»  2.»  f  *J~fr3a£   4*»  5   ••••••  (/^  • 

Eliminirt  mau  aus  den  Gleichungen  (6)  .und  (7)  1%,  so  ergiebt 
sich: 

K  oder  die  Gleichung  för  die  Curve  kann  nicht  dureh  /  theilbar  ;j 

sein,  folglich  muss 

*  4  •  »  ft  •—  »4  •  t  ^^  -^»^ 

sein,  wo  Jü=0  die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  ist.  Dem- 
nach ist: 

/>*im.^^^f|*C2**  4*^6  *""  •  !•'  ••»4»»5 ••\^/»  •* 
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Die  Gerade  /|  kann  die  Curve  nur  in  dreien  verschiedenen  Ponk-    1 
ten  schneiden,    nemlich   in   ihren  Durchschnitten    mit  ^i ,  Z«»  ^; 
der  Durchschnitt  8  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  mit  l*^  liegt  daher  auf  der 
Geraden  L;    eben  so  liegen:  a  der  Durchfe;chnitt  von  L^  mit  fxl  ß 
der  Durchschnitt  von   l\  mit  ^5;    y  der  Durchschnitt  von  t^  mit  J 
/4  auf  derselben  Geraden.    Wir  haben  also  den  Satz:  ■_ 

5,Bescbreibt  man  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  f^ 
zwei  Vierecke»  d^ren  verlängerte  Seiten  die  Curve  In  js 
denselben  vier  Punkten  schneiden;  so  liegen  die  vier  v 
Durchschnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  J- 
den  den  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechenden  i 
in  dem  andern  Vierecke»  auf  einer  Geraden. '* 

r  ■ 

Durch  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich ,  wenn  die  acht  Durcln   ? 
schnitte  der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  eingeschriebenen  Vier- 
ecks mit  der  Curve  bekannt  sind,  mittelst  eines  neunten  PankitSt   ■ 
wenn  dieser  nicht  der  oben  erwähnte  neunte  Punkt  P9  ist»  eine  un«  > 
endliche  Anzahl  Punkte   der  Curve  durch  die  leichteste  Constru-  ]■ 
ction  finden.    Es  sei  nemlich  (Taf.  VIL  Fig.  5.)  P'5  dieser  Punkt  ■ 
Man   ziehe  P^P"^  oder  l\,    die  die  Gerade  U  in  dem  Punkte  a  ' 
schneidet;  P4P6  <>der  die  Gerade  l\t   die  4  in  dem  Punkte^ 
schneidet  Durch  a  und  ß  ziehe  man  nun  die  Gerade  Li ,  die  /« 


<s 
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im  Punkte  y,  k  aber  im  Pookte  i  schneidet ,  so  gehen  die  Gers« 
den  Ti  durch  P^  und  d,  V^  aber  durch  P^  und  y,  wodurch  das 
ffume  Viereck  TCHig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
Weise  drei  neue  Punkte  durch  Uülfe  des  eiozigen  P*^,  Durch 
Tenv^ecbselong  der  Geraden  /,  ^  und  /,  unter  einander  und  h, 
U§  ^  lassen  sich  mehrere  neue  Punkte  blos  durch  P^  tinden; 
wenn  man  aber  die  neu  gefundenen  auf  dieselbe  Art  als  P*^  be* 
hindeit«  oder  die  neuen  Gomplexe  von  drei  und  drei  Geraden 
nwendet,  nnd  die  Operationen  wiederholt»  kann  man  Jede  belie- 
bige Ansaht  Punkte  auf  der  Curve  ßuden. 

4.  Es  seien  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
rioffescbrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  /,  /■,  1%,  /, 
wad  P,  tit  fs>  tt  sind.  Man  hat  also,  wenn  JSr=:0  die  Gleichung 
der  Cnrve  ist: 

lolgBch  durch  Elimination: 

Von  den  sechszehn  Durchschnitten  der  vier  Geraden  l,  I2,  V\ 
wtA  t^  mit  den  vier  andern  t ,  t^,  d  und  ^  liegen  nur  acht  auf 
dcf  Curve,  und  können  nicht  mehr  verschiedene  liegen,  weil  jede 
Gerade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die 
flbrigen  acht  Durchschnitte  /  und  f^  ^^^  l*  und  /^^  h  ^^^  h  ™>^ 
tx  vod  V\  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
ISqpiteme  von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 

irti    llan  kann  hieraus  folgenden  bekannten  Satz  folgern : 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
sehriebenen  Vierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
entsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
raden schneiden;  so  liegt  der  Durchschnitt  der  vier- 
ten Seite,  mit  der  entsprechenden  im  andern  Dreiecke 
auf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
'schoitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
tntsprechenden  gegenüberstehenden  im  anderen  Vier- 
tcke  auf  einer  anderen  Geraden." 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  zwei  verschiedene 
Vierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  ^egeniiber- 
iitahsnde  Seiten  die  Curve    in   denselben  beiden  Punkten  schnei- 

Es  sei  also  Al=:0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist: 

Jl  "^i  l,l\  •  i^  ~r  » 3  •  »4  •  '5 , 
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EflaiDirt  man  hieraus  /,  m  ergiebt  aieh: 

Von  den  fänfiindzwanzis  Dnrcbschnitten  der  Geraden  [,,  /V 
/,,/«>  '>  nit  den  Geraden  \,  t,,  Pt.  t,,  ^  liegen  die  ia  den 
untenstebenden  Schema  mit  D  bezeichneten  Dorchschnitte  der  la 
der  obem  horizontalen  Keihe  mit  denen  in  der  Tertikaleo  auf  der 
Ciirve.  Die  übrigen  liegen  auf  einer  andern  Curre  oder  Systeme 
von  zweien  Geraden,   deren  Gleichung 


i 


ö 
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Hierana  fnigt  soeleich,  dass  wenn  drei  dieser  tetztem  Dorch* 
schnitte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  sSrnrntTichen  zehn  Dnrcb- 
scbnitte'  anf  zweien  Gerades  liegen  nfissen,  m>d  awar  Mif  Jeder 
flinf  derMiben. 
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Zweite  Bearbeitung  des  In  dem  Anf- 
satze  ThL  XIH.  ^v.  XXXHI.  «ege^ 
lienen  Pewelses  eines  greometrisclien 

fi(atsEes. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

za   Berlin. 


Es  erscheint  hiermit  eine  neue  Bearbeitoog  des  Beweises  zu 
lern  in  ThlXlII.  Nr. XXXIII.  S.  341.  aufgestellten  Satze:  Wenn  ans 
nrei Punkten  ^  und  ß  einer  geraden  Linie  zwei  gerade  lAnien  AC 
ud  BD  ausgehen,  welche  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a  und  6 
kildeo  mögen  >  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A  auf  die  Gerade 
f  DB  sexf^ene  Linie  von  der  LSnge  r  den  Winkel  a  in  derosel- 
beD  Verhältnisse  theilt/in  dem  eine  aus  dem  Punkte  B  auf  die 
Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länee  r  den  Winkel  b 
fteilty  so  sind  die  Winkel  a  und  b  einanaer  gleich.  Der  hier 
fokende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  grossem  Einfach- 
\m,  deshalb  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
ji  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt ,  woher  es  wohl  gekommen 
Wt»  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
9m  Satzes  zu  geben,  gescheitert  sind.  Indem  nämlich  die  Bedin- 
lugy  dass  die  Halbmesser  in  den  Winkeln  a  und  b  liegen  mfls- 
•eOy  einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 

Aeselbe  bewirkt,  dass,  wenn  a^PBA  ist,'  die  Gleichung  ^=77 

fie  Gleichung  a=6  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a  <  PBA  m, 
ie  Gleichung  unmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
lieh  nicht  schneiden ,  ganz  ausschliesst ;  aber  auch  die  Gleichungen 

-=:ä#  nad  17=7  nicht  eintreten  lässL 

(Von  DOD  SD  ■•  m.  Taf.  X.) 
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Alle  geraden  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  denen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmten  Abstand  r 
haben ,  sind  Secanten  aus  A  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um  den 
Punkt  B  beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Linien 
aus  dem  Punkte  B^  auf  denen  Punkte  liegen ,  welche  von  dem 
Punkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  haben/  Secanten  aus  B  fitr 
den  mit  dem  Halbmesser  r  um  ^  gezeichneten  Kreis.  —  Man 
stelle  sich  vor,  eine  Secante  für  den  Kreis  um  A  aus  dem  Punkte 
B  drehe  sich  um  diesen  Punkt  so,  dass  sie  aus  der  Laee  BA 
als  der  ursprünglichen  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  gekommen  ist.  Der  bei  dieser  Drehane 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  so  wird  jeder  Halbmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  von 
denen  der  eine  a  'mit  dem  Winkel  b  gleichzeitig  zunimmt,  indes- 
sen der  ihm  der  Lage  nach'  entsprechende  Winkel  (/  am  andern 
Halbmesser  fortwährend  abnimmt  Man  bezeichne  ferner  tfeo  Win* 
kel,  den  eine  beliebige  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  mit 
AB  bildet,  mit  a  und,  der  obigen  Uezeichnung  der  Winkel  a  und 
a'  entsprechend ,  die  Winkel ,  welche  die  auf  diese  Secanten  ge- 
zogenen Halbmesser  gegen  AB  bilden,  mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  b  beständig  denselben  Werth  behalten, 
dagegen  b  und  a  gleichzeitig  zunehmen ,  so  nimmt  das  Verhälfniss 
n  b 

—  ab,  indessen  0- zunimmt    Es  kann  also  nur  höchstens  ein- 

O         0 

mal  ~~==7  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se* 

^  b 

cante  gekommen  ist.    Da  aber,  wenn  a=6  ist,   immer  r  =  7  >*^ 

so  muss  ancfa    umgekehrt,    wenn  — =^ist,  a=6  sein. 

Mit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  die  Untersuchung  verbnii- 
den ,  unter  welchen  Bedingungen  die  Quotienten  -;  und  7,    dnaa- 

der  gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zunehmen*  Man 
stelle  sich  vor,  6  nehme  immer  um  einen  beständigen  Winkel^ zu;  als- 
dann wird  a'  um  Winkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu- 
nehmen, wenn  AB'^r  ist,  oder  immer  eleicb  bleiben,  wenn  AB 
=r  ist,  oder  stetig  abnehmen,    wenn  AB '^r  ist.    WShrend  da- 

her  das  Verhältniss  3;  von  Null  beginnend  bis  -öf  immer  um  dle- 


a  a 


selben  Werthe  zunimmt,  muss  ->  von  —  beginnend  bis  za  an- 
endlich grossen  Werthen  zunehmen.  Daraus  folgt,  dass  das  Ver- 
hältniss   ^,   während  -g,     um   immer    gleiche     Stücke  zunimmt^ 

um  immer  grössere  und  grössere  zunimmt,  denn  dieses  Verhält- 
niss muss  sich  immer  in  derselben  W^eise  ändern.    Da  nun  aber. 
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weDD  6  gleich  a  wird,  ^  =  -;  it^t,  so  folgt,  dass  anfangs^  <  —/  iat,  danti 

aber  g>=*5>»    «Jan«  •  g^^o'»     ^*°**    ß'^^5'    ""**  zuletzt    ^;<  -, 

wifd.  Im  Allgemelneti  muss  daher  zweimal  g>  gleich  —  wer- 
den« and  zwar  einmal  wenn  a=ft  ist. 

Wenn  gleich  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  Grenze  genau  zu 
bestimmeD«  wann  die  Gleichung  -^  =  ö>  die  Gleichheit,  wann  die 

Ungleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedinge,  so  zeigt  doch  folgende 
DDterauchanjg ,  dass  unter  besondern  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jener  Fall  eintreten  kann. 

Es  «ei  zuerst  AB  und  r  so  gegeben  ^   dass  die  Kreise  um  A 
■od  um  ß  sich  schneiden.    Wenn  in  diesem  Falle  a>/3'  gege^ 

b6ll  ist»  und  b  gleich  ß'  wird,  so  ist  a'^a,  folglich  ?,>  -.    Es 

mnss  daher  schon  ehe  b:=:ß'  geworden  ist,  einmal  -;=^/  gewe- 
sen sein,   und  es   niu8s  auch,   wenn    b^ß'  wird,    nocn   einmal 

a     b 

^^Bt-jA  werden.    Da  b  hier  kleiner  als  (t  ist,  und  wenn  6r=://wird, 

die   Verhältnisse   -;  und   o,    gleich   sind,    so    folgt,    dass    wenn 

y^='g,  ist,  während  b^  ß'  ist,  die  Winkel  a  und  b  einander 
glelcD  sind.  —  Wenn  aber  a</3'  ist,  und  b  =  ß'  wird,  ho  ist 
e^e',  •l»og;<-7'  Da  nun  aber,  als  b=a  war,  ^/— ö/  gewe- 
sen sein  moss,    kann,  wenn  6>j3'  wird,   die  Gleichung    ^-/ =  at 

^     lieht  eintreten.     Wenn  also   beide  Kreise    sich     schneiden    und 

a     b 

^^■g,  ist,  während  6>j3'  ist,  so  niuss  auch  der  Winkel  a  gleieb 

don  Winlcei  b  sein. 

Es  sei  AB  und  r  so  ge<^eben,  dass  die  Kroise  sich  nicht 
sdnelden,  so  zeigt  die  Fii^ur  deutlich,  dass  die  Wink^'l  a'  und  /3' 
I  niebt  gleichzeitig  in  den  Winkeln  a  und  b  liegen.  Wenn  man 
I  Aber  als  Bedingung  hinstellt,  dass  a'  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
Ihotn  entsprerhenden  Winkeln  a  und  b  liegen  sollen,  so  srhliesst 
■an  den  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicht  schneiden,  aus, 
indem  man  die  Bedingungen,  welche,  wenn  die  Kreise  sich  scbnei- 

dtDj  die  Gleichungen  ~/  =  g;  und  a=b  gleiclizeitig  auftreten 
lissen»  erßillt  —  Wenn    daher  ^=iO/    >s^  während  u'  und 


Theil  XV.  .      «l 
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ß*  Theile  von  a  und  b  sind,  so  ist  der  Winkel  a  gleich 
dem  Winkel  ö. 

Es  bleibt   nun  noch  zu  zeigen»    unter  welchen  Bedingungen 
die  Gleichung  -  =  g-/>    oder    -=g"    auftifitt.  —  Da  das  Verbfill- 

niss    —   immer  abnimmt,  wenn  -5; zunimmt»    so  kann  höchstens 

einmal  —=7/  werden.  —   Wenn  a  kleiner  als  ein  Rechter  ist; 

a      p 

ist/3'>/3,    mithin  g;<^;    das  abnehmende   Verhältnisse  wird 

h 

daher  bei  grösserem  Werthe  von  b  das  Verhältniss  g;,     als     dM 

h  n.        h 

Verhältniss  -5-   erreichen»  so  dass»  wenn  ~~=7>  Ist»   und   a<A» 

immer  b  grösser  als  a  sein  müsste.  Wenn  aber  a  grOsser  ist»  ab 
ein   Rechter,    so   findet  man   auf  dieselbe  Weise»    dass,    wenn 

—=3;  sein  soll»  6  kleiner  als  a  sein  müsste. —  Aus  der  Gleichting 

""=:r/    folgt,    wenn    a   kleiner   als   6  ist,     a — a<d— /J*-    oder 

ff      ö         ^ 

ff  -f  p'  <  6  -f  ff.  Es  kann  aber  nie  a  +  /3'  <  6 + <<  a^lii  *  wenn  anders 
nicht   6>J^    ist.     Und  wenn  a>6  ist,    folgt  aus  der  Gleichung 

--=^^,  a— a>6  — ^'  oder  a+j3'>6+ff.  Es  kann  aber  «+/!' 
nie  grosser  sein,  als  6-f-tt»  wenn  nicht  b  kleiner»  als  ein  Rech- 
ter ist.    Wenn    demnach  — =-5>  sein  soll,  muss  einer  vonbeideD 

aß'  '        ^ 

Winkeln   a  oder  6  grösser   und  der  andere   kleiner  sein»    als  ein 

Ä      b       -^, 
rechter  Winkel.    Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  'p^^'g''    Diese 

Bedingung  tritt  aber  nie  ein»  wenn  die  Winkel  af  und  ß  oder 
ff  und  ß'  gleichzeitig  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a  und  i 
fallen. 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  dass  erstens»  wenn  —  =:g-ist>  nnr^j 

b  "      P 

imn\er  a=b  sei»  dass  zweitens»  wenn  ~/=7/  Ist»  und  gleidiift%. 

tig  V  und  ß*  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a  und  6  fallen»  «ocfc 
azzzb  sei»  dass  drittens,   wenn  a*  und  ß  oder  ß*  und  a  gleicbf^l- 

tig  in  ihren  entsprechenden  Winkeln   a  und  6  liegen»  nie    ^^S« 

oder  -;=-g^  werden  kann,  so  hat  man  folgenden  allgemeintE' 
Satz: 

Wenn    aus    zwei    Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  zwei  Linien^Cund^Z)  ausgehen,  welche  mit  der 
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Linie  AB  die  Winlcel  a  und  6  bilden  mögen»  und  wenn 
•Ine  ans  dem  Punicte  A  auf  die  Linie  BD'  gexosene 
Linie  von  der  Lftnp;e  r»  den  VVinIcel  a  in  demselben 
Verkiitniss  theilt,  in  dem  eine,  au«  dem  Punkte  JB  auf 
die  Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länge  r, 
deB  Winkel  b  theilt»  so  sind  die  Winkel  a  und  b  einan- 
der gleich. 

Dieser  Satz  umfasst  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines 
Beweises  bekannten  Satz:  Wenn  eine  aus  einem  Dreieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Linie  r  diesen  Winkel  in  demselben 
TeriiUtniss  theilt ,  in  dem  eine  aus  einem  andern  Dreieckswinkel 
•nf  die  Gegenseite  p^ezogene  Gerade  von  derselben  Länge  diesen 
swelten  Winkel  theilt»  so  Ist  das  Dreieck  gleichschenklich. 

Mit  diesem  Satze  steht  foleender  auf  gleicher  Linie:  Wenn 
•he  gerade  Linie  von  zwei  anderen  geschnitten  wird»  und  theilt 
dne  aus  dem  einen  Schnittpunkt  auf  die  andere  gerade  Linie 
mogene  Gerade  von  gegebener  Länge  r  einen  der  Winkel  in 
MBselben  Verhältniss»  wie  eine  aus  dem  andern  Schnittpunkt 
nf  die  entere  gerade  Linie  gezogene  Gerade  von  der  gegebenen 
Unse  r  dessen  Wechselwinkel  oder  dessen  gleichliegenden  Win- 
kil  udilt,  so  sind  die  beiden  Linien  parallel. 


^   , 


— > 


%s% 


Iscellen. 


Wie  mw  den  körperlichen  Inhalt  der  Halbkugel  oder  der 
Kwel  durch  Vergleicbung  derselben  mit  tinem  Kegel  und  ebi«n 
Cylnider  zu  bestimmen  pflegt,  ist  bekannt  genug,  uodfiodetÄb 
ü»t  in  allen  Lehrbüdfern.  der  Geometrie.^  Nicht  00  bektoit 
echeint  zn  «ein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  aach  an  sich 
ist,  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Bemer- 
kung, dass  man  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  ganz  auf  dieselbe 
Weise  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eines  beliebigen  Kugel* 
Segments,  und  dann  femer  auch  dessen  sphärische  Oberfläcbei 
bestimmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  in  der  Kurze  gezeigt 
werden  soll. 

kt  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  allgemein  bekannte  Figor  filr 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  6riV  parallel  mit  AB 

fezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  von 
'DGN,  HEM,  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandenen 
Körper,  welche  respective  ein  Cylinder,  ein  Kugelsegment  iuhI 
ein  abgestumpfter  Kegel  sind.  Betrachtet  jnan  nun  einen  beliebi* 
gen  mit  GN  parallelen  Schnitt  G'N',  so  ist : 

Schnitt  im  Cylinder  =  KfG"^ .  n , 
Schnitt  in  der  Kugel  ^KH^.n, 
Schnitt  im  Kegel        —K!J'^.%, 

Zieht  man  aber  CH'y  so  \siCH^^:zK'G',  und  ausserdem  ist  offen- 
bar  K'J'=zCK';  also  ist 

Schnitt  im  Cylinder  -CH'^.n, 
Schnitt  in  der  Kugel  ^KUt'^.n, 
Schnitt  im  Kegel  =  CK"^ .  n , 
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V^eil  npn  nach  d^  itythagvrSischcii  LehrMtz« 

r 

M«  80  ist 

Sehoitt  im  €ylinder 
s  Schnitt  in  der  Kugei  >f   Schnitt  im  Kegel» 

VMiQi  nach  einer  bekoAnten  ScblusHweiee  fol^»  dasd  iler  durch 
Uttdfdliifig  yovi  iPOG'iV  lum  iC£.  entstandene  Cy linder  i^leich  der 
Summe  des  durch  UmdreheiigVon  UEMnntKE  entdtandienen  Kbgel- 
«egniente  und  des  durch  Umdrehung  von  DJLF  um  KE  entstan- 
denen abgestumpften  Kegels  ist. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
letcen  ausserdem  lL£=^h,  so  ist,  weil  offenbar 

H9   EJssr  —  k,  und   folglich  nach  bekannten  Sätzen: 

Cylinder  sst^nh, 

Abgestump  fter  Kegel  =  sr  jtA  { r*  +  r(r— A)  +  (r— A;*  | ; 
dio   nach  dem  Obigen 

IM       .,fi  .        ..,  •  .  ,  '  : 

-"^    i^^l.    !        ''  Kugelsegment 

=  ra«Ä-J^«Alr«  +  r(r-A)  +  (r— A)«l 

■•■'■    ■  ■  1 


•  II  < 


•  •     ;  .  I ' 


*<^U8  man  mittelst  leichter  Rechnung 

Kugelsegment  =9KA'(r — ^-A; 

^Ul    Nun    ist   aber   nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise, 
*^n  wir  KjB=zg  setzen,  offenbar: 


A:^=(:2r— A, 


I 


1  * 


■         ^       i  I  ■     - 

^iR'elf  nadb  de«r- Obigen 


' I »   >  I   '• 


zm 


Kugelsegment  ='***(§"*+ ot) 


welches    die  bekannte  Formel  tOr  den  körperlichen  Inhalt  eioes 
Kugelsegments  ist. 

Bezeichnen  wir  femer  die  sphärische  Oberfläche  des  Kugel- 
Segments  durch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung 
auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

t 

=  g^jjA  {3Ar2r-A)  +  A«}  +  j  7rA(2r-A)  (r-Ä) , 

woraus  nach  leichter  Rechnung 

srrO=3»Ar*, 

also 

0=2wAr 

folgt 9  welches  wieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  die  für  ^ 
A=r  auf  der  Stelle  zur  Oberfläche  2r%  der  Halbkugel »  also  sv  i 
Oberfläche  ir^n  der  ganzen  Kugel  fuhrt. 

• 

Solche    Erweiterungen   bekannter  Darstellungsmethoden»    die  ^ 

gewuhniich  nur  in  specielleren  Fällen  angewandt  zu  werden  plle-  \ 

fen,   mögen   ßir  den   geometrischen  Elementarunterricht    einisee  i 

Interesse  nahen»    und  verdienen  daher  vielleicht  nicht  ganz  uäe-  i 

achtet  gelassen  zu  werden.  6.  f 


Schreiben  des  Herrn  W.  M  i  n  k ,  Lehrers  der  Mathematik  an  der  höhe 
Stadtschule  zu  Crefeld  an  den  Herausgeber. 

Ihre  Aufforderung  im  letzten  Hefte  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  (Thi.XIIL)»  zu  dem  darin  unter  Nr.  XXXHL  mitgetheüten  ' 
Satze    geometrische  Beweise  zu  liefern»    veranlasst  mich  Ihne« 
beifolgende  Kleinigkeit  zu   übersenden.     Mir  wurde    dieser  Saii  . 
und  zwar  mit  der  oeschränkung ,  dass  die  Winkel  halbirt  wflrdei^  ■-. 


\ 

^ 


3S0 

▼or  einiger  Zeit  von  einem  frahern  Schüler  der  Königl.  Gewerb- 
■chole  mitgetheilt  mit  dem  Bemerken ,  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  unffleicli  schwieriger  sei,  als  der  des  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  aamals  den  hier  mitgetheilten  Beweis  und  überzeugte 
mich  von  der  Richtigkeit  jener  Bemerkung.  Der  allgemeinere  Satz 
wird  sich  auf  die  hier  eingeschlagene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  aber«  'so  bald  ich  einige  Müsse  habe»  mich  be- 
mdhen,  auch  den  Beweis  fär  diesen  zu  finden»  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte»  Ihnen  zur  Zeit  Mittheilung  davon  machen. 

Lehrtaix.  Wenn  die  Halbirungslinien  AD  und  BE 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  der  Winkel  CAB  und  CBA  im  Dreieck 
ABC  gleich  sind»  so  «ind  auch  die  Seiten  BC  und  AC 
gleicb. 

Beweis. 

Es  sei  GF\\  AB  und  AD  und  BE  verlängert  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  GF,  so  ist : 

ABiAD^CFiDF^ACiDF. 
md 

AB.BE^CGiEGt=iBC:EG\ 
also 

1.      ACiBC=DF:EG. 

Nan  ist  aus  den  Sholichen  Dreiecken  ABD  und  CFD,  ao  wie 
äBE  nad  CGE: 

__     BD.DC      ,  „-,     AE.EC 
Df=-jg—  und  £G=— gy— ; 


n.    AC:BC= BD.DC: AE.EC. 
FcroOT  ist  nach  einem  beltannten  Satze 

AB.AC=BD.DC, 

•iao 

AC.  BD . 
^*'— Jff~' 

■id  ■■eh  demselben  Satze: 
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also 

III.     AC.BC^ACBtß.ßCA&i 

fvoraua 

1 : 1  =3  SD":  y|£3 
alfio 

BO»=AE' 
oder 

hlh^AE. 

Folglich  ist 

:^ABD^t^ABZ,    jüDnAzzijLEAB, 

AC=ißC', 

vr.  B.  b    w.    • 


I  r  ' 


mtm 


'  ,{• 


Uti 
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ie  ^H^iclifif^keif  einer  richtif^en  Auf- 
ssnns  i^on  Tliibaut's  Beweise  der 
umme  der  Dreiecliswinliel  für  die 
sammte  Klementar-Oeometrie,  und 
besonders  ftir  die  Tlieorie  der 

Parallelen. 

Von  dem 

Dr.   Thcol.  Herrn  F.  H.  Germar. 

zu  II  c  i  d  (!  in  Norder  -  I)itliiiiartchcn. 


gach  einer  AeuRScrung  des  Proklii8  schreibt  Eiidemiis  den 
ischen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  8unime  aller  Dreiecks- 
kel  gleich  z^vel  rechten  Winkeln  sei,  den  Pythagorilern  zu; 
var  also  schon  lange  vor  Eiiklidcs  in  (vebranch.  Da  aber  diese 
veisart  sich  auf  die  Gleichheit  der  Wechselswinkel  bei  den 
aden  Parallelen  gründet,  so  blieb  dem  Euklid,  wenn  er  bei 
selben  bleiben  wollte  ^  nichts  anders  librig,  als  auch  bei  der 
»halb  eingeführten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
Ten,  nach  welcher  „gerade  Parallelen  solche  gerade  Linien 
der  nändichen  Ebene  sind,  welche  unendlich  yerlängert  sich 
ih  keiner  Seite  schnciden'S  wie  sehr  auch  seinem  sonst  so  rieh- 
^D  ond  strengen  logischen  Tacte  eine  solche  Deünition  wider- 
techen  mochte.  Denn,  weil  Keiner  leugnen  wird,  dass  es  auch 
mild  -Kreise,  folglich  krumme  Parallelen  eiebt ;  so  wird  man 
idi  das  logische  Gesetz  zugeben  müssen,  dass  die  J)eiinition 
MTKt  auf  Paralleliinien  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie-' 
jM,  und  dann  erst  die  differentia  specifica  für  gerade  Parallel- 
Ml  angeben  solle.  Für  das  genus  ist  aber  schwerlich  ein  an- 
■Mtt Merkmal  aufzuünden,  als  dasjenige,  welches  der  sensuH 
^Banis   überall   mit  dem  Parallelismus  verbindet,    nämlich  den 
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durchgäueigen  gleichen  Abstand,  dessen  Beweis  bei  dl 
Paraliei-Kreisen  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  kau 
weil  bei  concentriscben  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  dl 
Differenzen  alier  möglichen  Radien  zwischen  jenen  Kreisen  nod 
wendig  einander  gleich  sein  müssen.  Auch  leuchtet^  es  yon  selhi 
ein,  dass  Linien  überhaupt,  welche  durchgängig  gleichen  Abstm 
haben,  einander  niemals  schneiden  können ,  kemeswegs  aber,  das 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unendlich  verlängert  sio 
nach  keiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  haha 
müssen.    Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  AbstSndaD  i 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  t»  "g»  ig  ^^  ^ 

heren  Abstandes  fortschritte,  so  würden  sie  sich  unanfbürlich  bI 
hern,  ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  würde  nochvfa 
weniger  geschehen,  wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  i^ube 
den  Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  solches  Voj 
hältniss  bei  geraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  versteht  äM 
nicht  von  selbst,  muss  also  erst  bewiesen  werden.  ;* 

Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweis,  dass  zwei  g^M 
Linien  in  einer  Ebene,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  gleichen  J] 
stand  haben,  den  nämlichen  auch  in  allen  übrigen  haben  mfissei 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinki 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  Paralk 
len  gefunden  ist.  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  liege! 
dass  alle  Versuche,  den  gleichen  Abstand  zu  beweisen,  eben  m 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  Bemühungen,  das  Unbefries 
gende  der  euklidischen  Beweisart  zu  beseitigen. 

Wenn    man   nämlich    auf  einer   geraden  Linie   zwei  gl 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zl 
so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gefiiadeii 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  e 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  der  e 
habe,    d.   h.    alle    übrigen    Verticalen  jenen   beiden    gleich  mI 
müssen.    Errichtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticalen »  se  ' 
sen  sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Ge 
verbinden,  und  dann  kann  man  eben  so  wenig  beweisen,  dass 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einander  stossenden  Linien 
einzige  Gerade  bilden. 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  auch 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie, 
derselbe,  wie  gewühnlich  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenige  Uatt 
deren  Elemente  oder  Punkte  sämmtlich  in  einerlei  Richtni^ 
liefen.  Denn,  was  ist  einerlei  Richtung?  Beide  Wörter  leidi 
gleich  sehr  an  Dunkelheit,  und  man  wird  auf  ihren  Urspnmg  li 
rück  gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  will.  Di 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Auges  hfli 
genommen,  und  bezeichnet  diejeni<^e  Stellung  desselben,  in  wel 
eher  es  den  kleinsten  Gegenstana  am  deutlichsten  sieht.  Kail 
nun  eine  Linie,  (d.  h.  dieGränze  einer  Fläche,  so  wie  die  FlSeN 
die  Gränze  des  eingeschlossenen  Raums  ist)   entweder  durch  ihi 
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{«•  oder  des  Aa^es  Bewegung  in  eine  solche  Stellung  kern- 
BO,  dass  in  der  Richtung;  desselben  alle  Elemente  der  Linie  In 
MD  Punkt  zusammenzufallen  scheinen»  oder  sich  decken;  so 
Ü  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  Dämliche  Richtung  wie  die 
IditoDg  des  Auges,  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
ich  sonon  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Lioie  praktisch  geprüft 
U.  Die  Definition  derselben  dürfte  also  richtiger  foljrender- 
Msen  lauten:  Die  gerade  Linie  Ist  diejenige,  welche  in  eine 
ich«  Stellung  gegen  die  Richtunff  des  Auges  kommen  kann, 
hm  alle  ihre  Elemente  in  einem  Punste  zusammen  su  fallen  schei- 
Hii   oder  einander  decken;    diejenige  aber,    bei  welcher  dieses 

■HAglicii  ist,  heisst  eine  krumme. 

u 

I  Daraus  folgt  denn  freilich,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
Ue  in  einerlei  Richtung  liegen  müssen,  d.  h.  mit  derRich- 
pg  des  Auges  zusammen  fallen  können;  desgleichen,  dass  zwei 
riikte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  Follkommen  bestim* 
I  ferner,  dass  die  Ebene  diejenige  Fläche  ist,  mit  welcher 
le  Linien  von  jeder  lüchtung  in  allen  Punkten  susammen- 
1,  sobald  dieses  in  zwei  Punkten  geschieht, 

»'   Zwar  wird  nun  die  Schärfe  der  Grundbegriffe  und  der  Beweise 
^denen  gering  geschätzt,  denen  es  nur  um  Resultate  der  Gen- 
ie ihr  die  prüktische  Anwendung  su  thun  ist,    daher  diese 
Menge  von  Sätzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar« 
Das  ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
len  war  es  nicht*  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie, 
m  strenge  logische  Form  der  Beweise  zu  thun;   ihnen  war 
iMuptBächüch  eine  Propädeutik   der  Philosophie.    Uns  sind 
IMlich  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  jNaturkunde  und 
'^ilk  geworden,    als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
täeh  flir  uns  die  Bildang  zu  einem  stren^logischen  Denken 
weniger   wichtig.     Unbestimmte  vieldeutige    Grundbegriffe 
fai  ulen  Wissenschaften ,  besonders  in  den  discnrsiven  und 
l?en,  unsägliches  Unheil  an,    und  haltlose  Schlüsse   aus 
lenen  oder  halbwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
I  den  Weg  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
dne  yerschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Körper  hielt  über 
Jahrtausend  alle  Kupfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
^'~  Beobachtungen   haben   noch   nicht   die  Reihe   von  Fehl- 
ra  über  Fluth  und  Ebl>e  verdrängen  kOnnen,   zu  welchen 
Hess  dadurch  verleitet  ward,    dass   man  vergass,    die  Erde 
kbi   solcher  K5rper    als  die  Theorie  sie  nothwendig  denken 
le,  um  die  Wirkung  der  Attraction  klar  zu  machen.^  Wenn 
•elehes  sosar  in  der  Physik  geschehen  konnte,  wie  viel  gros- 
Wl  die  Creiahr  f&r   diejenigen  Wissenschaften,    welche  von 
MuDgen  und  Erfahrungen  wenig  oder  gar  nicht  unterstützt 


Jadenfalls  schickt  es  sich  am  wenigstei^  für  die  reine  Geome- 

ireielie  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  unumstSssliche 

beift  Ihrer  Lehrsätze  Anspruch  macht,   wenn  auch  sie  sich 

jdigen  lassen  muss,    für  manche    ihrer  Grundbegriffe  nur 

le  Worte,    und  fVir  einen  ihrer  wichtigsten  und  folgenreich- 
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steil  Lehrsätze  nur   einen  mangelhaften  aubefriedigendeii  Bewoii 
zu  haben. 

Es  fehlt  also  nicht  an  triftigen  RechtfertigiingserfiDden  flir  du 
Bestreben  derjenigen^  welche  immer  neue  VersucEe  gemacht  ba" 
ben,  jenen    Vorwurf  von  der  Geometrie  abzuwenden.    Auch  4fr 
V^erfasscr  dieses  Aufsatzes,    der  in  verschiedenen  Verhlltnwiw 
seines   langen  Lebens   zum    wiederholten  Vortrage  der   Wisss» 
Schaft  genuthigt  war,  konnte  sich  solcher  Versuche  nicht  entscM» 
ffen,    sah  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  vor  vielen  Jakm 
die  Ansicht  von  T hib au ts  Geometrie  durch  die  Art,  wiedersdhs 
uiiabhiingig    von   der  Theorie  der  Parallelen  den  Betvds  filr  4ii 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkei  fuhrt ,  ihm  den  Weg^  n 
offnen  schien.    Doch  ward   er  damals  durch   dringendere  iü'bedai 
verhindert  denselben  weiter  zu    verfolgen.    Wider  seine  Veme- 
tbung  hat  er  aber  auch  nicht  erfahren,  dass  jener  Beweis  beidM 
späteren   V^ersuehen   so   benutzt   wäre,    wie  er  es  xn  verdiesM 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  ab 
vollständig  ausführte.    Daher  benutzte  er,  bei  einer  neoen  Vem* 
lassung,  die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  unfreiwillige  MoM 
welche   ihm  durch   die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  dänisd» 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,   die  Vl^lchtigkeit, 
welche  er   einer  richtigen   Auffassung  jenes  Beweiaef 
für  die  gesammte  Elementar-Geometrie  undbesoodcri 
für    die    Theorie   der    Parallelen    zuschreiben     xu  mfisa« 
glaubt,  der  öffentlichen  Prüfung  vorzulegen ,  indem  er  zugleich  des 
Herrn  Dr.  Vechtmann  in  IVleldorf  für  die  sachkundige  SorgUt 
mit  weicher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  wieanck 
dem  Herrn  Professor  Hörn  in  Glückstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnuthigen  Kosten  vielerFuimD 
zu  ersparen;  sind  im  Folgenden  alle  von  der  Summe  der  Drcbcb- 
Winkel  unabhängigen  Beweise  nur  kurz  angedeutet,  diejenkcp 
Sätze  aber  ganz  weggelassen ,  welche  mit  dem  Hauptziele  ia  tai- 
ner  nothwendigen  Verbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  Thibaut  angehahnteo 
Weg  verfolgen,  so  muss  man  nach  seinem  Vorgange  von  eiaer 
andern  Deiinition  des  Winkels  ausgehen,  als  die  gawuha- 
liche  ist,  welche  durch  den  Ausdruck  —  »»der  Winkel  sei  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zasammenatoa* 
sen''  —  wiederum  den  dunkeln  Begriff  der  Neigung  in  die  De- 
finition mischt.  Denn  dieser  Begriff  kann  nur  durch  den  Gefftir 
satz,  nämlich  als  Abweichung  vom  Paralielismus,  deutlich  «er- 
den; von  diesem  darf  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelen  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden .  muss  man  von  dem  Bt- 

friff  der  Kreislinie  ausgehen,    indem   man  diese  als  das  Bild 
es  Weges  betrachtet,  welchen  der  eine  Endpunkt  einer  geradeo 


\ 


'i 
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Anie  lieschreibt,  wenn  sie  sich  mit  dem  andern  Emlpuiikte  um 
linen  Punkt  vollstaiKÜs;  benimdrefit ,  d.  h.  so  lange,  bis  sie  ganz 
n  die  orsprütigUche  Lage  zurückgeUclict  ist,  mitliio  eiue  volle 
[Tindrehung  gemuclit  hat 

Die  umgedrehte  gerade  Linie  heist^t  bekaontlivh  der  Radius 
»der  Halhiuesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  iiel- 
;ben  der  eine  Endpunkt  des  Radius   bei  einer  vollen  Umdrehung 

»tn  den   andern  End|)unkt  gemacht  hat,    Iieisst  die  Per'-' ■- 

ider  der  Umkreis  der  von  derselben  begräuzteD  Kreis 
iin  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  »ird  ein  Kreisbogen  ge- 
nannt, und  die  Grüsse  desselben  durch  das  Verhältnis«  des 
Tkeils  der  Umdrehung,  der  er  seine  Entstehung  verdankt,  su  der 
Vollen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  Bild 
einer  vollen  Umdrehung  auch  zugleich  das  Maass  derselben, 
der  Halbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisboj^eii  als 
Theil  des  Kreises  das  Maass  des  aeiner  Grösse  entsprechenden 
Theils  der  vollen  Umdrehung.  Üass  es  aber  bei  diesem  Muasse 
nicht  auf  die  Griisse  der  Radien  ankomme,  erhellet  daraus,  dass 
nicht  die  Länge  des  Bogens  an  sich,  sondern  nur  sein  Verbältniss 
zum  ganzen  Kreise  die  Grwsse  des  Theils  der  Umdrehung 
bestimmt. 

.,GUi  Winkel  ist  also  nicbls  aiiderH  als  daa  Bild  eines  snl< 
cheti  Theils  einer  vollen  Umdrehung ;  die  Radien,  durch  deren 
Drehung  er  entstanden  ist,  und  welche  nun  denselben  begrSnzen, 
teissen  die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Theil  der  Umdrehung  erfolgt  Ist,  dieSpitxe  oder  der  Scheitel- 
punkt des  Winkels. 


Bein 


Ist  nun  ein  Winkel  das  Bild  des  vierten  Theil 
Irehung,  hat  er  folglich  den  vierten  1'heil  eii 
leinem  Maasse,  so  heisst  er  ein  recliter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
spitzer,  und  ist  ergrosser,  v'in  stumpfer  genannt.  Ver- 
g?8ssert  er  sich  aber  so  sehr,  dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
g^eogeaetzter  Ritrhtung  stehen,  also  einer  derselben  auf  der  rück- 
WWB  gezogener  Verlängerung  des  andern  Schenkels  zu  liefen 
kommt,  milhiri  beide  eine  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ibn 
4Bi)n  mich  einen  gestreckten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
'  '  halben  Umdrehung,  und  hat  folglich  den  Hulbkreis  zu  nei- 
Maasse.-  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
«bders  ist,  als  zvFei  Radien  desselben,  ivelche  eine  gerade  Linie, 
di^ei' J^ien  gestreckten  Winkel  bilden,  so  folgt  von  selbst,  das.s 
Üder  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleicbe  Thetle  thellt. 

Wird  also  ein  Kreis  von  beliebiger  Grösse  in  eine  Zahl  glei- 
cher Tbeilc  getheilt,  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Snitxe  eines  Winkels  gelegt,  s«  ISsst  sich  durch  die  Zahl  jener 
Tlieile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,  das  Maass  des 
Winkels,  d.  h.  sein  Vethältniss  zur  vollen  Umdrehung,  bestim- 
Die  Zahl  jener  gleichen  Theile  ist  willkührlich ;  bekanntlich 
hat  aber,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintbeilung  inSßOTheile 
pdflr  Grade  den  Vorzug  behauptet,  weil  dieselbe  durch  viele Zah- 
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ieo  (lividirt  werden  kann,    ohne   in   die  Quotienten    unbeqne 
ßrilcbe  zu  bringen.    So  enthält  demnach  der  rechte  Winkel  ode 

j  Umdrehung  90»;    g-  derselben  ist  =720;    g^  =  W;     g^  =  ^® 
i=40«;  jQ=36O;~=;30o,  u.  s.  w. 


Aus  den  jetzt  vorangeschickten  Erläuterungen  ergeben  cldi 
nun  nachstehende  Folgerungen: 

S.  1.  Jede  volle  Umdrehung  einer  geraden  Linie  um  einen 
Punkt  in  einer  Ebene  ist  =4B. 

$.  2.  In  einer  Ebene  ist  die  Summe  aller  Winkel  um  eine 
gemtinschaftliche  Spitze  =4/2. 

Denn  die  gemeinschaftliche  Spitze  ist  der  MEttelpnnkt 
eines  Kreises»  also  des  Maasses  einer  vollen  Umdrehung. 

€.  3.  Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  mit  einer  eemein- 
schalUichen  Spitze  (Nebenwinkel)  sind  zusammen  =2K. 

Denn  sie  haben  zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Haasseden. 
Halbkreis,  folglich  ^=2A. 

§.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (a  und  ß)  einander  gleich:  so 
sind  es  auch  ihre  Supplementswinkel,  d.  h.  diejen^eik 
welche  mit  ihnen  fiber  emer  geraden  Linie  einen  Schenkel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  jeder  der  Supplementswinkel  ist  =2/2  *— ^^oder 
— ^ß.  Ist  also  j^a=s^ß^  so  müssen  auch  die  Reste  glekh 
sein. 

§.  5.  Das  Nämliche  gilt  fSr  zwei  spitze  Winkel  in  Ansehong 
ihrer  Complementswinkel»  d.  h.  aerjenigen»  die  mit  ihnen 
zusammen  z=zlR  sind. 

§.  6.  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  einander 
schneiden,  so  sind  von  den  vier  dadurch  entstehenden  Winkebi 
die  gegenüberstehenden  (die  Vertical-Winkel)  einander  gleich. 

Der  Beweis  aus  §.  3.  ist  bekannt 

^.  7.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  alle  Elen^ente  der* 
selben  neost  jenen  zwei  Punkten  für  das  Auge  in  einen  Punkt 
zusammen  fallen  kOnnen.  Danl^  wäre  sie  aber  keine  zweite > 
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voD  der  ersteD  verschtedeDe,  fioodem  die  nämliche  Linie.  Fat* 
len  aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  zwei  Ponicten 
b  einen  einzigen  Punkt  zusammen ,  so  ist  sie  zwar  eine  ter- 
ichiedene»  aber  keine  gerade.  (Vergl.  die  Erklärungen 
oben). 

{.  8.    Folglich  kSnnen  zwei  verschiedene  gerade  Linien  nur 
MNm  einzigen  Punkte  zusammenfallen  oder  sich  schneiden. 

Denn,  hätten  sie  zfi%i  Punkte  gemeinschaftlich «  so  wären 
fie  nach  §•  7.  entweder  keine  zwei  verschiedene ,  oder  keine 
gerade  Linien. 

{.  9.  Zwei  gerade  Linien  können  keine  Figur ,  d.  h.  keine 
Iknll  begränzte  Fläche,  bilden. 

Denn:  liefen  beide  gerade  Linien  auf  einander»  so  bilden 
sie  nur  eine  einzige  eerade  Linie«  also  keine  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  Spitze  von 
der  andern  ab,  so  können  beide  nach  ^.  8.  keine  neue  Ver- 
bbdang  haben,  also  nicht  eine  Fläche  eraschliessen.  Der  Bo- 
rn aber,  den  diese  beschreibt«  Ist  bloss  das  Maass  des 
wlDkels,  aber  keine  Seite  desselben*,  jedenfolls  wäre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

(•  10.  Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei- 
!■  laben,  oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein. 

{.  U.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 
■ter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
kfiliDle  1)  kielner  ist  als  die  Summe  ihrer  Radien, 
ihr  zugleich  2)  grosser  als  die  Differenz  derselben. 

Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 
weges  la  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gehört, 
BS  darf  ich  doch  Ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 
Dreieckswinkel  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  von 
Andero  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  ganz  deutlich  zu 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
.  die  Bemerkung  erlaube  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
I  bei  Kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegföilt,  weil  die 
Differenz  derselben  =0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gbdchen  Radien  in  Betracht  kommt. 

{.  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  keui 
traieek  entstehen,  wenn  nicht  die  Summe  von  je  zwei  Sei- 
bzgrOsser  ist  als  die  dritte. 

Es  sei  nämlich  von  drei  geraden  Linien  die  eine  a6=4, 
die  andere  cd^sil  und  die  dritte  e/=l;  so  ist  es  unmöglich 
daraus  ein  Dreieck  zu  bilden.  Denn,  nimmt  man  a6=4  zur 
GmoBdlinie,  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
dien =2  -|- 1  kleiner  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
pmkte  Ihrer  lEreise,  nämru-hdieLiniea6=4.  Will  man  aber  c«2=2 
nr  Gnindlinle  nehmen,   so  ist  zwar  ab  +  ef,    nämlich  4-1-1, 
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• 

grusser  als  die  Verbindungslinie  r/c=2;  aber  de  ist  auch 
grosser  als  die  Differenz  von  ab^ef^=li  fo^ich  kann  ebei- 
falls  kein  Durchschnittspankt  entstehen,  weil  der  Kreis  vm 
ab  «len  Kreis  von  ef  umsiebt  ohne  ihn  zu  schneiden.  Hithii 
kann  auch  in  diesem  FaUa  kein  Znsaiuroenstossen  der  beidei 
Linien  in  einem  gemeinschaltlichen  Punkte  stattfinden,  als« 
auch  die  Figur  nicht  geschlossen  werden. 

$.  13.  Daraus  folgt  von  selbstf  dass  in  jedem  geradlioigeB 
Dreiecke  die  Summe  von  je  zwei  Seiten  grosser  ist  als 
die  dritte. 

§.  14.  Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten. 

Denn ,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten  a  und  b  eine 
gerade  und  eine  krumme  Linie;   so  können  die  Elemente  der 
krummen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gen« 
den  Linie   zusammenfallen,   denn  sonst  wäre  auch  sie  eine 
gerade  Linie.    Es  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  fiodeii, 
welche   ausserhalb   der   geraden  Linie  liegen.  .  Werden  inm 
diese  durch  gerade  Linien  mit  den  Punkten  a  und  6^  verboo* 
den,    so  ist  ihre  Summe   nach  6.  13.  allemal  grOsser  als  <Iie 
gerade  Linie,  welche  die  Grundlinie  dieser  Dreiecke  bildet 


§.  15.    Schon  jetzt  lässt  sich  nach  Professor  Thibaut's  Vtf- 
gange  der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Snmme  alier  Wii-    I 
kel     eines     jeden    geradlinigen     Dreiecks    =  2ß  ist    \ 
(Tal.  XI.  Rg.    1.) 

Beweis  L  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks abCf  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  ab  eioe 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfeil 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  zurEiken- 
nung  der  vollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  können.  Schiebt 
man  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  b  liegt,  so  bat 
er  bei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten) 
denn  er  deckt  nach  wie  vor  die  nämliche  in  gerader  Ricbtiiii| 
verlängerte  Grundlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  l 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  lie^,  so  ist  der 
Winkel  d  die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  alsdann 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  be  fortgeschoben,  bis  sein 
hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  c  liegt,  so  hat  er  durch  diese 
Bewegung  ebenfalls  keine  Drehung  erfahren.  Diese  zweite 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  wenn  er  sich  jetzt  um  den 
Punkt  c  so  weit  herumbewegt,  dass  er  auf  der  Dreiecksseite 
ac  liegt,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  e  gebildet 
hat.  Endlich  rückt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Linie 
ff/*  fort,  bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a  aDgekoa" 
men  ist,   und  jvird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  den 
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Winkel  (  wieder  völlig  in  seine  vorige  Lage  gebracht,  welches 
beweist,  das«  er  eine  ganze  oder  volle  Umdrehuiis  gemacht 
hat.  Da  diese  nun  einzig  und  allein  durch  die  Drehung  in 
den  Winkeln  ö,  e  und  i  bewirkt  worden  ist,  so  muss  die 
Summe  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleich  sein. 
Also  ist  die  Summe  von   jiLö -\- ^b -{■  j^i^^XH, 

Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden,  die  Umdre- 
hung sei  keine  volle,  weil  sie  nicht  durchgiinfirig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,  obgleich  es  doch 
bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
schah, so  muss  dieser  auch  noch  weit  mehr  alle  Rotation  der 
Himmelskörper  leugnen ;  denn  Keiner  derselben  vollendet  seine 
Kotation  an  dem  nänilicbcn  Punkte  des  Raumes,  sondern 
wührend  einer  Bewegung  von  vielen  tausend  Meilen,  und  die 
Trabanten  sogar  während  einer  zwiefachen  Bewegung. 

II.    Nun  ist  aber  (nach  §.  3.) 

Also 

Z/3  + -^y  + -^«  + -^a  + -^e  + -^{:=6«. 

Da  nun  nach  1 Z<5  -|-  Zc  +  Z^=:412 


Seist  Z/3+Zy+Za==2/2. 

jj.  16.    Daraus   ergeben   sich    unmittelbar  folgende  Sätze  für 
jedes  geradlinige  Dreieck: 

a)  Der  rechte  Winkel  ist  grösser  als  jeder  der 
beiden  andern. 

b)  Es    ist  nur  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel 
*  darin  möglich. 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
ten stehen,  können  sich  niemals  schneiden. 

Denn,  könnten  sie  sich  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  Winkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2/^,   im  Widerspruch  gegen  §.  15. 

Anmerkung.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  für  die 
euklidische  Delinition  der  Parallelen  gefiihrt,  aber  frei- 
lich nicht  für  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  WiiiKcl  gleich  der  Summe 
der  beiden  gegenüberstehenden. 

Denn,  ist  der  äussere  VVinkel  =c{,  sein  Nebenwinkel  im 
Dreieck  =^,  die  beiden  gegenüberstehenden  =y  und  d;  so  ist 
Z  a-f/3=2Ä  (§.  3.)  und  Zß-|-y  +  Ä=2Ä  (§.  15.);  also  isl 
^a  +  /3=Z/J  +  y  +  Ä;   folglich  ^a=:y  +  Ä. 
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j.  17.  Die  foigeDden  Sätze  von  der  Coneraens  der  Drei- 
ecke und  einige  andere  sind  freilich  unentbehrlich;  aber  sie  be- 
dürfen hier  keiner  Beweise »  weil  diese  sämmtlich  von  der  Summe 
der  Dreieckswinkei  unabhängig  und  bekannt  genug  sind.  Es  sind 
folgende: 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  den 
drei  Seiten  eines  anderen  gleich  sind,  so  decken  sie  einan- 
der, folglich  auch  die  Winkel ,  welche  gleichen  Seiten  gegen- 
überstehen. 

b)  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nämlichen  Stücken  in  einem 
anderen  gleich  sind;  woraus  folgt,  dass  gleiche  Bogen  gleiche 
Sehnen  haben. 

c)  Auch,  wenn  zwei  Seiten  und  ein  anliegender 
Winkel  den  nämlichen  Stücken  in  einem  anderen  Dreiecke 
gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstehende  Seite  grOsser  ist  als  die 
anliegende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Also  auch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
eine  Cathete  und  der  anliegende  spitze  Winkel  gleich 
sind;  d^nn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  zweite  anliegende. 

f)  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grundiinie  einander  gleich;  und,  eine  aus 
der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gefällte  Ver- 
ticale  nalbirt  die  Grundlinie  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
so  ist  es  gleichschenklicb,  d.  h.  die  gegenüberstehen- 
den Seiten  sind  einander  gleich. 


Beweis  von  I. 

ab^bc  (ex  hm),  folglich  kann  bc^=^bd  von  ab  abge- 
nommen werden.  Zient  man  nun  cd,  so  ist  ^cc=^ß  ($.  17. 0) 
Aber  ^a=j^v  +  S  (§.  16.  d));  also  ist  auch  ^ß=:^y  +  i; 
folglich  ^ß-\-o^=i^y-\r^9  mithin  ^ß+5  oder  ^acb  gros- 
ser als  ^/. 

Beweis  von  II. 

^ac6>^y  (exhyp.),  also  kann  der  ^5=2y  wom  ^aeb 
abgenommen  werden.  Dann  ist  aber  ad^^cd  (§.  17.^));  also 
aa-\-db-=^cd-\-db.  Da  nun  cd+db  ^rüsser  als  cb  (§.  13.);  so 
ist  auch  ad-\-db  oder  ab  grosser  als  cb. 

§.  19.    In  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke   ist   die   Hypote- 
nuse grosser  als  jede  der  Catheten. 
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Denn  dtr  rechte  Winkel  bt  grGseer  als  jeder  der  fibri- 
gen  (§•  i6,  a)),  abo  die  gegenflberstehende  Seite»  die  Hy- 
potniaae,  gräaeer  als  jede  andere  (§.  18.  !.)> 

f.  SO.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke  sind  congment,  wenn 
e  Hypotenuse  und  ein  apitxer  Winkel,  dessgleichen 
iL  die  Hypotenuse  und  eine  Cathete  in  dem  einen  Drei- 
ecke den  nämlichen  Stücken  in  dem  andern  gleich  sind. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
ab  Compbmentswinkel  xu  dem  xweiten  rechten  Winkel  des 
Dielecks  einander  gbich  (§.  15.  und  g.S.)»  folglich  gilt  g.lT.d). 

im  «weiten  Falle  aber  bt  die  Hypotenuse  grtbser  ab 
jede  Cathete  (fi.  19.),  folglich  sind  die  Dreiecke  congruent 
nach  §,  17.  c). 

(,  81.  Die  Verticale  ist  die  kürzeste  aller  Linien  zwi- 
tchen  einem  Punkte  und  einer  eeraden Linie,  folglich  das  Maass 
seines  Abstand s  von  derselben. 

Denn  alle  übrigen  sind  Hypotenusen,  folglich  länger  als 
die  verticale  Cathete  ($.  19.). 

8.  23.  In  jedem  geradlinigen  Vierecke  ist  die  Summe 
aller  Wlnker=:4Ä. 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhält  man  zwei 
Dreiecke.  Nun  bt  in  jedem  die  Summe  der  Winkel  =212, 
abo  In  beiden  zusammen  =4J2. 

(•  33.  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
zweier  Winkel  =212,  so  Ist  die  Summe  der  beiden  anderen 
ebenfaUs  =-212,  und,  sind  diese  beiden  einander  gleich,  so  ist 
jeder  derselben  =112. 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  Torhanden,  deren  es  bedarf, 
nra  anm  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  überall  gleichen  Ab- 
stand der  geraden  Parallelen,  und  die  Gleichheit  ihrer 
Wechsels  winket  nach  der  euklidischen  Methode  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen. 

^  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  eerade  Verticalen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  so  sina  sie  parallel,  d.  h.  sie 
haben  überall  gleichen  Abstand.    (Taf.  XI.  Fig.3.) 

Hypot hesb :    ^  bax = ^  abyz^R 


Thesis:    axj^by. 


372 


Beweis. 


Man  mache  in  beliebiger  Entfernung  von  a  and  b  die 
Linie  ac=:bd,  und  ziehe  cd  nebst  den  Diagonalen  ad  und 
be,  so  ist: 

1.  06=06;  :^bac^=s^aödz^R(ex  hyp.);  6e;=ac{(ezconstr.). 

Also    A  abc  ^  A  abd  (§.  17.  b)) ; 

folglich  bc=ad;   ^ß=a;  ^s=^S;    und  ;^}f=d  als  Comple- 
mentswinkel  (§.  5.). 

II.    cd=zcd;  äc^zbd  (ex  constr.)  ad=zbc  (I.) 


Also    Ac<2a^A^c{6  (§.  17.  a)); 
folglich  ^^=^ri;  und  da  ^£=e  (I;);    so  ist 

Da  nun 

^baz'=^^aby^=R  (ex  hyp.) 
80  ist 

III.     6d=6tf;  arf=6c  (I.);  -^a6d-  Z.bdc—R  (IL). 

Also    A*<^a^A6dc  ($.  20.  U.); 

folglich  cd=:^ab;  und  da  ^abd=R  (ex  hyp.)  und  j^bdc=^R 
nach  IL,  so  ist  der  Abstand  ceZ  =  Abstand  ab  (§.  21.). 

IV.  Da  endlich  ac,  bd  beliebige  Entfernungen  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  für  jede  Entfernung  von  ab;  also  ist 
aar  #6^. 

§.  24.  Wenn  von  zwei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
von  einer  dritten  geraden  Linie  vertical  geschnitten 
werden,  so  sind  sie  parallel. 

Denn,  verläiieert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  or, 
by  unterhalb  der  Xtinie  vw,  so  wird  diese  die  schneidende 
Linie,  und  du  unterhalb  derselben  ebensowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  §.  3.,  so  muss  hier  das  Nämliche 
gelten,  was  oberhalb  bewiesen  ist. 


k  


Vm 


^^^^  ^W«!!»  von  ftwet  giiraden  Parallelen   die  eine  durch 

^gWfi  drittel  gerade  Linie  vertioal  geaciinltten  wird,    so  ge- 

^foUdaiiN  am  liehe  auch  bei  der  andern.  (Tar.XI.Fig.4.) 

Uypoth.  1)    u^^wx 

2)    ^bay—R, 

Thes.    ^dca=R. 

Beweis. 

Man  errichte   in   beiiebieer  Entfernung,  z.  B.  in  b,  die 
^^x^'^icale  bat  so  ist  sie  als  Aostandslinie  =ac  (§.23.).  Also: 

»=a6;  ac=^bd;  ^bac=  ^ahd=  R  (ex  hyp.  et  constr.) 

_IJBB-|  1  -        I  —  - 

Also  ^abc^^abd  (j.  17.  b)); 
tich  bc=ad   und  ^/  =  ^d. 

iL    cd=:cd;  acnzbd  (I.);  ad^bc  (I.) 

Also    /^cda^^cdb  (§.  17.  a)); 
lieh  ^'^=17. 

lir    Da  nun  auch  ^S=iy  (I*)»  ^^  '^^ 

2R 
Z^  +  Ä  =  Zi/  +  y=^  =  lÄ, 

T  ^dca-=.  R, 

26.  Wenn  zwei  gerade  Parallelen  in  einer  Ebene 
ler  dritten  geraden  Xiinie  durchschnitten  werden,  so  sind 
«chselswinkel  einander  gleich.     (Taf.  XI.  Fig.  5.). 

Hypoth.    uv!\^wx 

Thes.  ^a=i^ß. 

li  e  \v  e  i  9. 

Man  Dille  uus  a  und  tl  Verticalen  auf  die  gegeniiberste- 
nde  Parallel- Linie,  so  ist: 

-ss^ad;  ac^idb  (ex  hyp.  und  $.25.);  ^J^^^^rr/^ (ex constr.) 
Also    \adc^\atlb  (§.  20.  iL); 

•"^Iglich  Za  =  Z/3. 
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§.  97.  Wenn  bei  zwei  in  efaier  EI>eDe  liegenden  geraden 
Linien,  welche  von  einer  dritten  eeraden  Linie  dnrdiscIinitteD 
werden,  die  Wecheelswinkel  gleiph  sind,  se  sind  die  Li- 
nien parallel. 

H3rpoth.  ^asszßi    Tliesie  tfo^i^tedP. 

Beweis, 
bt  Figar  und  Constmction  eben  wie  oben,  so  ist: 

I.  ad=zad;  Za=^j9  (ex  bjrp.);  ^Y=:^i  (ex  constr.) 

AUo    ^'adb^^ade  ($.  20*  I.); . 
folglich  bd^ac  and  \^izse. 
II.    ^a=ß  (ex  hyp.);  und  ^e=(  (I.),  folglich 

^a  +  ^«  =  ^j8+Zt=^=lÄ  ($.  22.  u.  8.23.)t 

also  Verticale  ae  =s  Verticale  bd;  mithin  av^wx  (§.  24.). 

§.  28.  Die  übrigen  Stttase,  nSmlich,  dass  bei  geraden  Paral- 
lelen, die  von  einer  geraden  Linie  durchschnitten  werden,  der 
Innere  Winkel  dem  an  der  nämlichen  Seite  eegenfiber- 
stehenden  gleich  ist,  und  'dass  die  Summe  -der  beiden 
inneren  Winkel  180"  beträgt,  nebst  deren  Gegensätsen,  sind 
nun,  durch  Hülfe  der  Verticai-  und  Neben -Winkel,  auf  diege- 
wohnliche  Weise  so  leicht  zu  beweisen,  dass  eine  nähere  Ent- 
wickelung  dieser  Beweise  Tollig  überflüssig  scheint 
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Heber  die  greometrische  Honstmktlon 
der  imagrinären  IVurzeln  einer 

Oleicbungr« 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

% 

Bau  -  Conducteur  bei  den   Uerzngl.  BraunschweigUchen  Eitenbahnen  zu 

Braunschwoig. 


Das  ffewtlhnliche  Verfahren  der  Aufsachnne  der  Warsein  einer 
nQmerisGben  Gleichung  mittelut  geometrischernKonetruktion ,  wo- 
^i  man  die  Uebekannte  x  wie  eine  veränderliche  Abeiiese  und 


den  Werth   der  gegebenen  Funktion  für  jedes  zugehörige  w  wie 

^ine  korreepondirenue  rechtwinklige  Ordinate  behandelt«   und  die 

'^hszisden  sucht«  für  welche  die  durch  die  Endpunkte  der  Ordina- 

^D    selegte  Kurve   die   Absziasenlinie    durchschneidet,    ist    nur 

^ 'auenbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 

»«■iden. 

Wenn  aber  die  Gleichung 

F(ar)=0  (1) 

^^ch  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 

uessre9^^^-^  =  r  (cosg»  +  sinyV"--!),  (2) 

^^Qlches  überhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist ,  in  der  auch  die 
gellen  Werthe  enthalten  sind»  besitzt;  so  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Ausdrucke«  filr  x  über  in 

F(rf?yV=i)  =  F[r(co8<p+8in9V^)]=0 (3) 
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Hierdurch  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  von  einan- 
der ganz  unahbäD^ieen  Grossen  r  und  tp.  Die  Letzteren  sind  aber 
wegen  Gleichung  (2)  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  r  stets 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  q>  irgend  einen  po- 
sitiven oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Werth 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  die  Untersuchung 
bloss  auf  reelle  Grossen  zu  beschränken,  welche  der  Gleichung 
(3)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  würde  die 
Gleichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  annehmen;  man 
konnte  dann  z.  B.  (ur  a>  jeden  beliebigenWerth  setzen,  um  durch 
Auflösung  für  r  einen  dazu  gehurigen  Werth  der  letzteren  Grosse 
zu  finden.  Dies  würde  dem  Falle  entsprechen,  dass  man  in  Glei- 
chung (1)  für  X  einen  Ausdruck  von  der  Form 

I 

substituirt  hätte,  der  aus,  zwei  Faktoren  von  allgemeine  Form 
bestände ,  und  wovon  der  erste  »e"V^  den  obigen  Faktor  r  und 
der  zweite  öc<^V^i  den  criiigen  Faktor  evV-^i  |n  Gleichung  (2) 
verträte.  Angesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Einführung  beliebiger 
reeller  oäer  imaginärer  Werthe  für  q>  in  Gleichung  (3),  wodurch 

cosg»  +  sing)\^— l  =ze9>V-i 

die  Form  ye/^V— i  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichung 
kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  für  r  imaginäre  Wurzeln  von 
der  Form  »6«V-^  enthielte;  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  die 
unter  solchen  Umständen  existirende  Unbestimmtheit  der  Glei- 
chung (3)  sich  nur  auf  die  Werthe  von  g>  und  r,    nicht  aber  auf 

die  daraus  zui^ammengesetzten  Werthe  von  a:=rcyV--*,  also  auch 
nicht  auf  die  Ai]fl(>sungcn  der  gegebenen  Gleichung  (1)  überträgt. 
Denn  wenn  irgend  ein  Werth  non  (p  die  Grosse 

cosfp  |-  sinipV" — 1  =  6^'^''^"*^ 

in  die  Form  qeßV^^  überführt,  und  r  =  üe«V^  ein  Werth  ist, 
welcher  sich  für  jenes  g>  aus  Gleichung  (3)  ergibt,  so  hat  man 

=z  (pq)  [cosia  +  ß)  +  sin(a  +  /3).  V^], 

worin  nun  (pq)  und  (a-\-ß)  reelle  Grössen  sind.  Beschränkt  man 
sich  afso  auf  die  obige  Bedingnng,  dass  in  Gleichung  (3)  r  und 
ip  nur  reelle  Werthe  haben  sollen;  so  würde  man  eben  aieselbe 
vorstehende  Auflösung  für  x  erhalten  müssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  g>  =  («  +  /?)  gesetzt  hStte,  was  dann  für  r  den  Werth 
(pq)  geben  müsste. 
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Scheinbar  bleibt  aber  selbst  unter  Beobachtung  der  genannten 
Bedfaigung,  welche  ja  die  Werthe  von  oound  r  nur  In  die  weiten 
Grftnien  unendlicher  Zahlenreihen  einscnliesst,  ßir  die  Gleichung 
(3)  noch  ein  srosser  Spielraum  der  Unbestimmtheit.  Dass  dies 
jedoch  nur  scheinbar  ist,  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Funktion 
1P  In  jener  Gleichung  so  entwickelt,  dass  das  Reelle  von  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert    Angenommen  dies  gebe 

F'(r,(p)  +  F"(r,<p) .  V^=0 (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  realisirt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
und  der  imaginäre  Theil  fiir  sich  gleich  Null  wird;  so  zerftllt  die- 
selbe in  folgende  zwei  Gleichungen: 

F(r,g))=0 (5) 

F"(r,(p):=0 (6) 

Jetzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Unbekannten  r  und  9)  zwei 
Gleichungen;  die  Unbestimmtheit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  aul*  die  Vielheit  der  Wurzeln, 
wdche  einem  jeden  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
iwel  Unbekannten  nach  dem  besonderen  Charakter  jener  Gleichun- 
gen eigen  ist. 

Wollte  man  behufs  geometrischer  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  in  der  gewöhnlichen  Weise  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems  bedienen;  so  konnte  man  folgen- 
dermaassen  verfahren. 

Man  substituirte  sowohl  in  (5),  wie  in  (6),  für  <p  einen  be- 
stimmten Zahlwerth  q>i  und  behandelte  bloss  r  als  einzige  Ver- 
ftnderliche,  welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  von 
0  bis  4- OD  zu  variiren  wäre.  Diese  Werthe  von  r  trüge  man  von 
demselben  Mittelpunkte  aus  auf  Ein  und  derselben  Axe  als  Ab- 
szissen auf.  Die  entsprechenden  Werthe  von  F'(r,<pi),  als  recht- 
winklige Ordinaten  bebandelt,  ergäben  alsdann  Eine  Kurve  und 
die  von  F''{r, g)i)  eine  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.  Ange- 
nommen, diese  beiden  Kurven  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte  Jl]«  Für  einen  muglichst  benachbarten  Werth  von  tp,  der 
92  heisse,  würde  sich  dann  durch  F^ir^fp^)  und  F"(r,<pa)  ^ber  der- 
selben Axe  ein  zweites  System  von  zwei  Kurven  ergeben ,  wel- 
ches sich  in  dem  Punkte  A^  schneiden  möge.  Auf  diese  Weise 
liesse  man  (p  in  der  Reihe  von  0  bis  -\-(X>  und  von  0  bis  — oc  va- 
riiren. Die  genannten  Durcbschnittspunkte  Ai,  A^.„  der  aus  je 
zwei  Kurven  bestehenden  Systeme  würden  sich  dann  durch  eine 
neue  Kurve  verbinden  lassen.  Der  Durchschnittspunkt  dieser 
neuen  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eine  Abszisse, 
welche  fSr  r  genommen,  den  firaglicheo  Gleichungen  ein  Genüge 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  zwei  Tbeile  F*  und  F" 
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und  der  Berechnung  der  senannten  Doppelkurven  sehr  nniständ- 
lichy  sondern  auch  deshalb  unvoUkommen,  weil  sich  vermittelst 
desselben  hur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dasu  gehO« 
rigen  Winkels  q>  und  überhaupt  nicht  unmittelbar  die  gesuchte 
Grffsse  a:  graphisch  darstellt,  wie  es  von  der  geometrischen  I>ar- 
stellung  des  m  der  gegebenen  Gleichung  liegenden  (Sesetzes  ge- 
fordert werden  muss. 

Besser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Axe  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werth  yon  F{x)  aus 
Gleichung  (1)  för  irgend  ein  oc  dar.  Indem  man  als  x  eine  Linie 
von  bestimmter  Länge  r  wählt,  die  sich  unter  irgend  einem  Win- 
kel cp  ^e^eii  den  positiven  Theil  der  reellen  Axe  neigt,  also  eine 
Linie  von  der  Form 

ar=r«5P  V— 1  =  r  cos^  +  r  sinqp.  V^ —  1 . 

Die  positiven  Werthe  von  7  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
negativen  rechts  herum  gerechnet  Bei  dieser  Darstellung  von 
F{sc)  führt  man  schrittweise  die  darin  vorkommenden  Operationen 
aus,  indem  man  mit  möglichster  Vermeidung  der  Rech- 
nung namentlich  die  Neigungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammensetzung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann  in  der  Regel ,  wenn  die 
Funktion  JP  nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  Längen 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  meistens 
unabhängig  von  dem  Winkel  9,  und  dies  gewährt  den  VortbelL 
dass  wenn  man  einmal  (ur  eine  Reihe  benachbarter  Werthe  von  r» 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0  bis  -fco  liegen,  jene  Längen  berech- 
net hat,  man  dieselben  Längen  für  jeden  beliebigen  anderen 
Werth  des  Winkels  9  gebrauchen  kann. 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktion  sind: 

a)  für  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einen 
Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 
Richtung  gelegt  werde; 

b)  för  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  ihm  direkt  entgegengesets- 
ten  Richtung  getragen  werde; 

e)  inx  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Multiplikation  >)er  absoluten  Quantitäten 
der  Faktoren,  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
Vorwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  £inen  Faktors 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Faktors  erhalten 
werde ; 

d)  für  die  Division ,  dass  die  absolute  Quantität  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidends  und  Divisors,  die  Neiguns  des  Quotienten  jedoch 
durch  Riickwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Dividende 
um  den  Drefaungswinkei  des  Divisors  entstehe ; 
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•)  fllr  die  Poteoxirung  su  eioem  pMifiven  ganaeii  £xp«« 
oeoten  n,  daas  die  absolute  Quantitfit  der  Potenz  ffleich 
derselben  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
faktors«  dagegen  der  Drebungswinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  n fachen  des  Drehungsvrlnkels  des  GrundÜEiktors  sei; 

f)  für  die  Wurzelausziebung  zu  einem  positiven  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
Rten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grosse, 
dagegen  der  Drehungswinkel  gleich  dem  nten  Theile  des 
Drehungswinkels  diesser  Grösse  sei. 

Nach  der  R^el  (c)  ist  auch  MultipiikatioB  einer  GrOsse  mit 
dn  Faktoren 


oder  mit 

Sichbedeatend   mit    einer   Vorwärtsdrebung   respect.   um   180^, 

Hterdnrch  ergibt  sich  durch  die  obige  Konstruktion  ein  Po- 
Imn,  welches  vom  Nullpunkte  ausläuft,  und  weiches  mit  dem 
kmen  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
wm  der  angenommene  Werth  von  x  eine  Auflösung  der  Glei- 
elMDg  (l)^ein  soll. 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausfahren  könne,  muss  dieFunk- 
(ioB  F  Id  solche  Theile  zerlegt  sein,  auf  welche  sich  die  Kegeln 
M  bis  (^  zur  Erzeugung  der  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
ngUchen  Polygons  unmittelbar  in  Anwendung  bringen  lassen« 
s.  B. 


HMe 

F(.T)=.iar»- VcJF+log«  =  0, 

wnia  der  Koeflizient  A  irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
ieneisen  Form 

ae^V^i  ^  acosa  +  osina .  V^^ , 

^>8«geD  c  nor  eine  absolute  Zahl  darstellen  möge,   also 

*o  mQotte ,  %venn  man  nnn  für  x  den  allgemeinen  Werth 

a:=reSPV^i  =  rcos9  +  rsiny  .  V"— 1 
^flihren  wollte,  das  Glied 

logj;=log[r(cos9)  +  sin  9.  V"— 1)1 


26» 


in  die  bekannte  Form 

logr  +  yV^ 
gebracht  werden.    Dies  gibt 


9 


oder 


ar».c(«+3y)V-i_V7;  .  e«^^^i  +  logr  +  <pV^  =0. 


Wenn  man  in  allen  Gliedern ,  von  denen  jedes  eine  Seite  des 
Polygons  ergibt,  die  Richtungstcoeflizienten  deutlicher  als  Poten- 
zen von  e  markiren  und  ausserdem  die  Funktion  auf  der  lidoN 
Seite  so  darstellen  will,  dass  die  einzelnen  Theile  überall  ab 
Summanden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 

Die  absoluten  Längen  ar^,  STcr,  logr  der  ersten  drei'GBeder 
sind  unabhängig  von  jedem  Werthe,  den  man  för  ^  einflibrei 
mOge ;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit  a>.  Nachdoi 
also  die  ersteren  drei  für  irgend  eine  Reihe  von  Werthen  ffr  r 
berechnet  sind,  kann  man  sich  derselben  für  jeden^ beliebigen 
Werth  von  9  bedienen« 

Ferner  erbellet,  dass  die  Richtungen  der  sich  durch  diese 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseiten  unabhängig  sind  von 
der  Länge  r  der  für  a:  angenommenen  Linie,  dass  also»  wenn 
man  das  fragliche  Polygon  ei^st  einmal  für  einen  bestimmten  Werft 
von  r  und  9  entworfen  hat,  die  Seiten  aller  Polygone,  fürwekhe 
man  bloss  r  in  der  gedachten  Zahlenreihe  variiren  iässt  und  f 
konstant  erhält,  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallel  sein 
werden. 

Gibt  man  nun  in  F(a:)  der  Grosse  x  irgend  einen  bestimmteo 
Neigungswinkel  9|  und  Iässt  dann  deren  absolute  Länge  r  todO 
bis  -f  OD  variiren;  so  beschreibt  der  zweite  Endpunkt  des  firagii* 
eben  Polygons  eine  Kurve,  welche  durch  den  Nullpunkt  selno 
muss,  wenn  es  für  tpi  ein  zugehöriges  r^  geben  soll,    welc&s  in 

der  Form ri69iV^i=:ari  der  gegebenen  Gleichung  ein  GenOge  lei- 
stet. Gibt  man  jetzt  dem  WinKel  9  einen  zweiten  Werth  9^  ond 
Iässt  die  Länge  r  durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreihe  varii- 
ren; so  beschreibt  der  letzte  Endpunkt  des  Polygons  eine  zweite 
Kurve.  939  94»  95..*.  ergibt  eine  dritte,  vierte,  fünfte  ....  Karve. 
Diese  Werthe  von  9  müssen  nun  allmählig  sowohl  die  Reibe  der 
positiven,  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Reihe 
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darchlaofen »   am  alle  möglichen  Kurven  zu  erseben,   welche  der 
fr^icbe  Endpunkt  des  Polygons  beschreiben  kann. 

Statt  dass  man  ^  in  dieser  Weise  Aber  jede  Gränse  hinaas 
wachsen  iSsst»  kann  man  auch ,  indem  man  in  die  gegebene  Glei- 
chonff  statt  9  den  Ausdruck  2kn-i'^  schreibt,  worin  k  eine  wUl- 
kflhrßche,  aber  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet» 
erst  überall  k=^0  setzen  nnd  nun  erst  9  von  0  bis  2n  variiren 
lassen,  dann  k=l  setzen  und  hierauf  9  ebenfalls  nnr  von  0  bis 
2»  Taiiiren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  nothiff  sei,  dass  man  den  Winkel  9  In  vorstehender 
Weise  ins  Unenoliche  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 
der  genannten  Art  zu  erhalten,  oder  ob  sich  (ulr  gewisse  Perioden 
der  Werthe  von  9  immer  wieder  dieselben  früheren  Kurven  wie- 
derholen müssen,  in  welchem  Falle  man  dann  den  Winkel  9  nur 
nrfschen  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  variiren  brauchte, 
hingt  von  der  Beschaifenheit  der  Funktion  F  ab. 

Man  erkennt,    dass   in  dem  obigen  für  F{x)  gewählten  Bei- 
tpide  das  erste  Glied 

Mine  Fandamentalwerthe  regelmässig  wiederholt,  sobald  man  9 
fOB  0  bis  3^  hat  wachsen  Tassen  und  nun  über  2n  hinausgeht, 

Wem  s(«+'(a'^^i9>))^-^  denselben  Neigungswinkel  darstellt,  wie 
i^Wi^^^.  Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
lile  diejenigen  Werthe  vorkommen,  welche  Aüt^  fUr  irgend  ein 
MgaHvas    9    annehmen    kann,    indem    «(«-»(«Ati+'jp))^^!       den. 

Neigungswinkel  darstellt,  wie  6(a+>(*^-f))^-i.  Dieses 
Gliedes  wegen  brauchte  man  man  also  9  nur  von  0  bis  2n 
m  zu  lassen. 


Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes 

hhren  jedoch  erst  dann  regelmässig  wieder,  wenn  9  von  0  bis 
lagewachsen  ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
VNgeliommen,  welche  sich  für  negative  9  einstellen  würden. 
Wagen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9  Zwi- 
lchen den  Gränzen  0  und  in  erforderlieh. 

Das  Glied  logr  ist  fSr  alle  Werthe  von  9  dasselbe  und  erfor- 
iart  demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkels. 

Das  letzte  Glied 


9  .6 
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lindert  seineii  WeKh  mit  Jeder  VariatioD  von  ^9  ist  auch 
res  für  ^-^9,  als  für  -I-9.  Da  dasselbe  jedoch  eiosD  konstMilM 
RichtuugskoefHzieiiten ,  also  eine  konstante  Neieaog  gegen  die 
reelle  Axe  besitzt,  und  ausserdem  mit  9  glelcnföraug  wieiist; 
so  fvird  man  sehr  bald  erkennen,  ob  nnd  wie  «reit  es  «rfordeiliflh 
ist,  dieses  letzteren  Gliedes  wegen  die  Variationen  von  9  ansss- 
dehnen,  indem  man  immer  Tor  Augen  hat»  dass  die  xa  konsM^^ 
renden  Kurven  dem  Nullpunkte  sich  nähern  und  nicht  denselks 
fliehen  sollen. 

Nach  diesen  Vorbetrachtungen  schlägt  man  nun  folgendei 
systematische  Verfahren  ein. 

Nachd^n  man  den  Nullpunkt  O  «nd  die  positive  reslie  Asa 
OX  (TaC  XI.  Fig.  6.)  festgelegt  hat,  ffibt  man  in  Gkidb«H;  9 
dem  Winkel  ^  irgend  einen  bestimmten  Werth  tpi ,  womit  maawl 
Variationen  von  9  beginnen  will,  und  zieht  durch  O  die  Linie 
OZ>|,  welche  sich  unter  diesem  Winkel  DiOX^itpi  gegen  At 
Axe  OX  neigt.  Indem  man  nun  vorläufig  9  =  91  konstant  erhlU^ 
lässt  man  die  absolute  Länge  r  der  Unbekannten  x  von  0  g^;ei 
4-  CO  variiren.    Für    irgend   einen  solchen  Werth  r^^  von  r  m^ 

nun  die  Konstruktion  der  Funktion  F{r' ie9i^^^^)  das  im  Null* 
punkte  O  anhebende  Polygon  OA\B\Cx  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  C^  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  durch  den  Punkt  CibU 
0Z>|  parallel  die  Linie  CiD'i   und  mache  deren  Länge  =r|. 

Für  einen  zweiten  Werth  r'\  von  r  sei  bei  demselben  Werflie 

von  0  das  durch  F(r'^iey»^'^)  sich  ergebende  Polygon  dargesMt 
durch  OA\B\Ci,  ""d  es  sei  wieder  CxD"i  parallel  genen- 
men  zu  derselben  Linie   OD^  und  an  Länge  gleich  r^i  gemaebt 

in  ähnlicher  Welse  mugen  als  Endpunkte  der  Poivgone  Ar 
den  konstanten  Winkel  9|  resp.  für  rsrr<i,  t^\^  r^,  1...  As  PwUs 

C'i,   C"i,    0\ und    in  paralleler   Hinausruckung   «l^er  ^Mt 

Punkte  die  Punkte  Z>'i,Z>''i,  Z>'''i ....  entstehen,  wobei  die  LiniflS 

Ci^'i*  C"iZ>"i,  Cr\D\...  resp.  =r\,  r^,  ,  1^,.... 

und  sämmtlich  parallel  zu  OD^  sind. 

Die  Variationen  von  r  für  den  Werth  9  =  9]  dehnt  man  aber 
bloss  so  weit  aus ,  dass  einige  der  Punkte  C\^ ,  Ct,  C^i ^ 
diesseit  und  einige  derselben  jenseit  der  Linie  01\  di  Se- 
gen kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  Ci,  O'n  Ci,^* 
wie  auch  die  Punkte  IJ^i ,  D"i ,  Z>^| ....  durch  Kurven ,  von  de- 
nen die  erstere  die  Linie  OZ>|  in  dem  Punrkte  €\  und  die  lets* 
tere  diese  Linie  0Z>|    in  dem  Punkte  Z>i   durchschneiden  möge. 

Jetzt  setzt  man  für  9  einen  zweiten  Werth  (p^  und  legt  die 
Linie  0Z>2  unter  dem  Neigungswinkel  92  gegen  die  Axe  OX* 
Ebenso,    wie  vorhin  für  9=91  die  beiden  Punkte  0%   und  D^  in 
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toliloie  ODi  gefuDdeo  sind,  werden  nun  tur  ^=^  die  beiden 
Pkolrte  C^  und  D^  In  der  Linie  OD^  ermittelt. 

Fflr  einen  dritten j  vierten,  fünften  Werth  q>^,  9)4»  9^  für  9 
«kalte  man  dann  in  den  Linien«  welche  sich  unter  diesen  Wiu- 
bb  jegen  OX  neigen,  oder  in  deren  Verläu^erungen  (wie  z.  B. 
W  Od,  welche,  udem  Winkel  dOX=q>^  ist,  rückwärts  nach 
(^  und  1>5  verlängert  ist)  die  Punkte  Cg  und  D^,  64  und  />«, 
Q  and  Jh.  Dass  ein  Punkt,  wie  D^,  in  der  rückwärts  gerich- 
tetoa  Verlängening  der  betreffenden  Linie  Od  liege,  charakteri- 
rfrt  sich  dadurch,  dass  derselbe  zwischen  O  und  den  Endpunkt 
&  de«  zugehörigen  Polygons  föllt  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
loDhtuog  (ter  hier  in  Frage  kommenden  Lmien  Oj[>x,  OD^,  0D^.„ 
jndli  dtejeniffe  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
im  Punkte  C  nach  dem  zugehörigen  D  hin  erstreckt,  und  nicht 
■gekehrt  von  D  nach  C. 

Diese  Variation  des  Winkels  q^  setzt  man,  wenn  man  nur 
Bae  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort. 
Ml  flieh  in  den  Linien  OQZ>i,  OC^D^...,  die  Lage  der  beiden 
Pnkte  Cx  und  Di,  C^  und  Z^....  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
Oamkehrtj  wie  bei  OOf^C^,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
NiUpaokt  O  zwischen  jene  beiden  Punkte  ßUlt,  wie  bei  C^OD^, 
alw  Cg  in  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
TOD  X  darstellenden  Linie  Od  zu  liegen  kommt. 

.  Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  Ci,  C^ durch  die  Kurve 

CiÄäCia    und    die    Punkte    A,    />• durch    die  Kurve 

hjXjiiUjb^,  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  von 
PohrgODen  enthält,  wird  durch  den  Nullpunkt  O  gehen,  also  eine 
Admung  der  gegebenen  Gleichung  erkennen  lassen. 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  C^  mit  O  zusammeu- 
Wt,  abo  die  Sehne  OC^  der  Kurve  CiC^C^OC^C^  sich  auf  einen 
^üikt  O  reduzirt,  die  Richtung  dieser  Sehne  mit  der  Tan- 
gfnte  der  eben  genannten  Kurve  für  den  Nullpunkt  O  zusam- 
neniUlt  Avs^crdeiu  wird  das  Verbindungsstück  Q/>8  zwischen 
dhaer  Kurve  und  der  anderen  üiDj)iDD^D^  gleich  der 
LiDge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O  an  die  Kurve 
(^OCa  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  D  mit 
i%j  Hurv.e  DiDü^;  so  stellt  OD  sowohl  nach  Länge, 
wie  Bach  Richtung  den  Strahl  x=^re9V-^  dar,  welcher 
'^f  geriebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Wurzel  dieser  Gleichung  ist. 

Wenn  die^  gegebene  Grieichung  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
kat;  80  wird  die  Kurve  CiOCf^  in  eben  so  viel  Windungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangeuten  an  die  ver- 
WhiMenen  Zweige  von   O  bis  zum  Durchschnitte   mit  dem  be- 

MhndeB  Zweige   der  Kurve  DiDD^   ergeben  alsdann  die  vcr- 

■eUadanen  Wurzeln. 
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Es  leachtet  ein,  dass  die  reellen  Wurzeln  darcb  dieaet 
Verfahren  nicht  dargestellt  werden  kSnnen,  sobald  die  kon Staa- 
ten Grössen  der  Funktion  F  sämmtlich  reell  sind^  weil  alsdaan 
sämmtliche  Polynronseiten  und  demnach  auch  alle  Kursen ,  irie 
CiGC^i  und  D\D^iy'\  in  die  reelle  Axe  fallen,  welche  ftr 
^=0,  TT,  2n^  Zn„..  zugleich  die  Linie  OD^  darstellt,  sodaai' 
unter  solchen  Umständen  ein  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  gemein- 
scbaftlicher  Durchschnittspunkt  mit  jenen  Kurven  angesehen  wer- 
den konnte. 

Die  imaginären  Wurzeln  der  algebraischen  Gleiehungeo  des 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffizienten  führen  nach  Vorsteheo- 
dem KU  einer  sehr  gefälligen  Konstruktion.  Man  braucht  nfimlleh 
bei  diesen  Gleichungen  die  Kurvenbogen  OiCiC^i  und  ly^Dilft 

?ar  nicht  darzustellen,  nm  die  in.  ODi  liegenden  Paukte  (\  «m 
)i  zu  finden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demnacl 
die  Kurven  CiOC^  und  DiDD^  unmittelbar  festlegen.  Es  sei  n 
diesem  Ende 

oder 

die   gegebene  Gleichung.     Ist  nun   in^Taf  XL  Fig.  7.    ODi  ^e 

Richtung  irgend  eines  für  x^^reV^"^  angenommenen  Strahles» 
also  Winkel  l}iOX=q>i  und  OAiBiCi  das  Air  r=ri  sich  erg^ 
bende  Polygon,    indem 

(Bi  Ci)  =  cx*=cr^e^V^^ ; 

so  ist  Winkel  BiAiX=^w,  also  ^li?«  parallel  zu  ODi ,  ferner 
der  Neigungswinkel  von  ^iQ  gegen  ÖX  gleich  2^;  mithin  Win- 
kel AiBiCi  =  OAiBy  Soll  nun  der  Punkt  (^  in  die  Linie  OA 
fallen;  so  muss  aucn  Winkel  OCiBi=CiOAi  und  die  Länge 
der  Linie  J?i  Ci  =  0^i,  d.  i.  c?ri*=a  sein. 

Hiemach  erhält  also  die  dritte  Seite  BiCt  des  fraglichen 
Polygons  eine  konstante  von  dem  besonderem  Wertbe 
{pi  des  Winkels  g)  oder  von  der  Richtung  der  Linie 
ÖDi  ganz  unabhängige  Länge,  welche  gleich  der  Län^  des 
bekannten  Gliedes  OAi  =  a  in  der  gegebenen  Gleichung 
ist  Die  Länge  des  hierzu  gehörigen  x  wird  also  ebenfalls  kon- 
stant und  zwar 


^i 


Man  kann  also  schon  voraus  schliessen,    dass  die  absolute 
Quantität     (der    Model)    der    gesuchten    imaginären  Wurneb 
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"VI 


sein  wird.    Da  die  Länge  der  Eweiten  Seite  AiBi  de« 
Abglichen  Polygons 


=:6ri=6^ 


ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  q>  unabhängige  kon- 
stante Länge  bewahren  wird. 

Cm  also  fibr  die  verschiedenen  Werthe  von  o  oder  fär  die  verschie- 
denen Richtungen  0Z>|  die  Punicte  Ci  und  Di  zu  finden,  macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OA  die  Länge  Oil|=a,  be- 
schreibt um  Ai  mit  dem  Halbmesser 

einen  Kreis,  zieht  AiBi  parallel  zu  ODi  bis  an  den  Umfang  die- 
ses Kreises  und  schneidet  mit  der  Zirkelöffnung  c7^=a=0J. 
^  BgCg  von  Bi  in  die  Linie  ODt  so  ein,  dass  Winkel 
BiCiOssAtOCi  wird.  Dies  ergibt  den  Punkt  Q.  Macht  man 
daranf  In  ODi  die  Länge 

*o  findet  man  auch  den  Punkt  D^. 

Auf  Aese  Weise  ist  in  Taf.  XL  Fig.  7.  die  Gleichung 

oder 

*^^etrulrt,  worin  man  a=2,  6=2,  c:=l,  also 

OAi=a=2,    AiBi=:bri=2^, 

Die  Kurve  CiOe  ist  eine  geschlossene,  weiche  Qber  und 
""^^er  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  Schenkel  besitzt, 
*^lche   zweimal  durch  den  Nullpunkt  geben  und  daselbst  eine 
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Schlinge  bilden.  Die  ebenfalls  aus  zwei  kongraenten  SdieBkehi 
bestehende  Curve  DiDD*  besitzt  in  der  reellen  Axe  links  ton 
Nullpunkte  bei  d  eine  widerkehrende  Spitze.  Di^  beiden  ima« 
ginären  Wurzeln 

und 

sind  dargestellt  resp.  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  Otf 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurve  CiOc  im  Tfollpunkte  'O. 

Für  den  Werth  »=«,  also  2^^5=2«  faUen  die  drei  Seiten  OJf, 
AiBi,  BiCt  des  coi^en  Polygons  in  die  reelle  Axe  dereestaU» 
dass,  wenn  die  Koeffizienten  a,  b,  c  sämmtlich  positiv  sina,  OAg 
die.  positive,  AiBi  die  negative  und  BiCi  die  positive  Richtvig 
anninunt»  also 


Oe=OAi+BiCi'-'A^ß^ 


V; 


wird.    Wäre  nun  OAi+BiCi  oder  20-4|  <4A  oder  2a<*  f  • 

d.  i.  4a  <— ;  so  konnte  die  Korve  CiOc  denNrflpimkt  Oiickt 
erreichen;  es  gäbe  alsdann  keine  imaginären  Wurzeln. 

In  Taf.  XI.  Fig.  8.  ist  die  Gleichung 

oder 

2  -  2re9'^^^^  +r«c«y  V=i = 0 

konstruirt.  Hier,  wo  das  zweite  Glied  negativ  ist,  muss  die  zweite 
Seite  ^]^i  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  ODt  direkt  entf^- 
gengesetzte  Richtung:  erhalten.  Dies  erzeugt  anfänglich  Polygone 
von  der  Gestalt  OAiBiCi.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frü- 
heren gleich.  Man  ir^det  fMidi,  4ass  die  K«rve  CiOc  der  für  die 
Gleichung 

gefundenen  gleich  ist«  dass^  aber  jetzt  einem  Winkel  ^  tfif 
zweite  Durcnschnittspunkt  der  Linie  OCi  mit  jener  Kurve  ang«- 
htSrt.  Die  Kurve  ZI^jDO  nimmt  eine  von  der  frSlieren  abwei- 
chende Gestalt  an,   indem  dieselbe  ebenCEdls  zweimal  durch  den 
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lUtpoikl  geht  und  daselbst  eine  Schlinge   bildet.     Die  beiden 
ittaginiren  Wurieln 


*=i+\^=i=V^2(~  +.jV-i) 


uod 


ar=:l-V"::4!=V2(j-|V-l) 


-^liid  letst  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD'  an  die  bei- 
den Schenkel  der  Kurve  Ci  Oc  im  Nullpunkte  O  dargestellt. 

Für  den  Werth  ^=0,  also  ^2^=0,  fallen  die  drei  Seiten  0J|, 
^^i'i»  -^iQ  '®s  fraglichen  Polygons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe 
acrgestalt,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a  und  c  positiv  sind  und 
A    neptiv  ist,  O^i  die  positive,  AJBi  die  negative  und  ^iQ  die 

KCMitive  Richtnnff  annimmt.    Die  Kurve   CxOc   würde  also  auch 
ier  den  NnllpunKt  nicht  erreichen  können,   wenn 


>dier 


2a<6V|,  d.  '•  ^<7 


Ire*    Es  wfirde  alsdann  auch  in  einer  solchen  Gleichung  keine 
imaginftren  Wurzeln  geben. 

Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  die  beiden  Koefüzien- 

t«i  a  und  c  entgegengesetzte  Zeichen  hätten;    so  würde,   wie 

«VC  XI.  flg.  9.  anschaulidh  macht ;   ffir  keine  der  Komhinationen 

a=  +a  +a  — a  — a, 
As  +6  — «  +6  -A, 
c=  — c      — c      +c      +c 

^er  Endpunkt  C^  eines  Polygons  OAiBiCt  in  die  direkte Rich- 
^i  ODi  des  zugehörigen  Winkels  q>  fallen  können.  Unter  sol- 
^■>en  Umständen  ^bt  es  eine  Kurve  Vi  Oc  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  keine 
'iHaginären  Wurzein  vorhanden. 

_^    In  Taf.  XL  Fig.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
Wittseln  der  Gleichung 

a  +  x^-0 
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dargestellt.    Wenn  OAi=a  genommen  wird;  so  ist  ßir  irgend  ein 

welches  in  der  Richtung   OCi    liegen    soll,    der  Neigungswinkel 
CiA^X  der  zweiten  und  letzten  Polygonalseite 

^iCi  =  ^i*=r*e«9^''=^  gleich  59i  =  5(QOi:;. 
Hiernach  kann  man  den  Punkt  C^  in  der  Linie  OCi  unmittelbar 

Tu 

finden.    Lässt  man  <p  von  0  bis  j=E^OX  varitren,     so    ergibt 

sich   die   Kurve    CCiOCa,   an  deren  unendlich  langem  iSchenkd 
OCa  die  Linie  E^OE^  eine  Asymptote  bildet.    Für 


«  , .     n 


ergibt  sich  die  Kurve  C^OC^^  an  deren  oberem  unendlichen 
Schenkel  OC^  die  Linie  EJOEmuni  an  deren  unterem  unendlicheii 
Schenkel  OC^  die  Linie  E^OE^  eine  Asymptote  bildet    Ffir 

9=^  bis    -Tr-=£yOJC 

ergibt  sich  die  Kurve  Cg^OCp  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  mid 
den  Asymptoten  E^OE^  und  E^OE^,    Für 

9=-j-  bis  'Ji'=-XOX 

erdbt  sich  die  Kurve  CfOC^C  mit  Einem  unendlichen  Schenkel 
OCj  und  der  dazu  gehurigen  Asymptote  E^OEj,  Wenn  <p  über 
n  hinaus  wächst;  so  stellen  sich  die  genannten  Kurven  der  Reihe 
nach  wieder  ein. 

Da  diese  Kurven  den  Nullpunkt  viermal  und  zwar  dann  pas- 
siren,  wenn 

59  resp.  =7S,  27S,  Sn,  An; 
also 

1 

9C       Stc       Stt       in 
9  resp.   =g,    T'    "5"'    y 

ist;  so  gibt  es  vier  imaginäre  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten, dass  die  von  O  ausgehenden  Kurvenbugen  zum  Theil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  Linien 
OCi  und  AiCi,  sondern  auch  durch dieDurchschnitte  der  r  ü c k  wärt s 
gerichteten  Verlängerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
schnitte  der  direkten  Richtungen  hat  man 
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n 


Ton   =0  bis   j  den  Kurventheil   CCiO  und  demnach  als  Rieh« 

tung  der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD; 


n    . .     n 


70D9=j    bis  Q  gar  keinen  Kurventheil; 

von9=5-  bis  -^  den  Kurventheil  C5O  und  demnach  als  Richtung 

der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  Oiy; 

von9  =  -j-    ^^  "T"    8*^^  keinen  Kurventheil; 

▼on^s-j-  bis  -^  den  Kurventheil  OC4  und  demnach  als  Richtung 

der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OC; 

voDyizz-ö'    I^'i^  ~T~  S^^  keinen  Kurventheil; 

7» 
vony  =  -T~  I^'i®  3^  ^®"  Kurventheil  OC^C  und  demnach  als  Rich- 
tung der  vierten  Wurzel  die  Tangente  OD**'. 

Um  die  absolute  Quantität  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
braucht  man  hier  die  bekannte  Kurve  />|D2***  nicht  zu  entwerfen, 
da,  wenn  die  Länge  von  AiCi^^Ri  gesetzt  wird,  R^^ziri^^  aUo 

ri=V^i     und     fär     die     fraglichen     Wurzeln     JK|=a,     also 

Ti  =V"a  ist 
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Beweis  der  CIsJstenE  Ton  n  INTurzeln 

In  Jeder  Olicbnnf^  des   nten  drades 

und  Untersncbnnf^en  iilber  die  HTatur 

einer  solchen  Oleichungr« 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bancondactear  bei  des  HerzogL  BraaBtchweigifclien  Eiienbaluieo 

zu  Brannschweig. 


Im  sechsten  Theile  dieses  Arehives,  Nr.  XXXV.^  bat  Herr 
Dr.  Wittstein  die  seometrische  Bedeutung  des  Beweises  von  Cauchy 
über  des  Vorhandensein  von  mindestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  näher  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhübet.  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis»  und  ausserdem  wird  dadurch  Dicht 
unmittelbar  das  ganze  Faktum,  worauf  es  eigentlich  ankommt, 
nämlich  dass  jede  algebraische  Gleichung  Tom  ntcD 
Grade  7Z  Wurzeln  h  aben  müsse,  dargethan.  Um  diesen  letzte- 
ren Satz  abzuleiten,  bedarf  es  nun  immer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Combinationen ,  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  durften,  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  Satzes.  Die  Wichtigkeit  des  fraglichen  Satzes  für  die 
Algebra,  und  die  Berühmtheit,  welche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  welcher  den  in  Rede  stehenden  8atz  so- 
fort in  seiner  grüssten  Allgemeinheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  geordnet,  sei,  nachdem  durch  den  KoeffizienteD 
des  höchsten  Gliedes  dividirt  ist. 
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il+il«+il««+....+^Ä«-i  +  a:«asF(;r)=0  .  .  .  .  (t) 
0      11  »-1 

Rterio  mSgen  die  Koeffizienten  A,  A.,  beliebige  reelle  Oder  imagi- 
BlreWertbe  haben,  also  allgemein  von  der  Form 

A-^a^  ^^  ^  =  acos  a  +  osina.  V— T 

letn,  worin  a  eine  absolute  Quantitität  beseichnet»  a  jedoch 
rar  reell  zii  sein  braucht,  sonst  aber  sowohl  positi?,  wie  nega- 
tiv sein  kann.  Die  Glieder  jener  Gleichong  brauchen  nnr  durch 
ju  Additionszeichen  verbundfen  za  werden,  indem  man  z.  B.  nur 

in  setzen  braucht. 

Die   allgemeine  Form,    in   welcher    man    sich    irgend    einen 
Wirth  für  x  denken  kann,  ist 

ar=r6'*^'"*  :=r  cos g)+r sing). V^ — 1, 

vroria  r  ebenfalls  nur  eine  absolute  Quantität  zwischen  0  and 
i^»  <P  jedoch  jeden  reellen  Werth  zwischen  —  oo  und  4-QO 
darstellt.  Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  fSr  x  und  fär 
die  Koeffizienten  A  in  Gl.  (1)  wird  dieselbe 

•  1  t  s 


+^x;t.i,+^-''']v--i  ^^^^-,v^^^^^^,vr-.j^^  ____ 


(2) 


ritt  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginären  trennt  und  den 

fiteren  mit  /i  (r,^))  und    den  letzteren  mit  /i  (r,  g»).  V  — 1  be- 
iridinet« 

*os«+arcofc(«  +  a))+af*cos(a+2g))  + 


+  a  r"-*cos[  a  +(n — l)^)] -f  r"co6(n9) 
»—1  »— i 


+(«rtntt  +  flrsin(«+9)  +  ar*sin(a+2g))+ 

•        0  1  1  1  4 

.......+  a  r«-isin[  a  +(n— l)g)]+r"sin(iig))lV^^ 

=/i(i^.9>)+Afr.9>)-V^=0 (3) 

Wir  stellen  uns  jetzt  unmittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
trischen Anschauung,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshall^  vor- 
sügiich  dazu  eignet«  die  Jdeen  zu  fixiren,  wiewohl  man,  wenn  man 
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bloss  mit  Rombioationen  reiner  Beeriffe  operiren  wollte,  dieselbeD 
Resultate  auch  ohne  geometrische  Versinnlichnngy  aber  mit  einem 
grösseren  Aufwände  von  Formeln  und  Erlftutenuigeii  eraeki 
könnte. 

Es  ist  klar  und  könnte  leicht  streng  gezeigt  werden,  daw  Ae 
Funktionen  F,  /^ , /a  in  GL  (2)  und  (3)  sowohl  fiir  r»  wie  fiSr  f, 
wenn  man  diese  Grrössen  als  Veränderliche  betrachtet,  stetig 
sind.  Nimmt  man  daher  ftir  q>  irgend  einen  bestimmten  Wertn 
9)x  AD»  behandelt  darauf  in  Gl.  (2)  oder  (3)  g>j  wie  eine  Konstante 
und  lässt  bloss  r  von  0  bis  <30  variiren;  so  muss  der  zweite  End- 
punkt des  durch  F  dargestellten  Polygons  (s.  den  früheren  Auf- 
satz Nr.  X Vill.  über  die  Konstruktion  der  imaginären  WunsetB  elMr 
Gleichung)  eine  stet  ige  Kurve  ACi  (Taf.Xn.Fig.l.)  beschrdben. 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen ,  ist  ^  aus  Gl.  (3)  die  vea 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  negativer  Kichtung  der  reellai 
Axe  gemessene  Abszisse»  und  f^  die  zugehörige  Ordinate  Ä 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.    Wenn  OÄ  das  oekamnte  Giiel 

«yiTT  -._-- 

ae"         =  acos« + a  sina.  V  —1 

u  i*         u        o  o 

der  gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muss  der  Anfangspnnkt 
jener  Kurve  nothwendig  im  Punkte  A  liegen;  von  diesem  Punkts 
aus  erstreckt  sich  dieselbe  aber  (für  r=Qo)  ins  Unendliche 

Bi  sei  ein  Punkt  dieser  Curve,  für  welche  (p=fi  und  r^ 
ist.  Behandelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  diesen  Weitk 
Ti  fiir  r  als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  g)  vom  Werfte 
Gp|  an  bis  zum  Werthe  2n7c-{-g>i  wachsen;  so  mus«^  der  Paukt 
Bi  ebenfalls  eine  stetige  Kurve  B^B^  beschreiben.  Da  für 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  tpi  die  Gleichung  (2)  oder 
(3)  einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann;  so  müssen  alle 
Punkte  dieser  Kurve  Bi  B^,,  insofern  r^  endlich  ist,  in  endlichen 
Abständen  vom  Punkte  A  liegen.  Da  aber  für  €p=z2nn-\-^  die 
gegebene  Gleichung  durchaus  dieselben  Werthe  liefert,  wie  fiir 
g)=9i^;  so  muss  der  letzte  Punkt  der  fraglichen  Kurve  wieder  mit 
dem  ersten  ßi  zusammenfallen;  es  muss  also  Bi  B^  eine  te- 
schlossene  Kurve  sein  (die  übrigens  mehr  als  Eine  ganze  Diii- 
windung  machen  kann),  welches  auch  der  Werth  von  r^  sein  mOge. 

Jetzt  sei  ^ 6i C|  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  ABiCiH- 
hält,  wenn  man  dem  Winkel  q>  den  von  q>x  nur  unendlich  wenig 
verschiedenen  Werth  q>'  gibt,  und  r  wiederum  von  0  bis  oo  wadh 
sen  lässt.  Diese  Kurve  wird  in  unendlicher  Nähe  von  Aßi(\ 
liegen.  Die  kurzen  Verbinduogsstriche  zwischen  beiden  mdgen 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  Veränderung  die 
Punkte  Bi ,  Q ...  der  Kurve  A  B^  C^  durchlaufen  haben ,  um  in 
die  Punkte  6i,  Cf..  der  Kurve  A  bi  C|  zu  gelangen  indem  die 
gleichnamigen  Punkte  in  beiden  stets  Ein  und  demselben  Werthe 
von  T  entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass ,  wenn  man  sich  alle  Kurven  von 
unendlicher  Zahl  denkt,  welche  bei  einem  stetigen  Wacheeo 
des  Winkels  <p  von  <px  bis  q>'  in  vorstehender  Weise  erzengt 
werden  und  die  allmähligen  Uebergänge  von  A  tt^  Ci  zu  A  biti 


bilden,  jedenfalls  alle   diejenigen   Punkte    der   Koordinate  neben« 

von  diesen  verschiedenen  kurven  ^etroA'en  werden  müssen,  wek-he 

In     den     mit     tStriuhen     ausgefüllten     Fläcljeiir^unieii    Ap,    pm, 

nBiCfCi  6,  inzwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen.  Unter  diesen  FI5- 

eheurSumen  sind  im  Allgemeinen  diejenigen  verstanden,  weiche  von  A 

BUS  Eivischen  Kwei  Durchschnittspunkten,  wie  A    und  p,  p  und  m 

^kr  beiden  Kurven  liegen,  tvährend  der   letzte  Raum  m  (^  Cj  an 

der   obersten    Seite    von   dem  Wege    Ci  C|    des    Punktes    C|    be- 

ecänzl  ist.     Durch   diese  Behauptung    wird    nicht  ausgeschlossen, 

ikss   durch    die  fragliche   Variation    auch   noch  andere,   ausser- 

ilb     der    gedachten    Fläcfaenrüume  liegende  Punkte  der  Koordi- 

kteuebene  berührt  werden,  kiinnen,  indem  sich  z.  B.  die  Kurve 

'  ßi    6'i    bei    ihrem   Uebergange    in    A  b,  c^    rm  unteren  Theile 

m  noch  etwas  weiter  nach  rechts  Qb«r  den   betreffenden  Bogen- 

■eil  der  Kurve  J  ä,  c,  ausgebaucht  haben  und    dann  erst  durch 

IckgSngige    Belegung    ihrer  Punkte   in    die  Lage    AiVtöiCi  ge- 

>mnien  sein  kann. 

Ist  nun  für  irgend  einen  anderen  Werth  tp^  von  <p,  welcher 
n  eine  endliche  urilsse  von  qoi  verschieden  ist,  in  vorenvähnter 
die  Kurve  A  B^  C^  erzeugt  und  Q  t,  der  Weg,  welchen 
IT  Punkt  6',  beschreiben  würde,  wenn  man  unter  tesfbaltung 
m  dazu  gebürigen  Werthes  von  r  nur  den  Winkel  <p  von  tp,  bis 

(j  hätte  wachsen  lassen;  so  müssen  bei  dem  stetig  gedachten 
Dbergange  der  Kurve  A  fij  Ci  in  A  B^  C^  wenigstens  alle  die- 
oigeii  Punkte  der  Koordinatenebene  getroffen  sein,  welche  zwi- 
^hen  diesen  beiden  und  der  Kurve  Ci  C^  liegen.  Dass  man 
icht  etwa  die  in  dem  Kaume  d  M  Ci  liegenden  Punkte  durch 
Annahme  ausschliessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A  Bi  C) 
ifcb  eine  Drehung  von  linka  nach  rechts  in  die  Lage  A  M  DaC\ 
■egt  hätte,  (was  bei  der  entworfenen  Figur  L  auf  Taf.  XlL 
•t  eine  ganze  Umwälzung  um  den  Punkt  A  erfordern  würde) 
racbtet  ein,  weil  der  Uebergang  des  Punktes  oarb  C^  durch  die 
iuwe  Ci  C^  ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

Man  kann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A  B^  C\  durch 
B  Idee  der  Bewegung  eines  biegsamen  und  zugleich  elasti- 
!ben  Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A  restgebalten 
lid,  gut  versinnlichen.  Dieser  Faden  kann  sich  auch  für  irgend 
^oen  Werth    von  tp  in   einer  geraden  Linie  ausstrecken   uud 

rch  in  dieser  Geraden  mehrere  Hinundhergänge  bilden, 
IS  der  Allgemeinheit  des  vorstehenden  Käsooneinents  keinen 
»bruch  thut. 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  bei  der  Variation  von 

zwischen  den  GrSnzen  0  und  Inji  für  n  Werthe  von  x^revV^^ 

lal  durch  den  Nullpunkt  O  gehen  niuss;  so  ist  damit  bewiesen, 

lass   die  gegebene   Gleichung  jederzeit  n   Wurzelu    hat,    welche 

ich    hei    fortgesetztem    Wachetbume    des  Winkels    q>    über    die 

Cränze  2nn  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  goniome frische  Tangente  des  Neieung»- 
frintcels  riir  irgend  ein  Element  der  Kurve  ^i  Bi  Ci  oder  für  die 
jBetührungslinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  dessen 
iechtwinklige  Koordinaten  nach  Gl.  (3)  /i  (r,  ip)  und  f^  (r,  q))  siiidt 
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worin  die  Grosse  r  alleio  die  Rolle  einer  verändetiidien  spM, 
mit  ^;  so  hat  man  bekanntitch 


ö/j 


1 


tangiJ=^ (4) 

Je  grosser  r  wirdj  desto  mehr  überwiegt  das  höchste 
Glied  :r«=r«e"9'V^i  in  der  gegebenen  Gleichung  alle  fibrigefr 
und  wird  zuletzt  unendlich  vielmal  erSsser,  als  alle  fibrigen  n* 
sammengenommen.  Für  r=x>' verschwinden  also  diese  letstsno 
Glieder  gegen  ^c«  und  man  hat  alsdann 

F(ar)=ar"  =  r"e^V~i=r»cos(wg))+r«sin(ii^),V^ 
^  {r,  g>)  =r*  cos  (nq>)  ft(T,g))  ==  i^8\n(nq>) 

^  =iir«-icos(»9))  ^=:nt^^Hm(mp) 

also 


»     nr"-"isin(«»)     ,       '      , 


oder 

ß^ntp (5) 

Dieses  Resultat  drückt  aus,  dass  jede  Kurve,  wie  A  BiCi, 
in  ihrem  oberen  Theile,  je  weiter  sich  Ihre  Pufikte  vom  Nultponkte 
O  entfernen^  sich  immer  mehr  und  mehr  einer  Richtung  nSMi 
deren  Neigung  ß  gegen  die  positive  reelle  Axe  das  nfache  des- 
jenigen Werthes  von  9  ist,  für  welchen  jene  Kurve  entworfea  ist 
In  unendlicher  Entfernung  wird  diese  Kurve  also  parallel  ü 
der  eben  genannten  Richtung. 

Ausserdem   erhellet,  dass,  wenn  Aa^^=:ar^ey'*  *« 

mm 

niedrigste  auf  das  bekannte  Glied  A  in  Gl.  (1)  folgende  GM 
.   ist,  dessen  Koeffizient  A  nicht  gleich  null  ist,  dieses  Glied  aDe 

in 

höheren  unendlich  überwiegen  wird,  sobald  man  nur  r  kleislS' 
nug  annimmt.    Für  ein  soßhes  unendlich  kleines  r  hat  man  daher 

F{x)=:A-{-Ax^=:acosa'\-ar^cos(a-\'mq>) 
0     <"  0        0      «i*  *" 

+ [a  sincr  +  wr"»  sin  (a  +  my)]  V--1» 
0      0       ">  m 


A  fr»  9)=  ^wos  «  +  or»  cos  (« -|-  mq>),  fffjr,  q>)  =  asin« 

0       0*»  «>  0     o    •• 


'"'8in(a+ m^p); 


Hiernach  veHSaRt  also  eine  Kurve  '•rieAB^  C\  den  gemeinschaft- 
Jchen  Anfangspunkt  aller  Kurten  A  in  einer  Richtung,  n eiche 
Uch  gegen  ilie  positive  reelle  Ase  unter  dem  Winket  a-i-mcp  oder 

Igen  die  Verlängerung  der  Linie  OA  unter  dem  Winkel  m^  neigt. 

nunsciinTaT.  XII.  Fig,2.  ^CdiejeiiigeKurve,  welcheman  nach  dem 
irstebenden  Verfahren  für  den  Werth  ip=0  erhält,  nnd  C  sei 
D  in  unendlicher  Entfernung  von  O  liegender  Punkt  dieser  Kurv«, 
ir  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  au  der  unter 
3111  Winkel  ntp  geneigten   geraden  Linie  denJcen  kann.     Da  hier 

K=0,  also  auch  n^^O;  so  ist  jene  Kurve  in  C  der  reellen  Axe 
_  S  selbst  parallel.  Ob  die  Kurve  AC  in  die  reelle  Axe  ganz 
lineinfilllt,  oder  bei  C  um  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab- 
itand  über  oder  unter  OX  liegt,  ift  völlig  gleichgültig,  auch  ob 
lieb  diese  Kurve,  ehe  sie  nach  C  gelangt,  in  mehreren  Windun- 
fen  um  den  Nullpunkt  O  schlingt. 


2« 


Lässt  man  jetzt  ^  von  0  bis  zum  Werth  9),=:—  wachsen; 
I  erhillt  man  Kurven,  welche,  indem  sie  slimmtlich  von  A  aus- 
üben, in  ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Richtungen  anneh- 
_en,  die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  grüsper  wer- 
l«nde  Winkel  n^p   einsch Hesse  11.     Der  Werth  dieses  Winkels  ntp 

(nrchlftun  hierbei  alle  Werthe  von  m.0^0  bis  n.~  =  'in,  also 
Ite  in  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,  und 
s  ergibt  sich  mithin  fßr  93^  =  ---  eine  Kurve  ACi,  welche  in 
kren  unendlich  entfernten  Theilen  (\  wiederum  parallel  zur  po- 
ritiven  Axe  OX  wird.  Der  Punkt  C  für  r  =  co  beschreibt  hierbei, 
kis  er  nach  Q  gelnngt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  in  der 
Richtung  des  PJeils  CD,  welcher  bis  auf  de»  Abstand  der  beiden 
Eorven  AC  und^C^  zwischen  ihren  unendlich'entCernten  parallelen 
Theilen  einer  ganzen  Umdrehung  von  360°  gleich  ist.  Die  Tangente 
les  Anfangspunktes  A,  deren  Neigung  gegen  die  positive  Axe  für 
p=0  den  Werth  a  (Gl.  5")  besitzt,  Sat  sich  während  dieser  Pe- 

'flode  umden  Winkel  — 2:r  nach  derselben  Seite  hemm  weJterge- 

drehet.   Diese  Drehung  kann,  da  m<n,  nur  einen  Theil  —     einer 
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ganzen  Omdrebangaasmachen»  wenn  nicht  frarade  eiafc  biDomudhe 
Gleichung  gegeben  wäre»  woffir  man  Yn=n  nat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  ÄC  mfisseo  alle  Punkte  der 
Koordinaten^bene  berührt  sein,  welche  in  dem  anendlichen  FU- 
chenraum  ACJD.,.  CiA  liegen.  Da  aber  die  Kurve  ACi  nicht  mit 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  nicht  noth- 
wendig,  dass  unter  den  beröhrten  Punkten  auch  derNullpankt  Ouk, 
d.b.  es  ist  nicht  Dothwendig,  dass  die  Gleichung  eine  Wurzel  jti  be- 

27t 

sitze,  für  welche  q>  zwischen  0  und  —  liegt.     Wenn  der  Punkt 

O  von  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Kurven  ge- 
troffen ist;  so  wird  die  Kurve  ACtge^en  denselben  etwa  cfie  ii 
Taf.XII.  Flg.  2.  angegebene  Lage^£t^  haben.  Ist  derselbe  aber  getrof- 
fen und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge- 
gen s;e  setzten  Seite  der  Kurve  ACi  liegen,  indem  diese  Kurve 
dann  etwa  den  Zug  AEiCi  verfolgt.     Es  wäre  fibrigens  im  AM* 
eemeinen   mugiich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegung  der 
fraglichen  Kurve  in  die  h&geAECi     0,  2,  4,  6...,  überhaupt  ehe 
gerade  Anzahl  von  Malen,  bei  der  Bewegung  in  die  Lage  AEtCi 
jedoch  1,  3,  5,  7...,  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  von  üb* 
len  und  mindestens  Ein  Mal  getroffen  sei ,  dass  es  also  bei  der 
ersten  Lage  2m  und  bei  der  letzteren  Lage  2m  -f  1  Wurzeln  gibe^ 

(Qt  welche  der  Werth  von  q>  zwischen  0  und  —  läge. 

Lässt  man  jetzt  q>  von  —  bis  —  wachsen ;    so    macht  die 

Kurve  ACi  wiederum  eine  Umwälzung,   welche    der  der  Kurve 

AC  ähnlich  ist.    Für  9=9)»=—  erhalte  man  in  Taf,Xn.Fig.3.die 

Kurve  ^C^,  welche  wiederum  bei  C^  parallel  zur  Axe  O^  wird,  indes 

man  hierfür  nwn=zn, —  =47r    hat     Gab    es    nun    innerhalb  der 

^^  n 

Gränzen  0  und---  für  a>  Eine  Wurzel,  oder   konnte   die  Kurve 

ACi  in  Taf.XII.  Fig.  2.  diehsige  AE^Ci  rechts  vom  Nullpunkte  habei; 
so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  ^C^  in  Beziehung  zum  NullnuDlde 
Oeine  Lage  wie^£Ci  in  Taf.  XlLFig.  2.  haben,  wenn  es  zeioe 

2z 
oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  innerhalb  der  Gränzeo  --- 

und  —  für  (p  gibt ;  dagegen  eine  Lage,  wie  AEi  Ci  in  Taf.  XII.  Fi%,%, 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  eine 
ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt.     Gab  es  indessen  innerhalb 

27t 

der   Gränzen  0  und   —  für  o)  kei  n  e  Wurzel,  so  dass  also  die  Kurve 

ACi  die  Lage  AECi  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  haben  musste ;  so  muss,  weBDes 

auch  innerhalb  der  Gränzen  —  und    -    für  <v  keine  Wurzel  gibt, 

die  neue  Kurve  i4C<|  eine  der  in  Taf.  XIL  Fig.  3.  dargestellten  ähnlicbe 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  linken  iSeite  mit 
^wei  Windungen  umschlingt;  dagegen  muss,  wenn  es  innerhilb 
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&r  tetiteren  Gränsen  Eine  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 

•"OD  Wurzeln  gibt,  die  neue  Kurve  AC^,  nachdem  sich  die  Kurve 

A£(\  ausTaf.  AlI.Fig.2.  bei  ihrer  BewcgungEinMal  oder  eine  ungerade 

Af  enge  von  Malen  durch  den  Nullpunkt  gezoeen  hat,  diesen  Punkt 

O  an  der  linken  Seite  noch  mit  Einer  Windung  um»chlingen, 

filuliGh  der  Kurve  AEC^  In  Taf.  XII.  Fig.  2. 

In  dieser  Weise  ISsst  man  den  Winkel  fp  periodisch  von  dem 
ioen  der  darch  0,  ---*  —  *  ••• — ~ f  2w  oder   resp.    durch  0, 

^....^n-i»  9ii  dargestellten  Gränzwerthe   zum   anderen  wach- 
SQD.     Von  den   hierdurch  entstehenden  Kurven  AC^  AC^  AC%... 
•  •.ilCm— ]>  ACn,  welche  sämmtlich,  von  A  ausgehen,  und,  nachdem 
sie    ganze  Umwälzungen  gemacht  haben,    immer  wieder   in   den 
Paokten  C,  Cy  C^  •••  der  positiven  Axe  OX  parallel  werden,  um- 
«cshlingt  jede  folgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
^  orhergehende,wennesinnerhalbder  betreffendenGrän- 
^  «n  von  <p  Eine  Wurzel  gibt ,  dagegen  Ein  Mal  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  innerhalbdieser  Gränzen 
k  eine'Wurzel,  und  ferner  kann;sie  den  Nullpunkt  höchstens 
mal  weniger,    als    die   vorhergehende    umschlingen, 
enn  es  innerhalb  jener  Gränzen  (p  +  \)  Wurzeln  gibt. 
ierauB  folgt  auch,   dass,  wenn  man   den  \Vinkel  g)  sofort  von  0 

bis^-  hat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACp  den  Nullpunkt 

^d  der  linken  Seite  p mal  mehr  umschlingen  wird  als  die 
e  rmteAC,  wenn  es  innerhalb  jenerGränzen  keineWur- 
%  «1  gibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p—g)m3.\  mehr 
umschlingen  muss,  wenn  es  in  jenem  Zwischenraum  ^ 
^^arzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Um- 
Achlingungen  wie  bei^C  nur  dann  moslich  ist,  wenn  es 
Zwischen  den  fraglichen  Gränzen  ;>  Wurzeln  gibt.  Die- 
<tt«r  Satz  lässt  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  für  keine 
dankbare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn- 
gleich derselbe  noih  einiger  weiter  unten  zu  gebenden  Erläute- 
V'iaigen  flir  gewisse  Fälle  bedürfen  wird. 

Man  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 

9^97iH= —  =27e  die   Kurve  ACn  genau  mit   der  ursprünglichen 

Km've  AC  (är  g>=:0  zusammenfallen;  die  ACn  muss  also  genau 
ebeoBoviel  Umschlingiingen  um  den  Null^iunkt  besitzen,  wie  AC. 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
M^lnkels  q>  von  0  bis  27C  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
den  Nullpunkt  mind  estens  nm  al  getroffen  haben,  oder 
^Lass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  n  Wur- 
zeln der  Gleichung  (2)  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar. 
i<c4  dasff  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  gerade  Anzahl 
j  J  grosser  sei  als  n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
*  ^      sogleich  näher  betrachten  wollen,  unmöglich  ist. 

In  Taf.  XII.  Fig.  5.  sei  AtnCi  die  Kurve,  welche  für  irgend  einen  be- 
stimmten Werth  von  tp  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r  von  0  bis 
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»     liat  wadiMn   lassen.     Äntu   sei   eine  unendlich  benftcliiarli 
Knnre,  weiche  man  fSr  den  Werth  ^-f  ^7  d®*  Widkeis  «  in  der- 
selben Weise    erhält,  tn  und  n  oder  Cx  und  Ct  «den  Ponlste  is 
diesen  beiden  Kurven ,   welche  Ein  und  demselben  Werth  fwir 
angehören,    also    mit  oder  CiCi   ein  Element  der  Bahn»  wielciw 
resp.  der  Punkt  m  oder  der  Punlct  (^  beschreiben  wflrde ,  wcm 
man  den  dazugehurieen  Werth  von  r  konstant  erhalten  und  den 
Winkel  7  um  den   kleinen  Zuwachs  d^  vermelui    hätte.      Durch 
Striche  sind  in   der  Figur  die  Wege  angedeutet ,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  m,  denen  Ein  und  derselbe  Werth  von  r  angebetet, 
bei   der  Bewegung  der  Kurve  AmCi  in  die  Lage  Anci    beschrie- 
ben haben.     Es  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Wege,  wie  wM, 
Ci  Ci  u.  s.  w.  auf  Ein  und  derselben  Seite   der  Tangen- 
ten der  Kurve  AinC^  resp.  in  den  Punkten  tu,  C^...  KegeD,  wo- 
bei man  sieb  diese  Kurve  in  der  Richtung  von  A  her  durchlai^ai 
und  die  Tangenten  immer   nach  vorwärts  erzogen    denkt«   diisf 
also  die  Kurve  Anc^  in  der  vorstehenden  Aüffassunff  li 
ihrer    ganzen   Ausdehnung    entweder   aUf    der     linken 
oder  der  rechten  Seite  der  Kurve  4mQ  li^gt. 

Denn  angenommen,  bei  der  Bewegung  der  Kurve  ^C%^ 
ein  Theii  ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  TheH 
dieser  Punkte  nach  der  entgegengesetzten  Seitü  der  fragUcbes 
Tangenten  fortgerCIckt;  so  müssen  sich  die  beiden  Kurven  ACt 
und  Act  nach  Sner  in  Taf.  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Weise  etwa 
bei  m  durchschneiden.     Hierbei  ist  es  nur  möglich  entweder 

1)  dass  der  ursprünglich  der  Kurve  ACi  angehorige  Punkt  m 
gar  keine  Bewegung  gemacht  hat^  dass  also  die  beite 
Punkte  m  und  n  ans  Taf.  XII.  Fig.  5.  (lEir  Ein  und  denselben 
Werth  von  r  zusammenfallen,  oder 

2)  dass  der  Punkt  m  nach  Taf.  XIL  Fig.  7.  in  der  Richtung  im 

der  zweiten  Kurve  Aci  fortgerückt  ist,  womit  dann  .nothwen- 

dig  verbunden  ist,  dass  auch  ein  Punkt  m  der  erstereo 

2 

K-urve  ACx  sich  in  der  Richtung  mm   ebendersel* 

2 

ben    Kurve  AC^    fortgeschoben   hat.     Die   Paukte  i^ 

m,  m,  m  der  Kurve  ACt   in  der  Nachbarschaft  des  DiitcIi- 

Schnittes  m  müssten  dann    die  Wege  mn,  mm»  mn»  mn 

112  39 

durchlaufen  haben.  . 

Um  diese  Bedingungen  ad  1)  und  2  analytisch  auszudrflckeDi 
beachte  man,  dass 

A  fr>9)  —  o  cos  a+ar  cos  (a  fy)  +  ai^  cos  («+^9)  + .. .  +  r**  cos  («y)...(6) 
0011  a  9 

A  (r,  q>)  :=asina  +  ar  sin  («  +  9)  +  ar*  sin  («+29).  + ,...  -fr"«io  (1*9)  ^  P) 

0011  2  2 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  itgend  eines  Punk- 
tes der  Kurve  ACi  darstellt.  Schreitet  man  in  dieser  Kurve  von 
einem  Punkte,  welchem  ein  bestimmter  Werth  von  r  angebM 
z.  B.  vom  Punkte  m  zu  einem  benachbarten  Punkte  m,  wekhes 
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r-^dr  angehSrt,  fort,  und  |»rujuirt  diesen  Weg  mm  auf  die  Rieb- 

Augen  der  beiden  rechtwinkligeo  Koordinatenaxen;  so  erhält  man 
rar  diese  Projektionen  ^i  und  ^2'  indem  man  beracksiclitigt» 
waa*  f  konstant  ist,  und  indem  man  aus  den  Entwickelungen  von 

A/i='g^'^+  gär- j;2  ■*"  "•  *•  **'• 

^%=^'^  +  '^iJ2+   U.  8.   w. 

■&iir  das  erste  Glied  nimmt,  weiches,  so  lange  der  darin  vorkom- 
XHiende  erste  Differenzialkoeflizient  ireend  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  bei  genflgender  Klein- 
keit  von  dr  überwiegt, 

-AAt = [ocos  (c+9) + 2or  cos  (a+2y ) + 3  ar«co8  («+30))  + .. 

•"  11  «2  3  3 

.. +iir«-*co8(Ä9)]8r ...  (8) 

-^Jdr= [osin  (a+7)  +  Jarsin  (a+29)  +  3ar>sin(a+39) + •  • 

..  +»ir«-»8in  (ii9)]Sr ...  (9) 

Bei  dem  üebergange  eines  Punktes  m  der  Kurve  i4fJ^  zu 
«km  korrespondirenden  Punkte  n  der  Kurve  Aci,  welchen  beiden 
Punkten  Ein  und  derselbe  Werth  von  r  angehört,  erhält  man  fiir 
die  rechtwinkligen  Projektionen  des  Weges  tnn  in  ähnlicher  Weise 
wrie  vorhin,  inJem  man  beachtet,  dass  hierfür  r  konstant  ist, 

^ .  8f  =  - \ar  sin  (a+ 7)  +2ar>sin (a-\2tp)+  3ar*sin(a+39)  +  -. 

f  II««  3  t 

... +ftr"sin  (nf)]d<p ...  (10) 
jß.d<p=[ar  cos  («  +  9)  +  2ar* cos  («+2^)+ 3 or» cos («+3^)+  ... 

Oy  ]  1  4  <  3  3 

... + nr*co»{tt^)]d(p ...  (1 1) 

A.U8  den  letzten  vier  Gleichungen  folgen  die  beiden  wichtigen 
eligeroeinen  Beziehungen 

a;^-"'^^ ^*^) 

■5^=   '-ST (*^^ 

Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfiillt  sein, 
*lio  der  Durchschnittspunkt  m  der  neiden  Kurven  bei  der  Be- 
legung der  Kurve  ACi   in  die  Lage  Aci  gar  keine   Verrük- 
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kiiDg  eclittenhalMn(Taf.XILFIg.6.); somussoffsnbvfardlesettPfeBkt 

^'=Oiind^=0 (U) 

und  demnach  wegen  (12)  und  (IS),  wenn  nicht  etwa  r=0  Ut,  w« 
bloss  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  A  aller  Kunren  eit* 
sprechen  würde, 

^=0  ood  ?^=0 06) 

sein. 

Soll  jedoch  die  zweite  jener  beiden  Bedingungen  sich  oiM* 
len,  also  ein  Punkt  der  Kurve  ACi  wie  m  in  Taf.  Xll.  rig.  7.,  dnrdifa 

2 
Uebergang    des  Ihm  zugehörigen  r  in  r+dr  nach  demselben  Orh 

"Kl  " " 


m  dieser  Kurve  gelangen ,  nach  welchem  derselbe  durch  den  De- 
bergang  von  9  in  *p-{-dtp  oder  durch  die  Bewegung  der  Kurve  JQ 
in  die  Lage  «^Ci  gelangt;  somuss  fär  einen  solchen  Punkt  offenbar 


ä7=  ^  """*  -g^-^ (^*> 

sein.    Substituirt  man  hierin  f^r  ^  »und  -^  Ihre  aus  (12)  und  ,(13) 

sich  ergebenden  Werthe;  so  fähren  die  Formeln  (16)  auf  die  Be- 
dingungen 

flT-ss— r*-nr"  una   «   =s— r*-5— „ (17) 

09  C9  c^  09  ^    ' 

oder  wenn  man  in  (16)  filr  -^  und  -^  ihre  Werthe  aus  {\%xbA 
(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 

Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
r=0  ist,  also  auch  fiir  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  A 
aller  Kurven,  auf 

1=0  und  ^^=0 (19) 

^=0  und  1^=0......  (20) 

hinaus.  Diese  letzteren  Forderungen  enthalten  übrigens  schoB 
einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  wenn  dieseibea 
erfsllt  sind,  der  Punkt  m  überhaupt  gar   seine  Bewegung  ge« 

2 
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OMcht  haben  kann,    woraus  folgt,  daaa   ein  Fortscbieben  eines 

«dlchen  Punktes   bei  dem   Uebergange   der   Kurve  ACi  in    die 

Harrt  Aci  in  der  Richtung  der  ersteren  Kurve  ACi  un- 

nOglichist,  und  dass  man  die  Untersuchung  -auf  die  Voraus- 

«etians  der  durch  Taf.  XU.Fig.  6.  dargestellten  ersten  Bedinguns  zu  be« 

«efaränicen  hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  r=0,  also 

^enn  es  sich  nicht  um  den  Anfangspunkt  A  handelt,  durch  eben 

dieselben  Formeln  gegeben  ist 

Nun  hat  man  aber  au  erwägen,  dass  wenn  die  ersten  Diffe- 
'vensialkoefBzienten  von  fi  und  ^«sowohl  fdr  9,  wie  für  r  gleich 
viull  sein  mflssen,  was  m  jeder  Weise  unerlässlich  ist,  das  erste 
died  in  der  Reihenentwickelung  ffir  AA  und  ^^  sowohl  in  Be- 
ziehung an  9,  wie  au  r  gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
vilcht  mehr  die  übrigen  Gneder  deraestalt  überwiejgen  kann,  dass 
snan  dieselben  gef^en  jenes  erste  Glied  vernachlässigen  dürfte.  Es 
Jbommt  aber,  damit  die  erste  der  beiden  obigen  Gfedingungen  er- 
dUlt  werde,  streng  darauf  an,  dass 

^*.89=0  ung^.3»=0...(21) 
'^nrerde ,  und  damit  die  zweite  Bedingung  erfilllt  werde,  dass 

^.ay  =  ^.ar  und  ^.a9==-^.ar.....(22) 

^neL  Dies  führt  nun  zuvOrderst  zu  den  vorstehend  entwickelten 
Vorderungen,  wonach  die  ersten  Differenzialkoeffizienten  gleich 
vmll  weroen  müssen,  unter  solchen  Umständen  aber  welter  zu  der 
Vorderung,  dass  auch  die  zweiten  Differenzialkoeffizienten  gleich 
viall werden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
und  alle  folgenden  Differenzialkoeffizienten  verschwinden  müss- 
en. Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  fiten  Differenzialko- 
"  '  in  Beziehung  zu  r,  nämlich 


^=;  1.2.3 ....  (n-l)n  cos  (n^) (23) 

•5;^=  1.2.3..«.  (n—I)itsin(ft9) 


(24) 


^Wissen  sind,  welche  filr  keinen  Werth  von  r  und  ^  gieiohzei- 
^  ig  gleich  null  werden  können. 

^^  Es  ist  also  schlechterdings  u  n  m  ö  g  I  i  ch ,  dass  zwei  benachbarte 
f^Qrven,  wie  ACi  und  2(C],  einen  Punat  m  miteinander  gemein  ha« 
1^5^  können,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A^  fär  welchen 
^ie  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
^ass  r=0  ist,  wodurch  denn  auch  vermöge  der  Beziehungen  (12) 

^«d  (13)  -^=0  und  ^=0,  und  überhaupt,  wie  leicht  zu  zeigen. 
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^=0  und  f^-=0,  okhtaber  ^=0  und  ancli  nicht  *^=0 
wird.  Noch  viel  treiiiger  kOnnen  sich  K»ei  benachbarte  Kurven 
in  einem  borrcdpondirenden  Punkte  berühren,  da  dies  das  Zu- 
sammenfailen  sogar  von  zwei  Paaren  solcher  Pankte  vor- 
aussetzen würde. 

Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  l'rtiberen  Behauptung,  das« 
die  Kurve  Aci  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
Seite  von  ACi  Meiien  muss,  und  ferner,  dass  die  ganze  Be«vegang 
dieser  Kurve  bei  rorlfresetElem  Wachsen  von  91  stets  in  demsel- 
ben Sinne  hernni  erfolgen  muss,  weil  ja  ein  Riickwärtsscb rei- 
ten nothwendig  den  DuVclischnitt  mit  nnendlich  benachbarten 
Knrven  oder  wenigstens  eine  Berührung  in  korrespondirende» 
Punkten  eur  Folge  haben  mösste,  auch  hat  man  eeseben,  daes 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  v^C'i  ISngs  ihrer 
eigenen  Richtung  oder  Tangente  fortsuschrei  ten 
vermag. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACi  sich  selbst  durchschneiden 
kann,  indem  sie  wie  in  Taf.  XII.  Fig.  5.  eine  Schlinge  bildet.  DieserFall 
tritt  ein,  wenn  für  zwei  verschiedene  Wertbe  von  r  bei  demselben 
Werthe  von  9  sowohl  die  Funktion  fi,  wie  f^  dieselbe«  Wertbe 
annimmt.  Alsdann  wird  auch  die  Kurve  ^c>  sich  selbst  und  die 
ACi  durchschneiden;  allein  es  leuchtet  ein,  dass  ein  solcher 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit  dem 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  Beziehung  steht,  da  es  nicbt 
dieaelbea  oder  unendlich  benachbarte  Punkte  aus  beiden  Kurven 
sind,  weiche  in  einem  solchen  Durchschnitte  xusammenfallen,  goD- 
dern  dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  ACi  bei  deren  Be- 
wegung in  die  Lage  Aci  mit  dieser  letzteren  Kurve  zusammen- 
trifft, uns  dem  sich  zurückwindenden  Zweige  herstammt  und  In 
der  Richtung  der  Kurve  gemessen  in  einer  endlichen  Entfernoeg 
von  dem  Durch  seh  oittspunkte  liegt,  sodass  hier  weder  ein  Still- 
stand, noch  ein  Verrücken  des  fraglichen  Punktes  in  der  Rieh toog 
der  an  ihn  gelegten  Tangente  stattfindet. 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgende  von  einer  ande- 
ren grossen  Wichtigkeit.  Nach  dem  Vorstehenden  müssen,  wenn 
dieKurve/IC,  (Taf.  XII.Fig.  8.)  durch  die  Bewegung  des  Punktes 
Ci  nach  nach  C.,  Cg ...  hinüber  In  der  Lage  AC^  eine  Schlinge  liiMel 
(was  übrigens  nicht  nnbeding-t  zu  gesehenen  braucht),  die  nachfol- 
genden Kiirven  wiederum  Schlingen  bilden,  wie.^C^.  Die  Schlinge 
zieht  sich  immer  enger  zusammen,  und  reduzlrt  sich  zuletzt  aoi 
einen  Punkt  D,  woselbst  die  betreffende  Kurve  ,40Ci.  eine  tan- 
gential wider  keh  rende  Spitze  bildet.  Die  daran I  folgenden 
Kurven  bewegen  sich,  wie  ACi,  weiter  und  es  kann  auch  die  un- 
mittelbar auf  AC^  (oluende  in  der  Nachbarschaß  des  Punktes  D 
weder  eine  ähnliche  Spitze,  noch  eine  jenseit  D  lie- 
gende Schlinge  bilden.  Wenn  bei  ,uragekelirler  Bewegung, 
eine  Kurve  wie  ACg  in  eine  Kurve  wie  ADCt  mit  einer  Spitze 
fibergeht:  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Kurve  wie  ACi 
eine  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D  herBU 
geht  und  kann  diese  Scbliagc  weder   innerhalb   de^SplU* 


\ 
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D  BirlBchen  den  Schenkeln  AD  und  DC^  liegen,  noch  auch 
«elhst  eine  der  D  ähnliche  Spitze  sein. 

DIeee  Behauptungen  bedürfen,  abeeeehen  von  der  aligemei- 
üen  Bewegung  der  ganzen  Kurve,  weicne  aus  dem  Vorstehenden 
mit  Nothwendigkeit  lolgt,  noch  eines  strengeren  Nachweises  hin- 
ifehdich  der  Gestalten  in  unmittelbarer  Nähe  des  Punktes  />. 

Dass  wenn  zufolge  des  obigen  Bewegungsprinzips  >ICi  in  die 

Li^^  AC^  oder  umgekehrt  AC^^  in  die  Xage  ACi  kommen  soll. 

Irgendwo  eine  Kurve  >I/>C4  mit  einer  Spitze  />  entstehen  muss, 

Ist  klar.    Dass  die  beiden  Schenkel  dieser  Kurve  bei  D  eine  j|;e- 

neinschafUiche  Tangente  besitzen  müssen,  erhellet  aus  der  l*or- 

nel  (4)  filr  die  goniometrische  Tangente  des  Neicungswinkels  ß 

dieser  Berflhruugslinie  gegen  die  Ahszissenaxe.    ller  Ausdruck 

% 

tang/J=-x^ 
ST 

kann  nach  der  Natur  der  Funktionen  /i  und  f^  für  ein  bestimmtes 
T  und  9,  also  Ar  einen    bestimiiiten  Punkt  />,  immer  nur  einen 

einzigen  Werth  annehmen.  Selbst  wenn  derselbe  sich  für  /~=0 

Bf  0 

und  -^=Oin  der  Form  a  darstellen  sollte,  wird  man  durch  fort- 
gesetzte Differenztation  des  Zählers  und  Nenners  endlich  auf  einen 

8"/i 
bestimmten   Ausdruck   für  tang/3  kommen,  weil  schliesslich  -g-^ 

und  K^  nach  Gl.  (23)  und  (H)  jenen  Ausdruck  nicht  mehr  unbe- 


stimmt lassen  können. 

Für  eine  solche  Spitze  muss  aber  ferner  der  erste  Differen- 
ztalkoeflizlent  von  fi  und  f^  in  Beziehung  zu  r  den  Werth  null, 
dagegen  der  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
wm  ja  von  jener  Spitze  aus  sowohl  eine  Vermehrung,  wie  eine 
Verminderung  des  betreffenden  Werthes  von  r  um  die  unendlich 
kleine  GrOsse  dr  dieselbe  Veränderung  in  den  Funktionen  fi  und 

&  welche  die  Koordinaten  von  D  sinci,  bis  auf  relativ  unendlich 
ine  Differenzen  hervorbringen  muss.     Wäre  zuftllig   für  einen 
solchen  Werth  von  r  der  zweite  Differenzialkoeflizient  von  fi  oder 

ä  gleich  null ;  so  müsste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  müsste 
r  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es  ist  übrigens 
unmöglich,  dass  alte  höheren  Differenzialkoeflizienten  in  Beziehung 
zu  r  gleich  null  würden.    Für  die  Spitze  D  hat  man  also 

dagegen  muss    sowohl  "t^p  ^^"ie  k^   irgend     einen    bestimmten 
Werth  haben. 


Beieichnet  man  mit  fi  und  fJ  die  Werthe  der  FunktioneiE 
f\  und  ^  fär  den  entsprechenden  PunJkt  In  der  uueDdlich  benach-^flcV:) 
harten  Kurve,  für  weichen  man  r  und  y-f-^?'  statt  r  und  9  hat^  ^^^1 
80  ist 

oder,  wie  man  aus  den  Gleichangen  (8)  und  (9)  leicht  findet,  wen 
man  dieselben  in  Beziehung  zu  9  dinerenziirt, 

^=ä^-l,"S^+'^r» ^^) 

^="^  +  1,^+'^^^ ^' 

Da  nun  ^  und  -^  den  Werth  null,  dagegen  -J^  und  -^' 

einen  von  null  verschiedenen  Werth  haben  mässen;  so  folgt,  d 
die  Ausdrücke 

-gjr-— r-gjaröy (27) 

^-     »-gj^Öy. (28) 

nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  in  der  benachbarten^^^'^ 
Kurve  Iceine  Spitze  bilden  kann.  Man  erkennt  cUes  noch^cVa 
deutlicher  in  der  Reihenentwicklung  för  die  ganzen  Differenzen^^*  ^ 
A/i>  A/ä*   A/i'»  A/a'«    Diese  ergibt  unter  Berücksichtigung  der-^^'' 

vorstehenden  beiden  Formeln  und  indem  man.  die  ersten  in 

und  -^  multiplizirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  ui 
terdrfickt , 


^f^  —  di^^m+'B^T^^ ^^> 

^«—8?«  •  T:2  +  8^'  1.2.3  + ^^^ 


'j 
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A/.-=-^+^'S+^^+......,;.., 

AA-=   ^'»*+^*%^',^+ m 

Das  erste  Glied  von  A/i'  und  ^f^\  welches  bei  genfigender 
Kleinheit  von  dr  alle  fibrigen  flberviiegt,  kann^  da  dtp  von  br  gans 
minabhän^g  Ist  und  unendlich  vielmal  grösser  als  dr  gedacht  wer- 
den darf,  unendlich  vielmal  grOsser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Crlied  von  A/i  und  ^.  woraus  der  obige  Schluss»  dass  die  Nach- 
Iiarlnirve  nicht  auch  eine  Spitze  haben  Icann,  ^sich    ergibt.     Nach 

C29)  und  (30)  ist  jetzt,  wo^=0  und  -^=0  ist, 

8% 

tangj5=^.,..(33). 

Ir« 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  ftir  den 
Punkt  der  Nachbarkurve,  wekher  der  Spitze  D  m  der  ersten 
Kurve  entspricht,  gegen  die  positive  reelle  Axe  mit  ß*\  so  hat 
nian  wegen  (31)  und  (32) 

tang|J'=— ^=— cot/J  ....(34). 
^obei  noch  sin/3'  das  Zeichen  von  -g^d^dr  und   cos/S'   das    von 

ß'=ß  +  "2 (3»)- 

Hieraus  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
^Qr  Nachbarkurve  perpendikular  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 
^^nte  an  der  Spitze  D  der  ersten  Kurve.  Dies  beweist  nicht 
l^ioss  die  Unmuglichkeit  einer  Spitze  in  der  Narhbarkurye,  son- 
^Qrn  auch  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Nachbarkurve  eine  gaox 
^nd  gar  vor  oder  ganz  und  ffar  hinter  der  Spitze  D  liegend« 
Rohlinge  zu  besitzen  vormag,  aa  dies,  wenn  man  dr  klein  genug 
^^nkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  nothwendig 
^O  einer  der  früher  betrachteten  unstatthaften  Üurcbscbnei- 
^Ung  beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  führen  mflssto.  Uie 
^cichbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  derTal.XII.FigJi  ei  neSeb  I  i  n  g  e 
^^Hi  die  Spi  tze  D  herum  wie  AC^f  oder  eine  vor  der  8pitze 
^  orbeiziehende  Kurve  ohne  alle  Durcbscbneidang  wie 


\ 
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in  ein  hellem 


AC^  Inldeo,   was  durch   das  Nachfoliceiide  oeoh  i 
Licht  gesetzt  wird. 

Es  ist  nSmIich  wichtig,  za   bemerken,  dsss  /T'ss/l-f  5-    md 


n 


nicht  =^ — j  ist,  dass  also,   wenn  man,  vom  Anfai^spnnkte  A 

aller  Kurven  kommend,  fiber  die  Spitie  D  der  Kurre  ADG^  hk« 
aus  in  der  Richtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  DC^ 
fiir  welches  das  r  der  Spitze  in  r-f  Sr  und  nicht  in  r^Sr  flhergeh^ 
fortschreitet,  aus  dieser  Richtung  die  Richtung  des  korrespondi* 
renden  Elementes  der  benachbarten  durch  den  Uebergang  tob  • 
in  7  4-^  and  nicht  in  9 — 89)  erzeugten  Kurve  AC^  erhalten  wint 
indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drehung  den  Whh 
kel  ß  um  einen  rechten  vergrussert.  Unter  Beachtung  die- 
ses Umstaodes,  und  wenn  man  en^ägt,  wie  die  Zeichen  v«» 
sin/3'  und  cos/S'  sowohl  für  — 89  statt  4-89  als  auch  fär  — Sr  stitt 
-|-dr  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  werden,  ergibt  sich  folgen- 
des-Gesetz.  \Venn  sich,  wie  beiJD  inTaf.XIl.Fig.  8«,  eine  S^pi^ze 
dergestalt  bildet,  dass  man,  von  A  kommend,  den  widerkehrea- 
den  Schenkel  DC^  zur  Rechten  hat;  so  muss  dieselbe  bei  der 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  lurop-f^jp«  10  eine  vor  der 
Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  übergeben,  und  ei 
muss  ihr  für  9— 89  eine  Schlinge  ilC^  vorangegangen  ^eiSf 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  surücksieK 
eine  immer  grössere  Oeffoung  eebitdet  haben  und  demnach  an* 
fönglich  über  den  Punkt  A  n ereingeschritten  sein  mose, 
wie  dies  die  Bewegung  der  Kurven  ACn  AC^^  AC^,  AC^m  A(\, 
A  Co  i  iiTaf.  XII.  Fig.8.  darstellt  Es  ist  auch  klar,  dass  eine  über^  nerein- 
schreitende  Schlinge  A(\  sich  immer  enger  zusammenzieht,  sodase 
von  ihrem  Umfange  Kein  Punkt  der  Koordinatenebene  getrof cd 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durchs  gehenden  grSss- 
ten  Schlingenuffnune  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  zu- 
letzt durch  einen  Üebergang  durch  eine  Spitze  ganz  aufr&s't, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  D  vorbei- 
ziehen. Ein  jeder  in  der  genannten  gross ten  ächlingenSHfonnc 
liegende  Punkt  wird  bei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sich 
zusammenziehenden  Theilen  und  dann  noch  Ein  mal  von  den 
sich  wieder  ausdehnenden  Theilen  der  Kurve  betroffen  werden. 
Bei  denjenigen  Punkten  der  Koordinatenebene,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durch^ng 
jener  beiden  Kurventh^ile  mit  Einem  Male,  so  dass  auch  diese 
Funkte  stets  zweimal  von  der  Kurve  getroffen  werden.  Zu  den 
letzteren  Punkten  gehört  ebenfalls  der  Spitzenpunkt  D  selbst, 
bei  welchem  sich  der  Umfang  der  Schlinge  auf  Null  feduzirt.  Die 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  der  Spitze 
D  liegende  Punkt  der  Koordinatenebene  bei  fortgesetzter  Bewe- 
^ng  der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  ADC^  Biueinzieht,  also 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  SchliMe, 
mithin  zwei  Kurvenschenkel  auf  Ein  mal  durchschneidet.  Man 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  dass  kein  Punkt  der  sich  bewegen- 
den Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenebene  tangential  zur 
Richtung  der  Kurve  vorüberrückeo  kann,  dass  also  jeder  Punkt 
dieser  Ebene,  der  Oberhaupt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getrof« 
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ieii  wird,  dieselbe  unzweideutie  durcheclineidet  oder  eo- 
^Oft  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Kurve  tritt.  Unterschei- 
det man  an  der  fraglichen  Kurve,  indem  man  dieselbe  vom  Anfangs- 
irnnkte  A  her  durcliläuft»  eine  linke  und  eine  rechte  Seite;  so  ist 
t8  die  linke»  welche  in  allen  Fällen  bei  der  positiven  Bewegung 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
rückt und  die  Punkte  der  Koordinatenebene  zuerst  aufnimmt. 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Taf.  XII.  Fig.  8.  zu  grösserer  Deutlich* 
keit  mit  Punkten  besetzt. 

Nennen  wir  eine  Figur  wie  ACi  oder  AC(^  ohne  Schlinge  o<ler 
Spitxe  die  normale  Gestalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
BjiTve  um  den  Punkt  A,  bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlinge 
oder  Spitze  einstellt,  eine  normale  Bewegung;  so  leuchtet  ein, 
das«  zwei  normale  Umwäizunc:en  dazugehriren,  damit  ein 
Pmiktwie  O  zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde ,  inso- 
fern die  Kurve  am  Ende  der  zweiten  Umwälzung  genau  wieder 
in  die  anlansliohe  Lage  kommen  soll.  Ist  jener  Punkt  O  jedoch 
bei  der  in  Ta^  XII.  Fig.  8.  dargestellten  Gestaltverftuderung  vermittelst 
der  Bildung  und  l^iederauflösung  einer  von  A  hereinschreitenden 
Schlinge  schon  im  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  ge- 
troffen ;  so  hat  er  eine  solche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  die- 
selbe, wenn  sie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  Umwäl- 
suneen  in  die  normale  Form  und  Lage  der  Kurve  ^IC^  übergeht,  wäh- 
rend der  ganzen  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Punkt  O  nicht  wieder  treffen  kann,  sodas» 
also  auf  die  Eline,  wie  auf  die  andere  Weise  {euer  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Maf  getroffen  wird.  Bei 
der  normalen  Bewegung  erfolgt  dies  Treffen  in  grösseren  Zwi- 
schenräumen oder  für  weiter  aus  einander  liegende  Werthe  des 
Winkels  9;  bei  der  abnormen  Bewegung  jedoch  ßir  näher  zusam- 
menliegende Werthe  von  9.  Ein  Punkt  der  Ebene,  welcher  bei 
der  leteteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte   einer  Schlinge 

getroffen  wird,  entspricht  dem  Falle*,  dass  während  jener  zwei 
mwälzun^en  für  Em  und  denselben  Werth  von  9  zwei 
Durchschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  an  zwei 
verschiedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  letztge- 
duchte  Punkt  der  Spitzenpunkt  Z>;  so  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
von  ip  und  Ein  und  denselben  Werth  von  r  erfolgt,  wo  also, 
wenn  D  der  Mullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zwei  voll- 

kommen    gleiche  Wurzeln   x    oder   re^  besitzt.     Dass 

die-  Begegnung  des  Spitzenpunktes  D  einem  zweimaligen 
Durchschnitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  man  sowohl  daran, 
wenn  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
Schlinge  auffasst  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Kreuz- 
punkte von  A  über  J)  hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor- 
nin  geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
Umfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
Umfang,  so  lange  die  Oeffnung  der  Schlinge  noch  endliche  Di- 
mensionen hat,  gegen  den  Punkt  D  vorschreitet,  und  denselben 
also   das    erste  Mal  bei  der  hingängigen  Bewegung  mit   der 
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pnnktirten  Seite  tiifft,  dass  dann  aber  die  aus  der  ScbliDge  ent- 
stehende Kurve  mit  rückgängiger  Bewegung  und  stets  mit 
der  pnnktirten  Seite  voran  an  den  Punkt  D  zum  zweiten  Blale  tritt. 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  bei  D  in  Taf.  XII.  Fig.  9.'  eine  Spitze  der- 
gestalt bildet,  dass  man  von  Ä  kommend,  den  widerkehrenden 
Schenkel  DC^  zur  Linken  hat;  so  muss  dieselbe  unter  Berfick- 
sichtigung  der  Werthe  für  tang/S^  sin/3^  cosß'  bei  der  nächsten 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Ricntung,  also  für  V^^^f  ii^ 
eine  Schlinge  AC^  übergehen,  und  es  muss  ihr  nir  9 — dfp 
eine  vor  der  Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  voran- 
geeangen  sein.  Die  entstehende  Schlinge  mujss  sich  nun  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und '  zuletzt  dadurch 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A  passirt  und  darauf  die 
Gestalt  AC^  annimmt.  Die  stets  voranschreitende  linke  Seite 
der  Kurve  ist  auch  in  Taf.  XII.  Fig.  9.  mit  Punkten  besetzt  Hier- 
durch erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieser|Bewegung  derKerve 
AC\  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  wie  etwa  O,  zwei  Mai 

feü^offen  ist,  die  Kurve,  welche  den^  letzten  Durchgang  bewirkt 
at,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sie  nei  normaler 
Formveränderung  zwei  ganze  Umwälzungen  vollenden  müsste»  um 
wieder  in  die  Lage  ACi  zu  kommen,  ohne  bei  diesen  Umwälzun- 

§en  den  Punkt  O  wieder  zu  treffen.  Die  Kreuzungspnnkte 
er  Schlingen  und  der  Spitzenpunkt  />  sj|ieien  hierbei  diesellie 
Roilevon  Doppelpunkten,  wieinTaf.XILFig.8.,indemetnsoleher 
Kreuzungspunkt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r  fiär  denselben 
Werth  von  97,  und  der  Spitzenpunkt  D  zweimal  demselben 'Wwttie 
von  r  für  denselben  Werth  von  q>  entspricht. 

Nach  Vorstehendem  können  nur  die  links  herum  sich  wen- 
denden Krümmungen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinge 
ftihren,  während  die  rechts  herunilaafenden  Biegungen  bei  den 
nachtaten  Bewegungen  sich  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
nöthig,  dass  jede  Krümmung  der  ersteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe;  erwägt  man  aber,  dass  die 
Tangente  des  unendlich  entfernten  Kurventheiles  (Gl.  5.)  eine 
raschere  Winkelbewegung  links  herum  besitzt,  als  die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A  (Gl.  5^),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen Beziehung  zwischen  den  Tangenten  dieser  beiden  äusser- 
sten  Kurvenenden  das  Verhältnis«  einer  Biegung  nach  der  linken 
Seite  besteht,  der  Neigungswinkel  nq)  der  ersteren  Tangente 
schon  grösser  Ist,  als  der  Winkel  tt  -{■  m<p  der  letzteren,  dass  man 


m 


alsdann  also  ntp^a-i-mtp  habe;  so   folgt,   dass   diese  Differenz 

m 

durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Schlinge  führen  muss,  weiche  dann 
bei  ihrer  Auflösung  das  bis  dahin  bestandene  Verhältniss  der 
Wendung  nach  links  in  das  entgegengesetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt,  fiir  welches  Letztere  man  »9  <a-|-m()[>  hat,  und 

m 

welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all- 
mählig  ausgleicht  Da  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  n=m,  sonst  aber  immer  n  >  771  ist ;  so  folgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  geben  kann,  dass 
es  aber  bei  jeder  anderen  Gleichung  stets  Schiingenbildungen 
geben  muss. 
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^  Wenn  man  beider  Schlingenbildan«^  nach  Taf.  XII.Fig.  8.  oder  Fi^.9. 
einen  Punkt  der  Koordinatenebene  bc rächtet,  welcher  wegen  seiner 
Ltage  gegen  die  Aussenfleite  der  Kurve  nur  Ein  Mai  getroffen 
werden  Icann,  wie  etwa  der  Punict  O,  insofern  man  nun  von  der 
Kurve  AC^  ausgeht;  so  fnidet  man,  dass  die  gleich  auf  die  Durch- 
»chneidung  folgende  Kurve  AC^  eine  solche  Lajf^e  bekommen  hat« 
daea  bei  normaler  Forniverlinderuug jetzt  noch  Eine  ganze*  Um- 
wälzung erforderlich  wlire,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
denselben  Punkt  O  wieder  in  eine  der  A(\  lihnliche  Lcige  zu 
kommen.  Geht  man  aber  von  der  Kurve /fTi  inTaf.XIl.Flg.S.oder  Fig. 
9.  aus,  wobei  der  Punkt  O  zwei  Mai  getroffen  wird;  so  kann  der 
erste  Durchgang  durch  diesen  Punkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
erzeugt,  wie  der  durch  normale  Bewegung  während  Einer  Um- 
wälasung  bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
Scbliiigenbildung  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Durch- 
gänge während  aerselbcn  Umwftizungs  -  Periode  um  Einen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  e<olche  Lage,  dass  nun  bei  der 
zweiten  normalen  Umwälzung  bis  in  die  ursprungliche  Lage  AC\ 
kein  weiterer  Durchschnitt  möglich  sein  würde. 

Nachdem  Eine  solche  Schlingenbildung  yollendct  ist,  oder 
auch  gleichzeitig  mit  derselben ,  kann  sich  eine  zweite,  dritte  etc. 
entwickeln.  Es  kann  z.  B.,  nachdem  sich  in  Taf.  XI  [.  Fti;.  8.  die  Kurve 
ACi  In  die  Lage  ilf^  bewegt  und  dcmgemnss  den  Punkt  0  gleich 
im  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
durch geeen  diesen  Punkt  O  eine  Lage  erhalten  hat,  welche  der 
Läse  der  Kurve  i4(^  2,  in  Taf.  XU.  Fig.  9.  gegen  den  Punkt  O  ähnlich  ist, 
sich  nach  Art  der  Fig.  9.  eine  zweite  Schlingenbildung  entwickeln. 
vermöge  welcher  aber  der  Punkt  O  während  derselben  Umwäl- 
zung nur  noch  Ein  ferneres  Mal  getroffen  werden  kann,  so  dass 
derselbe  nun  im  Laufe  dieser  Periode  im  (lanzen  drei  Mal  er- 
reicht ist  Die  auf  den  dritten  Durchschnitt  folgende  Kurve  ^65  in  Tai'. 
XU.  Fig.  0.  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
dieselbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kurve  A(\ 
inTaf.XlI.Fig.S.  zu  kommen,  d  r  e  i  g  a  n  z  e  n  o  r  m  a  I  e  U  m  w  ä  I  z  u  n  g  e  n 
machen  mÜsste,  wobei  Jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  wäre»« 

Solche  zwei  Schlinixen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
indem  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
zunickwindende  Fortsetzung  dtirchsehnttten  wird.  Taf.XII.Fig.lü.  stellt 
dar»  wie  die  spiralförmige  Kurve  A(\  mit  zwei  Umgängen  durch 
ihre  positive  Bewegung  zwei  in  einander  fallende  Schlingen  AC^ 
erzeugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A  herein- 
geschritten. AC2  sei  diejenige  Knrve,  bei  welcher  die  innere 
Schlinsre  die  grössie  durch  A  gehende  Oeffnung  besiizt.  Bei 
dem  S^usammenzieben  dieser  beiden  Schlingen,  welche  sich  im 
Alli^eroeinen  nach  einander  niiitelst  zweier  besonderer  Spitzen 
auflösen,  und  bei  der  alsdann  erfolgenden  Wiederausdehnung  kann 
jeder  in  der  eben  genannten  grössten  Oeffnung  der  inneren  Schlinge 
liegende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
Durchgang  folgende  Kurve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage« 
dass  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schiingen 
drei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  um  wieder  in  die 
ursprlingliche  Form  ACi  zu  kommen,  wobei  derselbe  Punkt  nicht 
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wieder  erreicht  werden  kann.  Ein  jeder  Krenznngflpankt  dieser 
beiden  Schlingen  entspricht,  wenn  er  es  sein  sollte,  welcher 
durch  den  Nullpunlct  geht,  neben  dem  dritten  Durchgapra,  dea 
Falle,  dass  es  innerhalb  der  hetrachtejen  Bewegung  drei  i¥iineln 

der  Gleichung  von   der  Form   r^e  ^        »  r^e  ^  und  r^e 

jiibt,  wovon  zwei  bei  verschiedenen  Werthen  von  r  denselben 
Werth  von  q>  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpunkt  durch  den 
Nullpunkt ;  so  sind  zwei  von^  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gleich  und 

man  hat  n«^^^  ne^'^^,  r^c^*^^.  Wenn  die  beiden  Kreo- 
Zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig   durch    den  NuU- 

pnnktgehen ;  so  hat  man  drei  Wurzeln  Tie^'^  ^^^r^e^^^  "^ jT^e^'^ "K 
welchen  Ein  und  derselbe  Werth  von  9  angehurt.  Fiele  gläcb- 
zeitig  ein  Spitzenpunkt  und  ein-  Kreuzungspunkt  auf  den  Nullponkt; 

so  hätte  man  drei  Wurzeln  n«''''^^,  n«^'^^,  r-e^*'^^^,  denei 
der  Winkel  fpx  gemeinschaftlich  zukäme ,  während  ausserdem  bd 
zweien  auch  noch  die  Model  r  gleich  wären.  Es  ist  auch  nug- 
lich,  dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  Male  in  eine  einzige 
Spitze  auflösen  oder  dass  die  fraglichen  beiden  Spitzen  zusammeo- 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  betreffende  Punkt  der  Koordir 
natenebene  alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein  einziges 
Mal  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  bei  dem  Fortschrenea 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve,  deren  Dimensionen  sich  auf  Null  redu- 
ziren,  entspricht.    Man  hat  alsdann ,  wenn  diese  Doppelspitxe  uf 

den  Nullpunkt  treffen  sollte,  drei  gleiche  Wurzeln  ri«'*» 

Ti  c''»  *^~^ ,  Ti  e^^^"^.  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  immer  noth- 
wendig,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  sollen,  eioe 
Doppelspitze  durch  den  Nullpunkt  gehen  muss,  weil  sich  ja  hier 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  befinden  müssen,  ßlr  deren  jedes 
man  9>  =  9'i  und  r=rjL  haben  muss,  was  einen  dreimaligen  Darch- 
schnitt  derselben  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Art  erfor- 
dert, dass  die  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  liegenden  Kurven* 
bögen  auf  einen  einzigen,  jenem  r=rjL  angehörigen«  Punkt  redo* 
zirt  sind. 

Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen vollkommenen  oder  unvollkommenen  Schlingenbildung  wäH 
rend  einer  gewissen  Reihe  von  Urawälzungsperioden  die  nonoile 
Anzahl  der  Durchgänge  durch  den  Nullounkt  um  Einen  vermditt 
werden  kann,  dass  dann  aber  hierdurcn  Ein  normaler  Durcb- 
gang  für  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  wird  **  und 
umgekehrt,  dass  sich  iiir  jede  Suspension  eines  -normalen 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  ToUkommene 
Schlinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schlinge  anzusehende 
links  herumgehende  Spiral winduug  sich  in der&urve  erzeugt 
oder  eine  rechts  herumgehendeSpiralwindung  sich  aufhebt.  Da  nun 
nach  n  ganzen  Umwälzungen  aie  Kurve  genau  wieder  in  die  a^ 
spriingliche  Lage  zurückkehren  muss ;  so  leuchtet  ein,  dass'wib- 
rend  dieser  n  Umwälzungen  nicht  mehr  un^  nicht  we- 
niger, als  n  Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  erfolfl 
sein  müssen,  dass  also  die  Gleichung  vom  nten  Grade 
stets  n  Wurzeln,    und    auch    nicht  mehr  besitzt.    Sipd 


bieranter  m  Wurzeln,  welche  denselben  VVsrtfa  von  qs  gemein 
faiibea;  so  geht  Ein  und  dieselbe  Knrt-e  i»  mal  durch  den  IMnll- 
punkt  oder  es  bevre";!  sich  der  geincinschaftliche  Kreuzungspuulct 
von  (m— 1)  Schlingen  durch  diesen  iNulInnnlt.  Für  m  ganz  gleiche 
Wnrzeln  konzentriren  sich  alle  diese  Sctilingen  auf  einen  einzi";«!!, 
dnrch  den  Nullpunkt  sehenden  S|iitzenpunlit,  der  dann  die  Ueden- 
tnng  eines  m  fachen  Punktes  besitzt. 

Es  heut  nicht  in  der  Absiebt,  hier  alle  »ich  auszeichnenden 
SpczialitAteu  näher  zu  untersuchen,  da  die  vorstehenden  allge- 
meinen Gesetze  zur  Erläuterung  aller  hierhergehörigen  Erscheinun- 
gen ausreichen.  Es  muss  nur  noch  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  rotirende  Kurve  für  gevrisse 
Werthe  von  cp  sich  in  einer  aeruden  Linie  ausstrecken  oder 
sich  so  darin  zusammenlegen  künn,  dass  sie  mehrere  Uinundher- 
figAnse  darin  bildet.  Eine  solche  besondere  Figur  ändert  Nichts 
an  den  allgemeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kurve  bc- 
tracbtet  ist.  Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Linie,  no  die 
Kurve  in  direkt  entgegengesetzter  Ijichtung  zurückkehrt,  spielt 
die  Rolle  eines  Spitze  upunktes  oder  einer  annullirten  Schlince. 
Es  könnten  sich  auch  mehrere  Spitzen  punkte  oder  annuIlirEe  Schlin- 
gen in  Ein  und  demselben  Punkte  einer  sulcbengeradüiiigea  Kurve 
vereinigen,  und  die  endlicheu  Zweige  dieser  Schling«»  künnen 
sotvobfnach  derselben,  wie  nach  entgegengesetzten  Seiten  ans 
diesen  Schlingen  heraustreten.  In  welche^  gegenseitigen  bezie- 
bungen  die  '1  heile  einer  solchen  zusammen  gefalteten  Kurve  zu 
einander  stehen,  erkennt  man,  wenn  man  den  Werth  des  zu  geh  ü- 
rigen  {p  um  ein  sehr  kleines  lokrement  wachsen  oder  abuehm«!) 
läast,  indem  sich  dadurch  jene  Beziehungen  sofort  in  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.  So  kann  sich  z,  ß.  die  platt  gedrückte  Um 
"    ■  "  ■   ■     -'  ,„r, 

_ ._ __.._.  -jitwik- 

Eine   Gestalt    wie  AC'3    wird  bei  fortgesetzter  Bewegung. 

immer  die  nächste  Folge  davon  sein.  Unmöglich  würde  aber  im- 
mer eine  Entwickelung  nach  Art  der  Taf.  XII.  Fig.  16.  sein ,  indem  sich 
^wischen  die  Schenkel  der  zweiten  Spitze  £1  niemals  eine  vorn 
abgerundete  Kurve  legen  kann ,  sondern  sich  nach  Taf.  XII.  Fig.  1^.  um 
diese  zweite  Spitze  eine  Schlinge  erzeugen  müsste,  wenn  üher- 
fatupt  AD,EiCi  de»  Typus  für  die'  fernere  Bewegung  abgibt. 
Derartige  Figuren  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  mit  reellen  KodBzieoten  in  Betracht,  hei  denen 
sich  üür  9!=0  und  ip=:3i  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
bcnde Kurve  einstellenmuss.  Denkt  man  sich  die  der  Taf.  XII.  Fig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  iiilden  sich 
dieinTaf.XIl.Fig.  17.  angegebenen  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 
geradlinige  l^urve  ^0£CausTaf.XII.  Fig.ll  als  ein  Uel'ereang  der 
Kurve^Ca  aus  Taf.  XII.  Fig.  17.  in  die  Kurve,^C,  aus  Taf.  XILFig.  12., 
wobei  diese  beidenKurvens^mraetriscIie.alierinoeziehungzur  geraden 
Linie  A  C  entgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
schlagen der  Kurven  Ac^  m  AC3  wird  offenbar  in  allen  Fällen 
jeder  zwischen  A,E  und  jeder  über  D  hinaus  liegende  Punkt  der 
Geraden  AC  nur  von  einem  einzigen,  jeder  zwischen  E,D  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln  der  sich  bewegenden  Kurve  ge- 
lten.    Das   Stück  ED   der  Gerarlen   AC,  welches    schon    von 


j<Ü£CinTof.  XII.  Fig.  !1.  bei  positiverDrehungjenach  der  Natur  der 
se&ebenenGleichun^  wieTar.X1I.Fig.l2.,13.,U.  oder  15.  zeigt,  e 
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Ac\  umschlungen  wurde,  bleibt  nun  auch  in  der  Umschlingung 
der  Kurve  AC^  liegen,  wie  Taf.  Xll.  Fig.  18.  darstellt. 

Läge  also  der  Nullpunkt  O  zwischen  E  und  D  und  wäre  AC 
die  Kurve  für  9)=0,  also  ihre  Richtung  die  der  positiveo  reellen 
Axe*,  60  gäbe  es  drei  positive  reelle  Wurzeln,  deren  Quan- 
titäten r  verschieden  wären.  Läge  der  Nullpunkt  in  D;  so  gäbe 
es  zwei  gleiche  und  eine  davon  verschiedene  grossere 
Wurzel.  Läge  derselbe  in  £;  so  gäbe  es  zwei  gleiche  und 
eine  davon  verschiedene  kleinere  Wurzel.  Das  StQck  /)£ 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  redaziren; 
alsdann  existiren,  wenn  der  Nullpunkt  in  diesen  Punkt  hineinfiele, 
drei  gleiche  positive  Wurzeln. 

Angenommen,  es  handele  sich  in  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Kurve  AC 
(Taf.XILFi^.  18.),  von  welcher  derNullf)unkt  dreimal  durchschritten 
wird,  entspricht  der  Werth  g>=:0.  Um  sich  zu  überzeugen^  dass  es 

^r4K  ^59v  ^m0W 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  g>=-ö  "^'"^^""3 

=29r  wird,  keinen  weiteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^^  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  9,  also  dtp,  entspricht.  Diese  Kurve 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  welcher  der  Nullpunkt 
liegt  Bei  fortgesetzter  Vergrüsserung  des  Winkels  <p  erweitert 
sieb  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A  aus,  sodass  alsdann 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herumgehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.     Nach  der  ersten  Umwälzung,   also 

für  g)=-7r-»  ■'s^  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 
streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A  nach  der  Seite  C^y  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt,  in  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  für  97= tt,  streckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A  nach  der  negativen 
Seite  hin  aus^  sodass  hiervon  der  rechts  von  A  liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.     Am  Ende  der  zweiten  Umwälzung, 

also  für  g>=z-K-5  dehnt  sich   die  Kurve   von  A  wieder  gegen  C^ 

hin  aus,  aber  nun  liegt  der  Nullpunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gehende  Spirale  mit  Einer  Windung,  welche  sich,  je 
näher  ip  an  2n  heran  kommt,  in  die  durch  Ac^  dargestellte  Schlinge 
zusammenzieht.  Beim  Uebergange  von  Ac^  in  die  entgegenge- 
setzte Gestalt  AC^  durch  die  gerade  Linie  AC  wird  nun  mit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  Mal  getroffen. 

Was  die  Frage  anlangt,  unter  welchen  Umständen  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  dass  für  diesen 
Fall,  selbst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurventheile 
von  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  stets 
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(36) 
asiD(a-f  9»)  -|-2ar«iii («+2©)  +  3ar*«in (a  f  3©)  +...+  nr«- VmCnq?) 

11  91  X  3  » 


acofl(a-f9))  +2orco8(a+29)+3ar«co8(a+3g))  +,..+fn^-^OB(ng>) 

11  2  2  3  3 

eine  in  Beziehung  zu  r  konstante  Grosse  sein  muss.    Es  könnten 
aber   in  der    ursprünglichen   Gleichung    die    Koenizienten  A,  A., 

einiger  auf  das    hekanntc  folgenden  Glieder  null    gewesen   sein., 
NelimeD  irir  daher  das  in  or'^'niultiplizirte  Glied  als   das  niedrig- 
ste in   der  gegebenen   Gleichung   vorkommende   mit   x  behaftete 
Glied  an,  setzen  also  a,  a...a    gleich  null;  so   ergibt  die  vor- 

-  ^  12      m— 1 

stehende  Gleichung,  nachdem   man    Zähler  und  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  durch  r^-^  dividirt  hat^  den  allgemeinen  Ausdruck 

m<isln(cr-|-7/t9>)'|-(//t'|-l)arsin[a:}-(/n-}-l)9>]'|-'--i-7<f^~''"^n(^9>) 

w       m m-\-l      m-f-1 

mocos(a4-ingp)  -|-(?/i+l)#ircos  ( a+(m+l)gp]+...-|-nr»-"'cos  {nip)' 

m        m  m-f-1        m-f  1 

SoÜ  dieser  Ausdruck  in  Beziehung  zu  r  konstant  sein;  so  muss 
leneibe  (indem  man  einmal  r=0  setzt)  den  Werth 

tang/?  =  tang(a  -f  mtp) 

m 

haben;  es  muss  also  allgemein 

/3=a+wi9  ....  (37) 

m 

sein»  da »   inenn  man  r  von  0  bis  od    wachsen  lässt,  sowohl  der 
BUer»  wie  der  Nenner  des  Bruchs  ftir  tang^  gleichzeitig  gleich 

i^  also  taDg|3=Q  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  fQr  diesen  Werth 

r  die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Richtung  in 
dhelKt  entgegengesetzte  umschlägt;  so  müsste  man  eigentlich 

/3^a-f  W9  -{-kn 


9  worin  fttr  k  eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 
Zahl  zu  nehmen  wäre.     Man    wird  jedoch  hiernach  leicht 
nachfolgenden  Resultate  ergänzen  kOnnen,    wenn  man  darin 
-f  i»   fSr  a  gesetzt  denkt     Bezeichnet  man  der  KOrze  wegen 

Bi  Inbegriff  aller  r  enthaltenden  Glieder  im  Zähler  von  tang/3  mit 
l  ^id  im  Nenner  mit  C;  so  hat  man 
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mas'w  (ai-mtp)  -f-  B 


m  m 


tancf|3=    '"   -/"- 


muco8{a  +  mtp)  +  C 

m         m 


Bcos  (a  +  1119)—  Csiii(ce  +  mtp) 


m  in  M 


Damit  nun  dieser  Ausdruck  konstant  gleich  tsLng(cem -{■  fn/p)  sein 
könne,  muss  jedes  Glied  des  nach  Potenzen  von  r  georaneteo 
Zählers 

ßeos  (a+r/iy)  —  C6in(a  +  m^)^=' 

m  m 

(w  +  l)  a  sin(  a  +q>—a),r 

m-fl         tti-fl  m 

+  (m+2)  a  8in(  a  +29-a)r5^+ ...+n sin [(11-111)9 -«>** 

gleich  null  sein.      Dies   führt  zu  folgenden  (it — m)  Bediugai^- 
gl^ichungen: 

1)  a  +(p  —  a=Ä», 

m-|-l  m       1 

3)  «  +89  —  a  =  Ä:3r, 


n-rii-l)  ^   ^^J^ — m— 1)9  —  a=      k      TT, 

n— 1  m       n— m— 1 

'»-"»)  (n — »1)9  — a=  Ä  n, 

m     n—m 

Hierin     bezeichnen    k,    k k    wiilkuhr liehe    ganze 

1        2  n—m 

Zahlen  einschliesslich  der  Null.  Sollten  noch  mehrere  Glieds 
der  gegebenen   Gleichung    zwischen  A  a;^  und  ^^    ganz  fekkit 

m 

also  die  zugehörigen  Werthe   von  a,  z.  ß.  a  gleich  Null  seia] 

80  verschwindet  hierdurch  schon  das  betreffende  Glied  dar  so 
eben  annullirten  Formel  und  es  fallt  die  rte  der  vorstehtodea 
Bedingungen  ganz  aus.    Man  kann  sich  jedoch ,  wenn  a  =:0  ist» 

denken,  diese  rte  Bedingung  sei  jederzeit  realisirt  Die  letzte 
Bedingung  lässt  den  Werth  des  Winkels 

a  -{-kn 

IJLiüL   ....  (38) 
n — in  ^    ' 

erkennen,  für  welchen  sich  die  Kurve  in  gerader  Linie  zusamiuer 
legt,  Törkuidgesetzt,  dass  die  Übrigen  xp.-^m^X)  iBedin&tingB 
erfüllet  seien,  welche  jetzt  vermittelst  dös  vorstfehfetiÄeli  Wefttw 
von  7  zu  den  folgenden  führen: 
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1)  a  =A L.\a^An; —   k  n, 

mii     \       n—mjm     i         n  —  mn-m 

%  a  =(  I ja  +  ÄTt— k   Tff 

m|-*2       V  W — Ttt/m       %  II— Wln-m 

a     \        w — m/m      3         n — mn^m 


a 


«-1      n—m  m    «-m-l         \        n — m/n-m 


ositive 


Der  Neigungswinkel   dieser  geraden  Linie  gegen  die  positi 
Aze  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (37)  und  (38) 


ft        .     m 


5=  -^  «+.-"--.  k  7t (39). 


Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  gehen ,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Uichtung  von  OA  zuHammenfallen; 
•0  mflsste  der  vorstehende  Werth  von  ß=za+kn  sein,   also   der 

Winkel  a  die  Grösse 


u      u 


«=Ü=!?(«  +  A„)_!?  Un (40) 

m         '^       0        0  ^R-m 

besitieo.    Jenachdem  k  eine  paare  oder  unpaareZahl  sein  kann, 
ist  die  fragliche  gerade  Linie  von  A  aus  direkt  wie  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  gerichtet.    Ein  Durchgang  der  in  dieser  Linie  lie- 
S^ndeo  eigentlichen  Kurve  durch    den  Nullpunkt«    erfordert  ako 
r  k  eine  unpaarc  Zahl, 
o 

Wenn  die  eegebene  Gleichunc:  nur  reelle  Koeflfizienten  besitzt, 
10  dass  unter  den  Werthen  der  Winkel  er,  «  ....  o  nur  die  Grus- 

m    m-|-l    n—1 

SM  0  und  TT,  oder  allgemein  nur  Gröfe^sen  von  der  Form  k'n  vor- 
kommen; so  sind  allerdings  die  vorstehenden  (n—m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  willkührliche  ganze  Zahl 
k  durchaus  so  wählen,  dass,  wenn  a=^k'n  gesetzt  wird,  k' -{-  k 

•— «  m  n—m 

iigend  ein  Vielfaches  der  Zahl  n — m  ist.     Nachdem  dies  gesche- 
hen, findet  sich,  dass  auch 

na  +  m  k  n:=(nk!  -f  m  A;  )9C 


ein  Vielfaches  von  (n — m)  n  ist  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
fi  aas  GL  (39)  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n  ist,  dass  sich  also 
die  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Aze 
aoastrecken  kann. 

Für  jede  binomische  Gleichung  von  der  Form  A  +  a^=^0 
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oder  ae'*^''^-\-r^i?^^^^^=0,  aUo  »uch  ffir  jede  Gleichung  ersten 

o 

Grades,  fallen  die  obigen  (n — m—l)  Bedinguugsgleichungen  hin- 
weg oder  sind  als  erfüllt  anzusehen.  Man  nat  hier  ft=iii.  Der 
Winkel  9  bleibt  ganz  wlllkührlich,  indem  die  Kurve  f&r  alle 
Werthe  von  9  eine  gerade  Linie  bildet,  welche  sich  unter  dem 
Winkel  ß=zn(p  gegen  die  positive  Axe  neigt  und  durch  den  Null- 
punkt geht. 

Es  ist  vorhin  bemerkt,  dass  wenn  die  Kurve  sich  irgendwo  anf  eme 
gerade  Linie  reduzire,die  dieser  Reduktion  unmittelbar  voran&ehenden 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  geraden  Linie 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  nähemngsweise, 
sondern  in  aller  Strenge*  GGltigkeit.  Um  diess  einzusehen,  werde 
der  Werth  des  Winkels  q>  aus  Gl.  (38)  mit  ^t  und  der  von  ß  ane 
Gl.  (39)  mit  ßi  bezeichnet.  Ist  nun  AC  die  Richtung  der  durch 
A  gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßi  der  Neigungswinkel  CBI 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  OÄ;  so  denke  man  sich 
von  irgend  einem  Punkte  M  irgend  einer  Kurve  die  Perpendikel 
lUN  aul  OX  und  MP  auf  AC  geföllt    Es  ist  bekanntlich 

ON=fi  und  NM=f2^ 
Setzt  man  aber 

AP=pi  und  PM=:p2; 

so  hat  man,  unter  Berücksichtigung,  dass 

OQ:=ia  cosa  und  QA=a  sino  ist, 

0  U  0  0 

Pi^^fi^osßi  +  f^smßi  —  aco»(a—ßi), 

0  0 

;i^=/aCosj?i  -^  sinft  — asin  (a— ft); 

o  o 

oder  wenn  man  fär  /^  und  ^  ihre  Werthe  aus  Gl.  (3)   subisUfaiilt 
und  gehörig  zusammenzieht, 

p^  =ar  co8(a  +  9  —  ft)  +  ar*cos(a  +  2<p  —  ft) 

11  2  2 

+ar'cos(a-f39— /Ji)  +  ....+r«cos(»p-ft), 
3  9 

;;jj  =:::ar  sin  (a  +  9  —  ft)  +  ör*sin(a+29  —  jj,) 
11  22 

+  arhiü(a  +  39— ft)  +,...  -f  i^sin(fi9— /3|), 

S  8 

I 

In  diese  Gleichungen  substituire  man  für  die  Veränderliche  9 
den  Werth  91+'^,  worin  91  den  bekannten  Werth  aus  GL  (38) 
hat,  für  welchen  die  Kurve  in  die  gerade  Line  AC  fallt,  und 
worin  t^  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  späterhin  densel- 
ben Effekt  dadurch  hervorbringt,  dass  sie  =^0  gesetzt  wird.  Doroh 
dise  Substitution  wird  irgend  ein  in  den  Ausdrucken  von  pi  und 
P2  vorkommender  Winkel,  wie  etwa    a    +(wi+r)9— ft,  wenn  Bun 

.      .  ,  -  m-|-r 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleiehuugen  und  auch  die  Gleichungen 
(38)  und  (39)  gehörig  berücksichtigt. 
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a  +(»»+r)9>-ft=  er  +'(m  +  r)yi -ft +(m +r)^ 

r 

Der  Ko«inas  hiervon  ist  Jbco^K'n  +  i*)^]  und  der  Sinus 
:J:  sin  [(m -|-r)  tf;]  5  jenachdero  k  paar  oder    uopaar   ist.     Hierdurch 

r 
erhält  man 
Piz=:i^ar co&ip  ±  ar*C03(2t;;)  ±  or'cos  (3i(;)  ±  ....  ± r"cos(ni(;)      (41) 

12  3 

p^=±arBiaiU±ar^sm(2if)±ar^siD(^)±....±r^s\n(n^)     (42). 

Will  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
welche  der  geraden  Form  AC  unmittelbar  vorangehen  und  nach- 
folgen ;  so  hat  man  dem  Winkel  i/;  einen  unendlich  kleinen  Werth 
m. sehen.  Bleibt  man  bei  den  ersten  Potenzen  der  sehr  klein 
gedachten  Grosse  ^  stehen;  so  hat  man  cosif;,  cos(2tf;), ...co8(itt(;) 
gleich  ]  und  sini/;,  sin  (2t^) , ....  sin  (ntf;)  resp.  gleich  ijf,  2if;,...itip; 
«Iso  ffir  solche  Wertfae 

Pi=±ar±ar^±ar^±...±f^    (43) 

12  3 

ttj=(±ar±2ar«  +  3ar»±...±iir«)^  ....  (44). 

12  3 

Ob  nun  die  sehr  kleine  Grosse  tf;  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen werde,  hat  auf  den  Werth  von  pi:=AP  gar  keinen 
Einflnss.  Der  Werth  von  p^zziPM  behält  zwar  rar  ein  posi- 
tives und  negatives  ^  dieselbe  Quantität,  wechselt  aber  das 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  der  geraden  Form  AC 
unmittelbar  vorangehende  Kurve  Ac^  ganz  symmetrisch  ist,  mit 
der  unmittelbar  nachfolgenden  AC^, 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  ist  vorausgesetzt,  dass 

das  bekannte  Glied  il=ae°^'^  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe.  Cm  jetzt  das  Eigen- 
tfafimliche  des  Falles  anschaulich  zu  machen,  wo  dieses  Glied 
dadurch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a=0  wird,  gehe  man 

o 

VCD  einer  Gleichung,  wie 

A-[-Ax^  ^  J:~^-^+....+  A  a:"-H«"=0  ....  (45) 

0       M       m-\-l  n— 1 

9  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A  unendlich 


li^lflinseL  Diese  GIdcbung  hat  naturlich  n  Wurzeln.  Wird  der 
Werth  einer  solchen  Wurzel  in  die  x  enthaltenden  Glieder  sub- 
sdituirt;  so  muss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  unendlich  ge- 
rii^  Quantität,  wie  A^^  mit  entgegengesetztem  Zeichen  annehmen. 
Hierzu  ist  offenbar  nicht  nothwendig  erforderlich,  dass  die  Quan- 
tität einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei;  allein  es 
wird  unter  den  n  Wurzeln  immer  eine  gewisse  Anzahl  geben, 
deren  Quantität  unendlich  klein  ist.    Dies  leuchtet  ein,  wenn  man 

sich  in  die  vorstehende  Gleichung  fiir  a:=rc''^"^  nur  Werthe  von 
uBendlich  geringer  Quantität  r  substituirt  denkt,  oder  die  für  ir- 
gend einen  We^h  von  9  entstehenden  Kurven  in  ihren  dem  An- 
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fonesDuokt  A  und  dem  unendlich  benachbarten  Nullpunkte  O  zu* 
nächst  liegenden  Anfangstheilen  betrachtet  Zu  dem  Torliegen- 
den  Zwecke  fähre  man  statt  des  Winkels  9,  welcher  von  der 
Einen  Kurve  zu  der  benachbarten  variirt,  aber  fiir  jede  einzeloe 
Kurve  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  "^  ein,  welcher' mit  7 
durch  folgende  Bedingung 

a-|-m9=a-ffir4;-|-;c *  .  (4© 

oder 

a — a-\-n  a  —  a — n 

9>  =  i/;+    ^-^ .    oder  t=9+^=^-^^^ 

verknflpft  ist,  wobei  einer  Variation  des  Winkels  9)  von  0  bis  8« 

«  —  a —  n    . 

eine  gleichmSssige- Variation  des  Winkels  ^  von  ^ — ~ big 

in 

«  —  a  —  « 

2  Ä  H entspricht.    Hierdurch  erhält  man   aus  der  g^ 

gebenen  Gleichung  (45) 

/l  =a  cos  a  —  ör~  cos  (a +  1111/;)  + r^+^JB*! (47) 

0       0'    M  0 

/2=a8ina — ör»»8in(a+mt;;)+r'"+^^ (48), 

0      0«  0 

worin  die  Glieder  von  der  Hube  (m-f-l)»  (m-i'2),..n  der  Kürze 
wegen  nur  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofero 
man  fiSr  mt|;  nur  Werthe  einführt,  weiche  sich  unendlich  wenig 
von  0,  Stc,  in ..,.,  oder  JfiSr  tf;  Werthe,  welche  sich  unendlich  wenig 

von  0,  — 9  — >  ••• unterscheiden,  indem  man  dieselben 

mm  m 

.     äx     o       2«  ^  ^     47r   .  ^          (m — l)27t     ^     _       ... 
resp.  mit  O  +  ci/;,  'Zr+ö^*"^  +  ^^"*' ZjT" — ho^f  bezeichnet, 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  co8(f7iif;)  =1  und 
sin  (mt(;)  =  mdi/;  setzen.  Dies  gibt  die  nur  für  solche  Werthe 
gültigen  Ausdrücke: 

/J = a  cos  a — a  r*"  cos« + m3ij;  a  r"  sin« +!*■+*  Äi , 

0  '     0        in  0  m  0 

^ = a  sin  a  —  fl  r *^ina — mSt^  a  r**  cosa + r"H-i  JB^. 
0       0      >»         0  «n  0 

Der   Voraussetzung     gemäss    ist    a    eine   unendlich    kleifle 

Grösse,  nimmt  man  nun  auch  r  unendlich  klein,  und  zwar  so»  diM 

m 

Afa 

ar**  =  a,  also  r=  T  —  Ist;  so  werden  die  vortaehenden  Aos- 
m         0  ö 

m 

drücke,  wenn  man  darin  die  in  Bi  und  B^  multiplizirten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Hube  m  v^ 
nacnlässigt, 

/i=:md^asina (49} 

O  O 

f^=z^md^a  cosa (80). 


Au8  dem   VorstehendcFi   «rhellet,   dass   für    8^=0    oder    für 

*  ^^^*  "ZT'  ~^  ' '"ß  Kurve,  wenn  auch  nicht  vnllkom- 

m*D  durch  den  Null{iunkt,  doch  in  einer  solchen  Kühe  an  deniBet- 
ben  vorbeigehen  rauss,  dass  ihr  Abstand  von  diesem  Punkte  im 
Vergleich  zu  dem  Abstand«  OA=^A^ae'''~^^aT^e'^^^  un- 
endlich klein  ist.  Für  ein  positive«  8^  geht  dicselhe  bei  einem 
gleichen  Wertfae  von  r  durch  einen  Punkt,  welcher  im  Vergleich 
zu  .1  in  einem  endlichen  Abstando  vnm  Nullpunkte  in  einem  auf 
OA  euichleten  Pernertlikel  Iic|;t.  För  ein  negatives  Sif  aber 
geht  die  Kurve  durch  einen  auf  entgegengesetzter  Seite  von  OA 
iibniich  liegenden  Punkt.  Hieraus  tolät.  mit  Bezugnahme  auf  die 
fKilieren Untersuchungen,  dass  essn-ischen  einem  enlehen  positiven 
und  negativen  Werthe  von  9ijf,  also  Rirr«  Werthe  von  ij;,  weiche  unend- 
lich nahe  resp.  anO,-— ,— ..  ^"'^  '~  liegen,  WutzelB  der 
Gleichung  (45)  gibt,  deren  Quantitäten  nahezu  den  unendlich  kleinen 


,V]. 


Dem   Winkel     f    entsprechen    faierßir    die 


I  Wer^ 


«-«+(2m--I);i 


..  (51). 


UieflCB  Gesetz  wird  nun  nicht  im  mindesten  alterirt,  wenn 
man  sich  das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  immer 
kleiiMt  und  kleiner  werdend  denkt.  Im  Augenblicke  des  Ver- 
schwindene,  wo  man  die  Gleichung 

Ax*  +  Ax''^^+....  A  .T«-'-fj:»=0     (52) 

n  «+i  n-l 

erhalt,  reduziren  sich  die  unendlich  kleinen  Quantitäten  der  eben 
betrachteten  m  Wurzeln  selbst  auf  null.  Es  gibt  also  nnter 
den  M  Wurzeln  dieser  Gleichung  m,  welche  gleich 
null  sind. 

Eine  Gleichung  von  derForm{51)  enthält  aber  insofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  man  sich  den  Winkel  a  des  fehlenden  Anfanga- 
EÜedes,  welches  fiir  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
für  den  annullirten  Werth  seiner  Quantität  a  zu  verschwinden 
vermag,  von  jeder  beliebigen  Gross«  denken  kann.  Hierdurch  wer- 
den denn  auch,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  die  Winket  (51) 
der  eben  untersuchten  m  Wurzeln  in  dems«ll)en  Maasse  unbe- 
stimmt. Die  Analogie  hierzu  spricht  sich  bei  der  geometrischen 
Darstelhing  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O  und  A  xu- 
sammenfallen.  wudurch  der  N'ill|i(ii>kt  der  Anfangspunkt  jeder 
Kune  wird,  sodass  es,  un)  die  vnrslehendeti  Gesetze  zu  bewabr- 
Imtcn,  willkührlich  bleibt,  welchen  Winkel  man  sich  unter  der 
({■üfice  a  denksa  wolle. 
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Alle  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  auf  die  Bew^nng 
der  Kurve  basirt^  welche  sich  durch  die  Variation  der  Grosse  r 
von  0  bis  x  fiir  ein  konstant  erhaltenes  q>  ergibt,  indem  nun  auch 
dieses  9  von  0  bis  ^n  variirt  wurde.  Dieselben  Thatsachen  und 
daneben  verschiedene  interessante  Beziehungen  stellen  sich  her- 
aus, wenn  man  jetzt  die  Bewegung  derjenigen  Kurve  betrachtet» 
welche  sich  durch  die  Variation  der  ur5sse  9  von  0  bis  2»  für 
ein  konstant  erhaltenes  r  erhält,  indem  man  nun  r  allmähllg  von 
0  bis  00  wachsen  lässt. 

Dass  eine  jede  solche  Kurve  eine  in  sich  geschlossMie  sein 
muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ganze  Umwindungen  oder 
Sciilingen  bilden  kann ,  leuchtet  sofort  em ,  weil  die  Berthe  vob 
/i  und  ^2  ^^^  9  =  2;r  dieselben  sind,  wie  für  9  =  0. 

Für  r=0  reduzirt  sich  diese  Kurve  auf  den  Punkt  A^  indem 

man  hierfür  ^=acosM  und  f^^=za8ina  hat. 

00  00 

Bei  dem  jetzt  beginnenden  Wachsen  von  r  kann  man  diese 
Grosse  zuvordferst  so  ungemein  klein  denken,  dass  alle  übri- 
gen Glieder  in  den  Ausdrücken  fäv  fi  und  /«^  gegen  das  bekannte 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  geringster  Dimension  verschwin- 
den. Ist  nun  X"*  die  niedrigste  Potenz  von  x  in  der  gegebenen 
Gleichung;  so  hat  man  für  solche  sehr  kleine  Werthe  von  r 

fiz=:acosa+ar^co8(a-\-m<p)  .:.....  (53) 

0  0      >n  >n 

f^z=ia8ina-\-ar"^8\n(a-i-mq)) (54). 

0        0      ns  »> 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  in  m  auf- 
einanderfallenden  Kreisen  von  demselben  Radius  at^ 

m 

um  den  Punkt  A  herumschlingt.  Die  wahre  Gestalt  der 
Kurve,  unter  strenger  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  Glie- 
der, wird  eine  geschlossene  Spirale  von  tn  Windungen  sein,  welche 
sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  Innerhalb 
aller  dieser  Windungen  liegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radius  die- 
ser Windungen  selbst  unendlich  klein  ist',  so  liegt  det*  Null- 
punkt O  nothwendig   ausserhalb   dieser  ganzen  Kurve. 

Denkt  man  sich  jetzt  r  unendlich  gross;  so  verschwinden 
alle  Glieder  gegen  das  höchste  x^  und  man  hat: 

/j  =  r«  cos  (n(p)    f^  =r"  sin  (ny). 

Hierdurch  ist  wiederum  eine  Spirale  dargestellt,  welche 
sich  nun  aber  in  n  der  Kreisform  unendlich  nahe  kom- 
menden Windungen  um  den  Punkt, ^  herumschlingt. 
Da  der  Radius  r"  für  diese  Kreisfprm  unendlich  gross  ist;  so 
muss  der  Nullpunkt  O  innerhalb  aller  jener  n  Win- 
dungen liegen. 

Bei  dem  Uebergange  der  ersteren  unendlich  kleinen  kreisfSr- 
migen  Spirale  von  m  Windungen,  welche  den  Nullpunkt  O  aus- 
schliesst,  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisfDrmige  Spirale 
von  n  Windungen,  welche  den  Nullpunkt  einschliesst,  muss  nun 


dieäer  Punkt  im  Ganze»  n  Mal  und  aucb  nicht  mehr  Mal  voo  der 
Kurve  getruffeti  werdeH,  ivas  den  n  Wurzeln  der  gegebe- 
nen (iieichuiig  entspricht. 

'  ',  Um  dies  nachzuweisen,  kann  man  «inen  dem  Trnheren  ganz 
Stntlichen  Gang  einBi;hlu«en.  Hierbei  neigt  sich  sofort,  dass  auch 
kier  keine  benachbarte  Kurve  liir  r+dr  weder  niit  der  Torher- 
gehenden  für  r  einen  korrespondirenden  Pnnkt  cetnoin  haben,  noch 
sic-b  an  irgend  einer  fStelie  in  der  direkten  Richtung  ihres  da- 
selbst liegenden  Elementes  fortbcvTegen  kann,  dass  sich  alan  die 
erstgenannte  Spimle  in  stfls  übereinander  her  laufenden  Zügen 
erweitern  niuss.  Hierbei  krinnen  übrigens  Spitzen  ■  und  SchTiti- 
!;geubildungen  Tnrkommeu.  Diese  stehen  in  gunz  ähnlichen  Be- 
ziehungen zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Kurven  wie  die  früher  betrachteten  Spitzen  und  Kchlingen.  Die 
Untersuchung  hierüber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Cruud  der  beiden  Gleichungen  (Vi)  und  (13)  in  Erwägung  zieht, 
dass  jede  neue  Kurve,  wie  etwa  ...£>,  iH,  iV, Pi £, ...  in  Taf.XlI. 
Fig.  19.  oder  Fi«.  20.  auf  allen  früher  betriichteten  Kurven,  «Te  A(\, 
AC^,  ACi  in  den  Punkten  W„  iV,,  P„  welchen  Ein  und  derselbe 
Werth  von  r  angehört,  normal  steht.  Hierbei  Ist  die  direkte 
fUchtung  des  von  JUi  auslaufenden  Elementes  J/^  iV|  der  neuen 
Kurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korresnondirentlen  Elemeii- 
Itta  der  Kurve  AM^<\  »tets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
tiaen  rechten  Winkel  nach  der  IJeite  der  positiven  Roti- 
rung  um  den  Pnnkt  itf|  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
Kurve  A(\  liegt  stets  eine  äpitze  der  Kurve  E^D^  direkt  gegen- 
fifier,  wobei  die  eigentlichen  Spitzeun  unkte  von    beiden  genau  in- 

Kinanderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  links  bernm 
chweokenden  Krümmungen  der  Kurve  ACi  unmittelbar  erzeu- 
gen konnten;  so  können  jetzt  nur  rechts  herum  laufende  Krüm- 
P'tBungen  der  Kurve  £,  />j  nnmiltelbar  in  Spitzen  übergehen.  Bei 
l.4en  Hieraus  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
^cheukel  stets  zur  Hechten,  wenn  mau  die  neuen  Kurven 
D|  ^,D^E^...  stets  von  Bin  und  derselben  früheren  Kurve,  z.B. 
ron  ACi,  also  vom  Punkte  jW,  her  in  Hichtung  ihrer  fiositiven 
Entstehung  durchläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spitze  D^E^  eine  sich 
Rng  fcusitmmeBziehenile  Krümmung  D^E^  voian,  und  es  l'ol^t  ein« 
Schlinge  D3E3  nach,  und  es  lindet  nie  eine  unigekehrlß  Erschei- 
oung  statt.  Eine  suldie  Schlinge  erweitert  sich  nun  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve,  also  tür  immer  grüsser  werdende  r,  mehr  und 
nefar,  ohne  an  irgend  einer  Stelle  eine  rückgängige  Bewegung 
anzunehmen,  und  muss  zuletzt  den  Ausgangspunkt  A  aller  Kur- 
.raa  mit  umschlingen  (Taf.XlI.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
fcatdie  Kurve  eine  ganze  Windungum  den  Punkt  A  mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzen 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kurve  liegt  nach 
ieu  obigen  Gesetzen  in  der  Unmöglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
tcann  sich  also  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Anzahl  =71  geworden  ist,  welche  den  unendlich  grossen  Werthen 
«on  r  angehürt.  Da  eine  jede  dieser  zusammenhängenden  Schlin- 
gen oder  Windungen  Kich  zuletzt  über  jede  Grunze  hinaus  erwei- 
tern m'uss  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
von  jeder   der  schliesslich   entstehenden  n  Windungen  eine 


Es  gibt  also  danu  m  Wurzein  elei 
wäbnte  Uitbestimmtheit  für  diesen  Fall» 
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jede  den  Nallpnnkt,  aber  auch  nur  ein  einziges  Mal  treffen  mos«. 
Hierdurch  sind  die  n  Wurzeln  der  Gleicheog  vom  nten  Grade 
nachgewiesen. 

Das  Zosammeo fallen  eines  Punktes  der  Kurve,  worin  sidi 
zwei  Windungen  kreuzen ,  entspricht  dem  Falle,  dass  zwei  Ww 
zeln  vorhanden  sind,  welche  bei  verschiedenen  W^hen  vop  f 
dieselbe  Quantität  r  besitzen«  Fällt  ein  Spitzenpunkt  der  neues 
Kurve,  welcher  zugleich  ein  Spitzenpunkt  der  frühereu  Kur?e 
ist,  auf  den  Nullpunkt;  so  gibt  es,  insofern  diese  jSpitze  Dor 
Eine  auf  null  reduzirte  Schlinge  vertritt,  zwei  vollkommen  gleid» 
Wurzeln. 

Wenn  das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  gletdi 

null,  also  eine  Gleichung  wie  (52)  gegeben  ist ;  so  sprinja;t  ans  den 
mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallenaen  Punkte  A  sofort  fär  die 
kleinsten  r  eine  Spirale  mit  m  Windungen  hervor.  Dieser  Punkt 
ist  daher  als  die  Reduktion  von  m  solchen  Windungen  anzusehen. 

1  e i  ch  null,    uie  früher  er 

welche  darin  beruht,  dass 

mau  nun  den   Winkel   a   des  bekannten  Gliedes  wiUkflhrlieh  m* 

0 

nehmen  kann,  was  eigentlieh  m  Systeme  von  unendlich  vielei 
Wurzein  von  der  Quantität  null  herbeiföbren  müsste,  spricht  sScfc 
letzt  darin  aus,  dass  sofort  m  ganze  Kreisnmfänge  aas  den 
Nullpunkte  hervorgehen ,  und  derselbe  daher  wie  das  mfache  von 
unendlich  vielen  Kurvenpunkten  zu  betrachten  ist 

Man  findet  leicht,  dass  sich  die  Spiralkurve  niemals  wie  die 
früher  betrachtete  Kurve  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  kaoOi 
indem  der  Werth  der  goniometnschen  Tangente  des  Neigungs* 
winkeis  ß'  der  Berührungslinie  an  der  neuen  Kurve,  nämlich 

8/2           84 
tang/J'=-^?  =  -^=cotangi3 (53) 

"§9  dr 

mit  Bezugnahme  auf  die  Gl.  (36)  wohl  für  die  Veränderliche  r, 
nicht  aber  för  die  Veränderliche  9  einen  konstanten  Werth  a&- 
nehmen  bann.  Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Kur* 
ven  zu  thun  hat;  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie  friibtf 
bei  den  Fällen  der  geradlinigen  Kurven  nothwendig  erschieoeii» 
hier  ganz  tberflüssig.  £s  werden  sich  demnach  mittelst  der  Spi* 
ralkurven  auch  alle  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  wit 
reellen  Koeffizienten  auf  eine  ganz  unzweideutige  Weise 
darstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich ,  dass  die  Spiralkurve  in  meh- 
reren auteinanderfall^nden  Kreislinien  zusammenläuft 
Wenn   der   vom    Nullpunkte    O   nacb_  dem    Mittelpunkte    dieser 

Kreislinie  führende  Strahl  durch  ce^^  ~^=ccosy+csiny.V  — h  al«e 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzteren  Mittelpunktes  resf^ 
durch  ccoBy  und  csiny  dargestellt  werden;  so  würde  der  Radiiü 
jR  des  fraglichen  Kreises 
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Ä=  V(/i  -  ccosy)«  +(/2— csiDJO*  ....  (56) 

sein,  und  wenn  der  angähnte  Fall  überhaupt  eintreten  sollte, 
miUiste 

(/i  —  c  cosy)*  +  (fi'-c  siny)« 

ein  Ausdruck  sein,  welcher  fähig  wäre ,  für  einen  gewissen  Wertb 
▼on  r  einen  von  9  ganz  unabhängigen  Werth  anzunehmen. 
Entwickelt  rnati  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  ßir 
fi  und  f^  ^us  ^^-  (<^)  ^^^  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
selben gehörig  nach  der  Grosse  9;  so  findet  man  leicht,  dass 

c=a,  y=a,  a=0,  az=zO,  a=0, «=0  ....  (57) 

0  Ol  a  8  »-1 

die  nothwendigen  Bedingungen  för  die  Möglichkeit  des  vorstehen- 
den  Falles  sind. 

Hieraus    folgt,    dass    bei  jeder^  binomischen    Glmehung 
A+:t*=^0,   oder    ae'>^'~^  +  t^e"^^''^=0,    also    auch   bei  jeder 

o  o 

Gleichung  ersten  Grades,  aber  auch  nur  bei  einer  solchen  Gl  ei 
chnng,  die  in  Rede  stehende  Kurve  einen  Spiralkreis  um  den 
Punkt  A  als  Mittelpunkt  bildet.  Dieselbe  geht  sofort  als  e\n  n 
facher  Kreis  aus  dem  Punkte  A  hervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
Kreis  vom  Halbmesser  R=ir^,  Die  früher  betrachteten  Kurven 
werden  för  diesen  Fall  bekanntlich  zu  lauter  geraden  Linien, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  A  jenes  Kreises  auslaufen. 
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Bestimmnng  da9  Integrals 


f 


STa:  ' 
Von  dem 

Herrn  Hofrath  Oettinger 

tn  Freibarg  i.  B« 


Bekanntlich  ist  ein  Integral  mit  positivem  Exponenten  deich 
einem  Differenziale  mit  demselbeo  negativen  Exponenten  una  um- 
gekehrt, oder 

1)  y>(ax)»  =  -^  Ar, 

Hieraus  hat  man  folgende  Beziehungen: 

3)  /""AO^)-- =£^  ^ 


Die  Darstellungen  3)  und  4)  dienen  zur  Werthbestimmong  ie» 
oben  vorgelegten  Integrals  und  zwar  dadurch^  dass  man  es  auf  ein  In- 
tegral mit  ganzem  Exponenten  (hier  die  gewöhnliche  Integrälform) 
zurückführt.     Man  ernält  sofort  folgende  zwei  Uebergangsforroen: 


US 


den  Werth  von  5)  zu  bestimme«,  hatmanfolgendeDarstelliui- 
Differenziale  mit  gebrocheneii  Exponenten  nOthig,  deren 
elang  keinem  treitern  Schwtisrlgfceit  tmtetfiegt : 


1-.« 


diesen  Darstelluneen  ist  neben  der  Kramp*8chen  Bezeichnung 
Imitaten  i'U= 1.2.3....^  a«^h  die  ton  Legendre  r(x+l) 
*.,.x  aufgefiShrty  vreU;  diese  >i&  Deutschland  mehr  gelcannt 
Q  scheint,  als  die  KriAnp'scfae;  obgleich  die  ije^en- 
e  dem  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  entspricht 
h  auch  ,2ur  weitern  Benutieung  in  der  Theorie  der  Fakul« 
anz  unbi;auchbar  zeigt. 

bandelt  man  nun  die  erste  Form  in  S)  nach  T),  so  wird 


(dx)\  "".  \^\\^x  "■  I\X)x  ^  Vn.x 

i»s=r(4)  =  v;»  ist. 

rch  Einfiihrung  dieses  WertlieB  in  6)  entsteht 


der  zweiten  Form  in  5) hat  man  nach  den  bekannten  Regeln; 


/-. 


rd  dieser  Werth  in  die  zweite  Form  von  6)  eingeftihrt  und 
ann  die  Gleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 

Jil  XV.  29 


426 


weil  lJI»=4V«t=r(i+l)  ist. 

Hiernach  hat  man,  wie  ans  8)  und  9)  hervorgeht,  dnrch  verscUe* 
dene  Behandlung  des  Integrals 


/ 


\(dx)l 


zwei  unter  sich  yergchiedene  Werthe  für  dasselbe^  eineo  imaginS-   i 
reo  in  Verbindung  mit  Logarithmen  und  einen  reellen.  i 

Diese  verschiedene  Werthbestimmung  beruht  nach  dem  Vor-  : 

liegenden  darauf,  dass  man  nach  5)  zuerst  differenzirt   und  < 

dann   integrirt  und  andererseits  zuerst  integrirt  und  dann  ; 

differenzirt^  also  auf  einer  veränderten  Ordnung  und  Ausflih-  ** 
rung  der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 

Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Behandlungsweise  fort,  so 
erhält  man  folgende  Integrale  mit  gebrochenen  Exponenten  aus  8): 

10)  rö_V^, 


V^  ~  VIT  V    2    "4/ 

/4<§£)i_V^/^Igar     ll£fV 
V^      VH^  V    6    ~  36/ 


!> 


2 


V^         ""  V^»  Vl.2.3...r  l.2«.3».~f«     / 


Ans  9)  aber  erhält  man: 

J     V^—     1.2 


y 


\rx-  1.2.3 ' 


."»Gl, 
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(8»)  t.  _  «'•y«  , 

Beide  Daretellangep  (10)  und  (H)  sind  besondere  F&Ile  fon 
fdgendeD  allgemeineru: 


18) 


/r4*        rfC        •       iJf 


h4 


♦(8:r)    '       1  *  xr 


VIS 

LioltvUlelliat  das  Integral/  ^-=  iinJoiirB.d4  TecolepolytT. 

J     y  X 

XIIL  Gab«  31.  Pg.  161  und  162  behandelt  und  nur  die  Gleichung 
8)  und  den  ersten  Ausdruck  von  10)  gefunden.  Diess  kommt  da- 
MTi  dassetnur  orach  einerAns(cht  die  vorstehende  Aufgabe  unter- 
sucht hat»  nnd  slrar. dadurch,  dass  er  zuerst  differensirt  und  dann 
lBttjnrir.t.  Die  Möglichkeit  der  zweiten  Behandiungsweise  scheint 
er  obefseheti  zu  haben.  Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  ifi  10) 
imd  13)  angegeben  ist,  bat  er  nicht  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
den  kWei  ersteti  liite^ralausdrficken  stehen.  Die  Ausdrücke  11), 
IS),  und  13)  finden  sich  in  dem  augeffihrten  Werke  aus  dem  an- 
gmgteo  Grunde  nicht  vor. 

Sind  nun  die  hier  gefundenen  Resultate,  wie  nicht  zu  bezwei- 
tritt  ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt,  rich- 

ii  so  werden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
ft  Beschränkung  hinzunehmen  sein,  denn  es  kanui  wie  hier  vor- 
litgtj  der  Fall  eintreten,  dass  die  Anwendung  des  in  ihnen  liegenden 
metzes  auf  verschiedene  Resultate  führt  Hiedurch  wird  Folgen* 
'm  gerechtfertigt  sein. 

Die  Ordnung  Im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
^er  gleichgültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  ffibren. 
Oie  in  3)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
S^brauchen. 

Die  Angabe  der  Zahlenwerthe  des  Ausdrucks 

C(l,  2,  3....r)»'-i  =  i4r 

l^<Aer  Gleichung  13)  und  der  Fakultät  l**!^  verursacht  bei  etwas 
*^heni  Zahlen  viele  Mühe.  Wir  geben  hierüber  folgende  Zusam« 
••nattllun»: 
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^,  «1 

IUI  —i 

/4a»3 

1*1»  =2 

4,  all 

l»i»  s6 

AtSstiO 

l«|i  =24 

A,  «274 

l»l»  =120 

.<«  ^=1764 

l«l»=720 

Ar  a  13008 

17|i  =5040 

W,  .-Z100S84 

ly  =40320 

il«  3*1090870 

l«i>  =362880 

t 

^lo^.i  10028040 

l»l»=3628800 

i4„-  12(»4:i840 

iU|  1=39916800 

44„s=  148044:2880 

iu|i=:47g001600 

^„»»woimooio 

lM|>=e227O2060O 

^,4<smi40S647960 

]Mii=8711782919D0 

^,»^«4330101)001000 

1  Ulis  1307674368000 

.4,««70734»t33{l9000 

Iuii=a0922789688QaO 

4,v)mlS)KMlX»9Q579900 
.4i«n9!KI»{W806889lQ0O 

l>t  I = 3S5fl8749BOMOO0 

inii-640237SQ5:2S0aa 

J(»tt431«IS14l»li«»M0 

ii«it = i2i6i5i«Me8aaHi 

4w^ti'7S9M8QI95761QQ000O, 

i»:i=343»03ogeimMHi 
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leitr&fl^e  zur  Vbeorie  der  qniMlrati- 

sehen  FermeiL 


VoB  d< 

Herrn  Doctor  R  Atukit^ 

Lehmar  am  GjBUMMialB.  zu  Stfahand. 


.mA< 


i  ])>ie  in  meiner  ÄbbaDdlaDi;  „Beitrag  zur  Tbeorie  der 
i^irdratiscfaenFoTmeD''  (Gruneri  Archiv XHC  pag*105ff.) 
(IwickelteB  Resultate,  fähreD  zunacbst  zur  Auflösung  dreier  Haupt- 
obleme  über  die  Transformabilität  der  quadratischen  FomleI^ 
siehe  in  den  Disquisitionibus  Aritbmeticis  nicht  znr  Sprache  ge- 
mcfat  werden. 

Erste  Aufg-ttbe.  STSmintlicrbe  KTassen«  der  quadrati- 
eben  Formen  von  bestimmter  Determinante  zu  fin- 
erby  welche  in  därs  Produirt  zweier  g'egeb.etien  Formen 
ansformabet  s'fnd. 

AiffrSTsung.    Man  bezefchtie  dicf  gegebenen  Formeir  durch 

re  Determinanten  durch  d,d';;  ästa  grosste  gemeinschaftliche 
aass  von  a^  2b,  c  sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  babem' 
Bezug  auf  die  Form  f ;  endlich  Sei  ly  die  Üeferminante  der 
»suchten  Formen,  und  D  das  grSsstj^  gemeinschaftliche  Maass 
m  dmfmfy  d'rmn,  Soll  nun  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  sein, 
r  MOss  D  durch  D*  theilbar,  und  der  Quotient  ein  Qi^ratsein, 
Bsshalb  wir  D=:iyhk  setzen,    wo  k  eine  positive  ganze  Zahl 
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bedeutet;  dies  vorausgesetzt,  muss  jede  in  das  Produkt  ^^  trans 
formabele  Form  jede  beliebige  aus  fy  f  auf  dieselbe  Weise  su- 
sammengesetzte   Form    eigentlich    einscnliessen ,    und    umgekehrt 
(Disq.  Arithm.  Art.  239.  ^8^),   und  daraus  ergiebt  sich  folgende 
Losung  unserer  Aufgabe. 

Man  suche  eine  beliebige  aus  f^f  in  Bezug  auf  beide  For- 
men direct  zusammengesetzte  Form  F^  welche  die  Determinante 
D=:^D*kk  haben  wird,  und  bestimme  die^Klassen  aller  Formen  J^ 
von  der  Determinante  D\  welche  F  eigentlich  einschliessen ;  die 
Aufgabe  wird  hiermit  vollständig  gelöst  sein,  wenn  f^  f  in  der 
Transformation  aus  JP  in  ff  beide  direct  genommen  werden  sol- 
len. Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  man  eine  aus  /;  f 
auf  eben  diese  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde,  und 
auf  ähnliche  Art  wird  man  sich  verhalten,  wenn  eine  der  Formen 
/*,  f  direct,  die  andere  invers  genommen  werden  soll. 

Was  aber  die  Aufgabe  betrifft;  „die  Klassen  aller  Fornien 
von  der  Determinante  jD'  zu  finden,  welche  die  ge^bene  Form 
F=:{AyByC)  von  der  Determinante  l^kk  eigentlich  emschliessen'S 
so  habe  ich  deren  Lösung  in  der  am  Eingänge  erwähnten  Abhand- 
lung gegeben.  Man  findet  zunächst  eine  enaliche  Menge  von  For- 
men (yVyB'yC),  welcher  alle  die  Form  F  eigentlich  einschliessen« 
den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  müssen,  und  es  bleibt  dann 
bloss  noch  übng,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Berech- 
nung von  Ä\  Bf 9  O  wird  nach  folgenden  Formeln  geführt: 

4'=;^,     ttÄ'  =  -p  (mod.^iO,  €/=; -^^ » 

wo  k=iiu,  f  jedweden  positiven  Theiler  von  k  bedeutet»  dessen 
Quadrat  A  misst,  der  folglich  wegen  der  Gleichno^  BB — AC 
^=D*kk  in  B  aufgeht;  wobei  zu  bemerken,  dass  diejenigen  Zer^ 
legungen  von  A;  in  fte  zu  verwerfen  sind,  ffir  welche  B',  C  keine 
ganzen  Zahlen  werden. 

Beispiel. 

/•=(9,  3,  29),  /'=(8,  2,  32),  cZ=ci'=z-2ß2,  />=-252. 

^=—7  misst  />,    der  Quotient  ein  Quadrat,   nämlich  36,  ab« 
A;=6.    Man  findet  F=(4,2,64);  für  <=1,  u=6  wird 

-4'  =  4,  CB'—I  (mod.  4),  ß'=:l,  3;  C=2,  4  resp.; 

für  «=2,  k—Z  wird  : 

A^l,  ZB'=\  (mod.  1),  J5'=:0,  C  =  7  \ 

also  erhält  man  die  drei  Formen 

(4,1,2);  (4,3,4);  (1,0,7); 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Repräsentanten  (1»0,7); 
(2,1,4)  sind. 
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Zweite  Aufgabe,  Zu  beurtheilen,  ob  eine  gegebene 
Form  F  in  das  Produkt  zweier  ebenfalls  gegebener 
Formen /«/*  transformabel  ist. 

Auflösung.  Mao  bestimme  eine  beliebige  aus  f,  f  direct 
Busammengesetzte  Form  F,  so  z.  B.,  dass  beide  Formen  direct 
in  die  Composition  eingehen ,  und  untersuche »  ob  F  unter  F* 
eteeotlleh  enthalten  ist;  jenachdem  dies  der  Fall  ist»  oder  nicht, 
wud  f*  In  ff  transformaoel,  oder  nicht  transformabel  sein^  unter 
der  Voraussetzung,  dass  /*.  f  beide  direct  in  dieser  Transforma- 
tion XU  nehmen  smd.  Um  zu  flnden ,  ob  F*  auf  eine  andere  Weise 
^ft  transformabel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
aar  dieselbe  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  legen. 

L  Britie  Aufaahe.  Die  Form  F  ist  in  das  Produkt  ff 
auf  bekannte  Weise  transformabel;  man  sucht  sämmt- 
licfae  darauf  Bezug  habende  Transformationen  aus  F* 

iD    ff. 

Auflösung.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
ft  f  eben  so  zusammengesetzt  ist,  wie  F*  in  ff  transformabol, 
nna  wird  dabei  zugleich  eine  Transformation  aus  F  in  ff  kennen 
lernen»  welche  durch  p,  p*,  p''y  p"* ;  g,  q\  Q^y  rf"^  bezeichnet  wer- 
den mag  (s.  m.  Abh.  Alömoire  sur  la  tnäorie  des  formes 
ifuadratiques,  Archiv  XIIL).  Bestimmt  man  nun  alle  eigont- 
hchen  Transformationen  aus  F*  in  F,  deren  Inbesriff  durch  a,  ß, 
Y»  i  bezeichnet  werde  (Archiv  XIII.  pag.  106  ff.),  und  macht 

p=z^  +  ßq,    p'  =  ap'+ßq',     p"=«;>"+/J^",     p''=ap'"+ßq'"; 
q=yp  +  «y,     q'=r7,'+d,',     q"=)7i"+d^",     q'"^YP'"+Sq'^i 

■0  wird  p»  p^  p^  p'^;  q,  q',  q'^,  q'^  der  Inbegriff  aller  der  Trans- 
formationen aus  F'  in  ff  sein,  für  welche  f^f  auf  die  bekannte 
Art  genommen  werden. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art  239. 
fer  Disq.  Arithm.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
derholt werden  sollen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
«i»er  (Quadratischen  Form  F  in  zwei  andere  /*,  f,  deren  eine  ge- 
gd)en  ist,  während  die  andere  gesucht  wird,  wobei  alle  drei  For- 
Q6a  dieselbe  Determinante  haben. 

L  Lehrsatz.    Wenn    die   drei   Formen  F,  f,f  die 
^elbe   Determinante    D  haben,   und  Fin  das  Produkt 
ff  durch    die    Substitution   p,  p\  p",  p^\    ö,  q\  y",  q^ 
transformabel  ist,  so  wird  f  in  das  Produkt  aus  V  und 
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dei  Entgegenge'setsten  von  f  darcb  die  SabatUation 
Beweis.    Es  sei 

üa  F  in  //*  transformabel  ist,  und  alle  drei  Formen  dieselbf^.Dt- 
terminaiite  baben»  so  exislireo  die  folgenden  benn  GleiciiiniK&. 
(Disq,  Aritbm.  Art  235.): 


P'i^-ifp'^—d,  p''/'~9V'=c';  ^'^"-9v'"=^. 

Nun  folj^  ans»  diesen  Gleicbimgen ; 

^B^b,  p'ff'-pp^^C.   «V-tV— ci  W^'r-W"^< 

fokfieh  ist  {a\  b\  cO  in  das  Produkt  der  Fornnen  (J.JS«Q,  («» 
— -d,  c)  mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagten  Sub^titntiOD  transfi»^ 
mabel  (Disq.  Arithm»  art.  235.). 

Umgekehrt,  wenn  Ta',  6',  cT)  in  (^,Ä,C)X(o,  —  ä,c)  transfor- 
mabel ist,  so  wird  (A^BtC)  in  (a,6,e)X(A',6',  cO  t^osfiniiakel 
sein. 

2.    Es  seien 

drei  Formen  von  derselben  Determinante  Z>,  3f  das  grOsste  ^ 
meinschaftliche  Maass  zwischen  A^  ''IBy  C  und  m,  m'  bftbeneine 
ähnliche  Bedeutung  in  Bezu^  auf  die  Formen  f,  /^.  IVenn  du 
F^aus  f,  f  zusammengesetzt  ist,  so  hat  man  beKanntiich  Jt^::^a(atx 
ferner  wird  auch  M  gegen  m'  prim  sein,  da  D,  die  Determinante 
der  zusammengesetzten  Form,  das  grösste  gemeinschaftUciie 
Maass  zwischen  Dmtw! ,  Dmm  sein  muss.  —  Sind  also  F,  /  ^ 

felMine  Formen  von  derselben  Determinante/),  und  man  Willeme 
orm  von  eben  dieser  Determinante  finden,,  aus  dwn  Zusamnuai- 
setzung  mit  /  die  Form  F  resultirt,  so  muss  iV  durch  m  theil- 
bar,  und  der  Quotient  gegen  m  prim  sein.  Diese  Bemerkong 
rechtfertigt  die  Beschränkung,  welche  wir  In  der^  nächsten  Aof- 
gabe  macDen  werden. 


*)  Es  wird  Tun  jetzt  an  nur  der  Hüujitfdll  betrachtet,  wo  bei  der 
ZasammenBetzung^  oder  Transformation  die  Forinea  direct  geDommeo 
werden. 
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3.  Aufgabe.  Fz=:{A,B,C),  f=(a,b,c)  sind  swel 
Mgebeoe  Formen  von  derselben  Determinante 
£);    M,    m    die    grOssten    gemeinschaftlichen     Maasae 

von  A,  2B,  C;  a,  36,  c  resp.,    und   —    ist    eine    ganze 

m 

Zahl»  prim  gegen  m;  man  sucht  die  Klassen  aller  For- 
men r  der  nämlichen  Determinante  D,  aus  deren  Zu- 
saiamansetsiing  mit  /die  Form  Fresultirt 

Auflnsung.  Man  bestimme  die  Klassen  aller  Formen 
f^:z{a\  b't  c')  von  der  Determinante  1>«  welche  in  das  Produkt 
der  Formen  F,  (a,  — 6,  c)  transformabel  sind  (erste  Aufgabe), 
und  behalte  nur  diejenigen  bei,  för  welche  aS  26%  cf  dasgriNSste 

gemeinschaftliche  Maass  —  :=m'  haben;  klassifizirt  man  die  letz- 
teren, so  wird  die  Aufgabe  geicist  sein. 


Demi  da.  f  in  das  Produkt  Fx(a,  —6,  e)  transformabel  ist, 
80  mnss  F  in  fxia^bfd^zs^fjf  transformabel  sein  (erster  Lehr- 
satz); nun  ist  aber,  da  mf  gegen  m  prim,  die  Determinante  von 
Ff  nämlich  />,  das  grisste  gemeinschaftliche  Maass  von  Din'tn', 
Dmm,  folglich  F  aus  /*,  f  snisammenaesetzt.  —  Umgekehrt,  wenn 
f  mit  f  zusammengesetzt  F  hervorbringt,  so  muss  f  in  F 
X  (a,  •'^p  o)  tranäomiabel»  «nd    «Us  gemeioschaftKehe  Maass 

▼on  af%  SI6%  c^  nothweüdig  gleich  —  sein;  fotg^ch  giebt  es  keine 

Klassen  von  Formen   f,    welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 
nicht  gefundeu  wflrden. 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  R^el  werden  noch  fol- 
gende Bemerkuogett  von  Nutzen  aeb. 

Um  die  Formen  f  von  der  Determinante  D  zu  finden,  welche 
in  Fx(a>  — 6,  c)  tiaDsformabel  sind»  hat  ma»  zunächst  F  und 
ißt  -—69  c)  zusammenzusetaen.  Die  resultirende  Form,  welche 
ofenbar  die  Determinante  Dmm  haben  wird,  beisse  ^=(%S»C). 
Hierauf  sind  dtte  die  Form  S  eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determinante  D  zu  besnmmeB.  Zu  dem  Ende  hat  man, 
fli=lM  gesetzt. 

Das  grSsste  gemeinschaftliche  Blaass  von  21,  2j&,  C  Ist  bekannt- 
lich älm^^mmm',    mithin  snd  X,  2S,  C  sämmtlicb  dwcb  smi 
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tbeilbar»  al^o  auch  •--  eine  ganze  Zahl*);    hieraus   ergiebl  sich« 
dass 


a     »     o^      ^      _ 
It '    tu*    tu'     uu'     mu 

ganze  Zahlen  sein  werden ,   weiche  Zerlegung  yon  m  in  te  ange* 
wandt  werden  muge.    Nun  hat  man 

6'^ —  (mod.  —  ), 


folglich 


wo  f]Sr  p  die  Zahlen  0,  1,  2»....u— 1«  oder  Überhaupt  alle  nach 
u  incongruenteo  Werthe  zu  nehmen  sind,  und  man  findet 

uu  '    mu    "    mm 

folglich  sind  a',  6^  c'  ffir  jedwede  Zerlegung  von  m  ganze  Zah- 
len. Die  Berechnung  reducirt  sich  somit,  nachdem  die  Form 
j=:(2l>29<Q  gefunden  worden,  auf  die  folgenden  Formeln: 

'  <^  m      ^  M '  UM       um    '     mtt 

wobei  zu  bemerken,  dass  c'  auch  nach  der  Formel  €'= ; 

gefunden  wird,  wenn  nur  a'  nicht  verschwindet. 

Unter  den  auf  diese  Weise  berechneten  Formen  {af^  l/,  &), 
deren  Menge  offenbar  der  Summe  aller  Theiler  von  m  gleich- 
kommt, sind  diejenigen  auszuwerfen,   fär  weiche  das  grosste  ge- 

meinschaftliche  Maass  yon  a\  .26^,  c'  nicht  gleich  —  ist,  um  die 
übrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  m  =  ],  d.h.  feine  eigent- 
lich primitive  Form  ist,    die  Form  S  die  Determinante  D  erhält, 


*)  -^  itt  eine  ganze  Zahl,  folglich  ^  ebenfall«,    wenn  m  ungerade; 

wenn  aber  m  grerade,  so  hat  man =- ,    mithin  —      wiederum 

®  mm     1        '  m 


eine   ganze  Zahl. 


-mm 
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foljriiGll 'mit /  eigentlich  fioiiivalent  ist,  waa  auf  folgenden  im  Art. 
240.  der  DIaq.  Arithm.  aar  anderem  Wege  gefundenen  Sats  flihrt: 
»»Wenn  F,  fzwei  Formen  toq  derselben  lieterminante  «ind,  de- 
ren letatere  eigentlich  primitiv,  so  giebt  es  immer  Formen  der 
nämlichen  Determinante»  aus  deren  Ziusammensetznng  mit  f  die 
Form  F  resuitirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
cher sich  auch  die  aus  F  und  di^r  Entgegengesetzten  von  f  zu- 
aammengesetste  Form  befindet 

Beispiele. 

1)  F=(12,  6.  24)./=(3,  0,  84),  />=^252. 

Uiet  ist  Jf  s;  13,  ni=3»  also  fii'=4.    Man  findet 

3ss(3«,  -64,  144), 


(ti,  V,  cOa:;(4,  -18.  144);    (36,  -^18,  16)j    (3»,  -6,  8); 

(36,  6,  8). 

<p*ar  alle  diese  Formen  ist  m'a=4;  auch  gehSren  sie  in  verscbie- 
*'^lie  Klassen,  deren  ReprSsentanten 

"-(4,  9,  64);  (8,  2,  32);  «,  -2,  32);  (16,  2,  16) 

2)    F=(20,  Ö.  -30),    f=(^,  -1,  -104),  Z)=625e 
K^«r  Ist  iir=:10,  m=2,  also  m'=:5.    Man  findet 

5=(ia0,  -70,  20), 
A^^irans 

(a'.  h\  c')=(30,  -36,  20);  (120,  — 3ö,  5);  (120,  25,  0). 


^.^-Le  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen,  also  bleibt 
C^aO,  —36,  6),  welche  mit  (6,  26»  ()}  eigentlich  äquivalent  ist 

4.  Lehrsatz,  Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 
^  ^^gegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
S  &ebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
^mas  deren  Zusammensetzung  mit  f  die  Form  F  her- 
^^rgeht 

Beweis.    Wenn  die  Form    j=(2(,  23,  C)   nicht  schon   so 

^^•cbaffen  ist,  dass  -ät"  »  'itr   relative  Primzahlen  sind,  so  be- 

'  üf m     Ja 

ga.opte  ich,    dass  man  immer  eine  mit  ß  eigentlich  äquivalente 

*^orj||    finden  kann,   für  welche  diese  Bedingung  Statt  hat    Eil 

*^*>)d,  um  dies  darzuthun,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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.     L    ß,  sei  an«  «ii^ec  .^entlieh  pcimitiven  Foim  (JPy  J^,  iE9) 
abfp^fsUet«    la  diesen  ffaUa  ist 

"  "  '    '  TL'  Ä"'  •   i  ■    ■• 

r    ■   üiMt  >  Jl»»  •    -Jfai    ; 

Durch  die  eigentlich  primitive  Form 

können  nun  uneoAicfa' viele  Zahlen  dargesteHt  werdei»,  weldie 
gesen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  (Disq.  Arithm.  art  228.), 
und  man  kann  annehmen,  dass  die  Weftiie  von  x  und  y ,  mit 
Häife  deren  diös  geschieht,  relative  Primzahlen  sind*);  es  sei  also 

TPm  ■+  iJSfiay  +  <PVy=^^  pfhn  gegen*  ^ffff* 

.  c  prim  gegen  y; 

■  •  '  ■  -1  ...  ..<■•-        , 

durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  8,  ffiPr  welche  tt8-^ßf^=il,  wW 
man  (TP,  J^o,  <£<>}  .in  eine  eigeoUicb  äquivalent«  Form,  (2%  S^, 
<E^  verwatideto,  und 

(üfmao,  Jlfm»o  Jlfin€0)=5»    (»m2I%  ilfm»«',  ilftii€O0  =  5' 
werden  ebenfalls  eigentlich  äquivalente  Formen  sein^.  Jetzt  müssen 

-Mir=^^  '         m     =^,'^'»»*^ 

relative  Primzahlen'  sein.    Denn  hätten  sie  einen  Primfactor  ge- 
mein ,  so  wiir4^>  demelb«.  in 


' -    -  -' 


.  I« . . 


prim  gegen  rfic  gegebene  Zahl  Z,    so  das«  a  und  y  das   gr.  gem.  Maa.' 


2|*te®te«  +  22l»fci  V* + £  Vy  **  =  — 


.r 


— ^  cbenfalht  prim  g^en  Z,  a<*  prim  gegen  y**  aein. 
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ansehen»  währeoa  31^  prim  [gegen  jro- genommen  .wur4^  Also 
ist  S'  ^n®  Form  von  der  verlangten  Eigenschaft. 


■'.  «i 


U.  ^  «^  ait«  einer  unel;i;entlich  primitiven  Form  (X^i  «ft^Cf*) 
ibgd[eito£   in  -diesem  Falle  ist 


5"  JlflU 

g-Jfm 

«0; 

1  ■ 
■  ■                           ■                                               1 

1     ■ 
«    • 

»o*». 

-»<«•  = 

4D 

MM' 

Durch  die  Form 

i   • 

1 

•  I 


i         • 


j  aPoTj?  +  »>ary  +  j  <r*jry 


Werden  Zahleq  dargestellt ,  welche  gegen  -jgjS'  prim  sind,  so 
dass  :rso9^==y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben;  eine 
<^he  Zahl  sei    ^Z^.    Transfocmirt   man  nun  {29,  j^o,  (£^) 

^Qreh  die  Substitution  a,ß,f,i.tSiT  welche  ad-^ßy^^h  in  <^^» 
*^  CO'),  SQ  sind 

5  und  (^MniÜ'",    ^Mm»'",  ^Mme») 
^^BtUch  äquivalente  Formen,  und 

I 

^^trre  Primzahlen,  da 

^ = m  (»o»«-3loCO) = m  (»o'»«'  -  2l0'€«') 
'^^«     Die  Form  von  der  geforderten  Eigenschaft  ist  also 

(g^üfma«',    ^MmX>'',  jiWmC«'). 

^  Da  nun  jede  mit  S  eigentlich  üquivalente  Form,  ebenso  wie 
j^^elbst,  aus  f,  f  zusammengesetzt  ist,  und  in  der  Aufgabe  3. 
J^Ue  beliebige  aus  f,  f  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  ge- 
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legt  werden  dürfte,  so  sei  j}=(21,  25,  C)  eine  Porm  der  AH, 
dase  ja^9     jgf  keinen  Faktor  gemein  baben. 

Dies  .yprausgeaeUt,  wird  unter,  den  in  3.  eefiifideB6B  Fotmea 
immer  diejenige  mit /snsaromengeftetzt  F  ffc»en,  l^ebäi«  dnrdi 
die  besondferen  Werthe  t=im,  u=zl,  p=:0  nervoTgeht,  nSmOch 

die  Form  (r— •>  --,  C),  da  — -  ,  -— ,  C  das  grSsste  ge- 
meinscbaftÜGhe  Maass  m'  haben.*) 

Uebrigens  ist  zu  bemerken «  dass  man  solche  Werthe  Ton 
xsstty  y=y,  mit  deren  flfilfe  ^e  primMh^  Form 

einen  Werth  erlangt,  welcher  g^en  eine  gegdbene  Zahl«  oder 
deren  HSifte  prim  ist;  nach  einer  bestimmten  Methode  finde» 
kann»  worüber  art  298.  der  Disq<  Aridim«  xn  Tergieicben« 

Beispiel.    Ist 

F=(I90,  --70,  20),  /^(6,  -1,  -100, 


we  1»=8S5,  «=10, 111=3,  m'=5,  so  findet  nd^=(laO,  —70,  90) 
ans  der  unelsentlich  primitiTen  Fem  (12,  —7,  2)  abg^eilet;  nd 

da  jg-9    -gp  den  Factor  2  gemein  haben,  se  ist  5  m  tränsfiMr* 
miren.    Zu  dem  Ende  Ist 

prim  g^en  50  tu  nehmen.  Dieser  Bedingung  ecnOgen  g— 0,  j=5; 
p,  i  kann  man  resp*  =1, 1  setsoi;  daouch  koauit 


(3%  J5%  Cn=(«.  5,  0),  5'=(ai».  SO,  0); 

Mgfidi  /"^tlS,  25,  0>.  wofür  man  die  Redudrie  (5»  25,  0)  a»- 
w<»den  kann« 


4S9 

6.    Wenn    man   die  Form    ßz=:(7l,  Jb,  iE)  so  wählt,    dase 
•^n— »     -rn-  keinen  Faictor   gemein  haben ,   so  gewährt  dies  den 

Tortheily  dass  man  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  aufgestellten 
Fennen»  welche,  mit  /  zusammengesetzt,  JF  geben,  a  priori  be- 
stimmen kann.  Zur  Abkürzung  bezeichns  man  den  Complex  aller 
in  3.  aufgestellten  Formen  durch  i2,  den  Complex  derjenigen 
unter  ihnen,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f  die  Form  r  resul- 
tirt,  durch  ca 

Ist  f=i(a',  Vy  c')  eine  Form  aus  A,  so  bat  man 


w! 


Mm  wr        M'    *     ^  Mm    * 


und  eine  solche  Form  wird  in  oo  gehören,  sobald  diese  drei  Glie- 
der keinen  :Faktor  gemein  haben. 

Diese  Bedingung   erfordert,    dass  u  gegen  das  dritte  Glied 

2Ä 
prim  ist,  da  -jg-  den  Faktor  u  enthält.  — «  Umgekehrt,    wenn  u 

gegen  das  dritte  Glied    prim,   so   haben  die  drei  Glieder  keinen 

gemeidschafUichen  •  Faktor.    Denn  hätten  sie  einen  Primfaktor  t» 

2Ä  31 

gemein,  so  könnte  derselbe,    da  er  ->?   und  ^-    nicht  zugleich 

messen  kann,   in  -jgr-  nicht  aufgehen,  miisste  u  messen,  was  un- 

mögUch.    Noch  wird  bemerkt,  dass    ss— »   «  keinen  Faktor  geroein 

2Ä 
haben,  indem  u  ein  Theiler  von  -^    ist 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

-2-=»    ^-»'     -^-4' 


ü/m""^*  Äfffi'"'^'     Mm 
und 


^^  ist,  damit  f  in  den  Complex  cd  gehören  nothwendig  und  ans- 
''^Ichend,  dass  Z  und  u,  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  3l^Z  und 
^   »  keinen  Faktor  gemein  haben. 

,6.    Die  Aufgabe,    q  der  vorhergehenden  Bedinffung  g^emäss 
besttnuneui  lässt  sich  vereinfachen,  wenn  man  von  aer  Gleichung 
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tm&gAt,  wo 

AD  .  ■■  . 

ist.    Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Wento  Jb't  gerade  ist  ^  so  hat  man 

und  findet  die  sämmtlieben  Wertbe  von  g  unter  A,  welche  Z  prim 
gegen  u  machen «  nach  fblgeoder  Regel >  dereo  Grund  leicht  er- 
hellt.   Man  bestimme  alle  Werthe  von  z  zwischen  —  s-  u      and 

+  kUs  für  welche  ^"^"jg^  P^^°^  g^g^o  ^  wird,  hierauf  fürjedeo 
derselben  eine  entsprechende  Zahl  q  mittelst  der  Congruenz 

a'^SJ— jÄ'<  (mod.  u) 

*  ■ 

zwisoben  0  nnd  n^l  incl.  Der  Wertbe  von  ^  sind  abo  eben  so 
viele»  als  der  von  z. 

2)  Wenn  ^'t  ungerade,    u  ungerade,    so  suche  man  alle  z 

.    u           1          A   ^^                A          a      4/W«       . 
zwischen  —  ^u  und  +  o  w»    so   dass    i* ^pp   pnm  gegen  u 

wird,  und  bestimme  die  jedem  einzelnen  z  entsprechtode  Zahl  g 
aus  der  Congruenz 

2a'^=x  — »'<  (mod.  u) 

zwischen  0  und  u — 1  incl.,  welche  Aufgabe  immer  mCgllch  und 
bestimmt  ist.  Der  Werthe  von  q  sind  wiederum  ebenso  viele 
als  der  von  z. 

3)  Wenn   Tb't  ungerade,   u  gerade,   so  kann  Z  für   keinen 

AD 

Werth  von  q  prim  gegen  u  werden,  sobald  -^^1  (mod.  8.),  da 

iD 

dann  Z  stets  den  Faktor  2  enthält.  —   Ist  aber  -j^  ^5  (mod.  8) 

in  welchem  Falle  Z  für  jedeS  ^  ungerade  wird ,  so  bestimme  ma&i 
n=2^^   gesetzt,    wo   u'   ungerade,     zunächst   alle    %   zwisdien 
11                            ADt^ 
*  —  ö"  **'  ""^  +  9"  **'>  welche  z^ TUg"  P"™  g^g®'*  **'  machen ;  diese 

Werthe  seien  2',  t",  z"',  etc.,  ihre  Anzahl  f.  Sucht  man  hieran/' 
den   jedesmaligen  Werth  von  z  unter  ti,    welcher  je  einen   der 
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i- 


b'  ' 


^^\ 


Wertbe  af^  li-^  if^  etc.  nach  dem  mod.  u*  und  je  einer  ongeradeD 
Zahl. unter  2^  nach  dem  mod.  2^  congruent  ist»  so  hat  man  alle 

X  anter  «»    flfr  welche  jfz^—-^g^)    ganz    und   prim   gegen   u 

wird.  Die  Bienge  derselben  ist  ^"^i.  Endlich  wird  man  zu  jedem 
z  kwei  Werthe  ?on  q  unter  «  mittelst  der  CongmenjK 

22r9=x— 2'^  (med.  «) 

finden,  so  dasa  also  die  Gesammtmenge  aller  Werthe  von  p  in 
diesem  Falle  gleich  ^^  ist. 

7w    Die  drei   vorhergehenden  Fälle  ftihren  also  nur  auf  eine 
Aufgabe  zurück»   nSmlich   alle  Werthe   von  %  zwischen  —  ö'tfund 

•f  ^tt  zu  finden,  fOr  welche  2*— £  prim  gegen  tf  wird.*)  Die  Auf- 
iQaong  derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze : 

jLit  «  das  Produkt  der  Zahlen  vfy  u'^  v^  etc.,   welche  paar- 
weise prim  gegen  einander  sind ;  bedeutet  dann  z'  jedweden  WerÜi 

vdB  z  zwischen  —  ^u'  und  -|- 5 u',  für  welchen  z^—  h  prim 
g^en  «'  wird,  2*  jedweden  Werth  von  z  zwischen  — a  «"  und 
+  511",   (tir  welchen  z*— i   prim  gegen  u"  wird,    u.  s.  f.,  und 

nimmt  man  endlieh  z  zwischen  —  ö^  ^^^^  "f"^^  ^^*  ^^^^  es  den 
Zahlen  2',  i!\  etc.  nach  den  Moduln  u*^  u",  resp.  congruent  wird, 
■0  ist  1  der  Inbegriff  aller  Werthe  zwischen  — qU  und  -f-üti»  f^r 
weiche  1* — L  prim  gegen  u  wird." 

Hieraus  folst  ferner:  Ist  ü  die  Menge  der  z',  t^*  die  Menge 
'•r  z",  £"'  die  Menge  der  z"'  etc.,  so  wird  das  Produkt  f  £"{;"'  etc. 
&  Menge  der  z  sein. 


Bö 

\\5t 


ad'{ 


Man  denke  sicli  nun  statt    W,  u'\  v!"  etc.  die  Potenzen  der 

«^rfmfaktoren ,  in  welche  u  aufgelöst  werden  kann;  es  sei  u*:=:p^. 

vt  pz=*2s  so  kann  man,  damit  z^—L  prim  gegen  2^  werde,    ffir 

'  ftnr  gerade,    oder  nur  ungerade  Werthe  setzen,  je  nachdem  L 

f^^p.   ungerade   oder    geraoe    ist,   [folglich    l;^z^2^-^,     Ist  p  ein 

JvnRerader   Prinifaktor,    und  L  ein  Nichtrest   desselben,    so  darf 

'"^  2  jeder  beliebitsc  Werth  zwischen  den  obigen  Gränzen  gesetzt 

*^erdeDy  folglich  if^zp^.    Ist  £  durch  p  theilbar,  so  müssen  alle 


*)     Im  ersten  Falle   i^t  L=z 


in  den  beiden  andern  Z=: 


'<n  Istetoi  Falle  uberdiet  W  an  die  Stelle  von  u  so  tetzea. 
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%  prim  gegen  p  sehi,  folglieb  Ü^szp^^^ip'^i).  Ist  endBch  L 
Itost   von   p    (durch   p   nicht    tbeilbar),    so  hat  die  CoBgraens 

2*— i^O  (mod.  p)  zwei  Wurzeln  zwischen  —  s-  p  und  +y  p, 
also  2p^— 1  Wurzeln  zwischen  —  oP^    *>"d    +2^''»    folglich 

f  =  pn  ^2p^-l=:p^-i (p— 2)  . 

Hiermit  ist  die  Menge  aller  z  zwischen  —  ^u  and    -|-  o  ti , 

folglich  auch  die  Menge  aller  q  zwischen  0  und  u  — 1,  fSr  welche 
Z  prim  gegen  u  wird,   vollkommen  t^estimmt. 

Beispiel.    Man  sucht  alle  q  unter  60,  fär  welche 

prim  gegen  60  wird.    Hier  ist 

llZ  =  j[(22^— li)»  +  275],  —275=5  (mod.  8.); 

also  hat  man  den  dritten  Fall  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Con« 
gruenz  2^+275=0  (mod.  3.)  hat  die  Wurzel  2=-.l,  +1;  275 
durch  5  tbeilbar,  folglich  z^O  (mod.  3.)  und  = — 2,  —1,  -f-l, 
4-2  (mod.  5.)  und  ^1,3  (mod.  4.);   mithin 

«=±3,  ±9,  ±21,  ±27; 

22^— ll=z  (mod.  60.)  giebt 

p  =  2,  5,  11,  14,  17,  20,  26,  29,  32,  35,  41,  44,  47,  60,.  56,  69. 

8.  Es  sei  nun  7/2= PQ,  wo  P,  Q  relative  Primzahlen  sind. 
Wie  leicht  erhellt,  findet  man  alle  Theiler  von  m»  wenn  man 
jeden  Theiler  von  P  mit  jedem  Theiler  von  Q  als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  iP  seien  p,  />',  /)"  etc.;  die  Theiler  von 
Q:  7,  q',  q"  etc.;  ferner  bezeichne  man  die  Mengen  der  Formeo 
im  Complex  co,  welche  den  Theilern  p,  q  von  m  entsprechen, 
resp.  durch  ^,  r]  und  lasse  J',  i/';  J",  17"  etc.  eine  äbniidie  Be- 
deutung haben  in  Bezug  auf  p',  q' ;  p'\  q"  etc.     Die  Menge  aller 


Theiler   q'p^   q^p',    q'p"  etc.  hervorgehen   u.  s.  w.,     folglich   die 
Menge  der  sämmt liehen  Formen  in  00 

=(,,+v +»?"...)  (1+1'+ 1"-). 

Eine   ähnliche  Formel  erh<ält  man,    nenn    m  aus  mehr«    als  zwei 
Faktoren,  besteht,   und  wir  gelangen   zu  dem  Satze: 

„Es  sei  m  das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  P,  Q,  Äetc, 
welche  paarweise  prim  gegen  einander  sind.    Bezeichnet  man  die 
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MtnmtBU  der  Ftirmeti  aus  oi,  welche  durch  ÄBwenduiig  der  sfimmt- 
411410111  Tbeiler  vodP.  der  von  Q,  der  von  R  etc,  reraltiven,  re«p. 
durch  S,  H,  S  etc.,  <1ie  Menge  aller  Formen  in  c»  überhaupt 
durch  f»j  80  ist  /*  =  SH&  etc/' 

9«  Man  denke  sich  jetzt  unter  P,  Q,  /?....  die  Potenzen  der 
Pf Unfahtpreii ,  In  tvciche  fn  aufgelHßt  werden  kann ,   so  dass  P=2^ 
^«icx-0  ffesotst,  vrenn  m  ungersäe),  Q=za^  R=:^bß,,.,.,  und  unter- 
.M&tide  fibigende  Fälle. 

1.  /^9 /seien  b^ide  eigentlich  primitiven  formen  deriyirt»  in  welchem 

-FjJle  ^a'  jZä'  2^*  ganze  Zahlen  sind;  die  Formen  in  cd  sind 
ebenfalls  aus  eigen tliclien  Formen  deriyirt. 

11.    r  <s^  ans  einer  uneigj^ntlichen ,  f  aus  einer  eij^entlichen 
Form  derivirt.    Dann  sind»  die  Formen  in  cd  aus  uneigen^hchen  For- 

raeti  ^erivirt;  ferner  -^^  iff2  ganze  Zahlen,  die  letztere  congruent 
l(mod.  4),  jp  ui^gerade;  daierner  "7jr  =  "jg2fl~"  I  '  ®^  niuss  — 
gerade,  also  m,  welches  prim  gegen  —    ist,   nothwendig    unge- 

iü.    'W^vn  f  ans  einer  uneigentlichen  Form  abgeleitet  Ist,  so 
uird  Dasselbe  fiir  F  gelten,  weil,  wenn  ^  eine  ganze  Zahl  wäre 

-2='^-(  — )    es  ebenfalls  sein  müsste.    In  diesem  Falle  ist  23' 

ODjgerade,  m  gerade,  folglich  m'  ungerade,  und  die  Formen  aus  o 
aus  eigentlichen  Formen  abgeleitet. 

.  UmpunJf^ubesti^menySei^uerftK^a^  It^o  il<a  ;<=2^a^-^b^.** 
^  i^ird  den  Faktor  a  enthalten ,   folglich  ^^  >  "M^    ebenfalls ;    in 

den  Fällen  I.  und  III.  ist  Ib't  gerade,  in  II.  Ib't  ungerade,  u  unge- 

tade^  daher  die  Menge  der  dem  Tbeiler  a^  entsprechenden  For- 

tteiiiB:aA-^(fl— 1)  (70   —    Ist  u=a^  so  enthält  t  den  Faktor  a 

Dt^     AD    /t  \* 
iiahftyim  FaHe  III.  "lir/ =  7^~*(  5  )    Rest,  oder  Mchtrest,   oder 

.Vielfaches  von  a  mit  -jjs^  zugleich;  daher  die  Menge  der  dem 
TbiBiiler  a"  entsprechenden  Formen  =a'^^(a—  e),  6=0,  1,  .2  ge- 
setzt, je  nachdem  j^m^  im  Falle  I.,  -jg^  >"  ^^^  Fällen  II.  und  III. 
Nicbtrest,  Vielfaches  oder  Rest  von  a  ist.    Hieraus  folgt: 

Ä=:l+a— l  +  a(a-l)fa«(a— 1)+ ....  +  a«-« («—!)  + a«-Ha-€)    , 

30* 
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Um  S  za  bestimmen ,  wobei  nur  die  Fälle  I.  and  III.  in  Be« 
tracht  kommen,  hat  man  in  I.  für  jeden  Theiler  2^  die  Menge 
der  Formen  2^^»  folglieh 

S=l+2o+2*  +  2«  +  ....  +  2»^i=2'. 

Im  Fülle  III.  bat  man  für  jeden  Theiler  2^,  woit^y,  ebea« 
falls  die  Menge  2^^  (da  t  gerade),  folglich  die   dem  Inbegriff  de^^ 
Theiler  1,  2,  2*,. ...2^-*  entsprechende  IVlenge  2»^*.—  Dem  Thei^ 
ler  2^  (für  welchen  ^*t  ungerade)  entsprechen  keine  Formen,  wei^»^ 

AD  AD 

ijf2^  1  (mod.  8.).  Wenn  aber  -jj^^^imod.S,),  so  kommt  die  Men^..  ^ 

2»  hinzu  (vergl.  6.  und  7.).     Er  ist  also    im  Falle  III.  ^=2»*—  -^ 
oder  =2^-* +  2^,  jenachdem  -«^^^  oder  5 (mod.  8.)  ist. 

Fasst  man    alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  i&m^^^j^ 
folgendes  Resultat: 

Es  ist  fi  (die  Menge  allerFormen  in  demCompIez:     m) 


m.tT.(a-g+l)(b~£^  +  l)(c-V^  +  l)  etc. . 

abc  etc.  -  * 


1    3 


wo  ]^=1,  -59^    .zn    setzen,    je     nachdem    f    aus     el  vier 

eigentlich   primitiven  Form  abgeleitet,  oder  f  ans      ei 

ner  aneigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  und  a.  'US 

iD      .  \  -  _  .  . 


2*2 

imitiven  Form  abgeleitet,  oder  /  an 

a.  «8- 

serdem  -jg2^1(mod.  8.),  oder  f  aus  einer  uneigentB.  ich 
primitiven  Form  abgeleitet,    und    ausserdem   ySa  ^^  ^ 

(mod.  8.);  wo  ferner  £=0,  1,  2  zu  setzen,  je  nachdem      "jp 

Nichtrest,  Vielfaches,  oder  Rest  von  a  ist;  a',  ^  u.  ^-'^» 
aber  ähnlichen  Bestimmungen  in  Bezug  auf  b,  c  n.  9-  ^* 
unterliegen. 

Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  /x  bloss  von  den  Zalibi 
/>«  m  abhängig  ist;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  0MI 
4/>  .       ,  4Z> 

—2    ^^    die    8telle    voi^  -^  setzen,    wie    aus    der    Gleicbov 

AD      AD    (M^  M  ^      .  .       .  .  .    ^  i^ 

10.    Wir  geben  zur  (31assificirung  der  im  Complex  o    entlial- 
teneu  Formen  über. 

Es  seien 

zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  in    co,    deren  erstere  \n  die 
leztere   durch   die  Substitution  u,  ß,  y^  ö  übergeht.     Es  erbeffb 
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da88>  indem  f,  9'  diejenigen  primitiven  Fonnen  bedeuten,  ans  denen 
fy  f  abgeleitet  sind,  9'  vermittelst  der  nämlichen  Substitution  aus 
9  entstehen  ivird.  In  den  Fällen  I.  und  III.  sind  9,  9'  eigentlich 
primitiv,  und  man  bat, 

gesetzt, 

im  Falle  II.  sind  q>,  g>'  uneigentlich  primitive  Formen,  und  man  hat 
5^=221'««  Ä==g  +  2p?t'«.  h^-gi=-^'. 

Nun  hat  man  folgende  Gleichungen: 

2)  h'=gaß  +  h(ad  +  ßy)  +  iyS, 

3)  l=ad— /3y; 

a«s  denen  leicht  noch  diese  folgen: 

Das  grSsste  ^meinschaftlicbe  Maass  von  n,  u'  iverde  durch  ^ 
bezeichnet.  Da  in  den  Fällen  I.  und  III.  d'  mg  und  2h  aufgeht 
(ebenso  wie  u),  g,  2A,  i  aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 
^  prim^egen  i;  da  ferner  Q'  in  h'  —  K  g*  aufgeht^  so  ist  es  nach 
4)  ein  Tneiler  von  y.     Die  Zahl  21'  ist  prim  gegen   A'+Ä  (da  sie 

2© 
gegen  -^  prim  ist),  misst(Ä'  +  A)y  nach  5),  folglich  auch  y.    End- 
lich ist  %'  gegen  H'  prim  (da  es  in  2A  aufgeht,  und  2A,  2('  keinen 
Faktor  ffemein  haben),  folglich  %1M  ein  Tbeiler  von  y.    Die  Zahl 
m  ist  durch  t<,  m',  folglich   durch  deren  kleinsten   gemeinschaftli- 

chen   Dividuus  -^  theilbar.^ 

Im  Falle  IL  geht  ^  in  ^,  A  auf,   und  da  hier  g^  A,  i  keinen 
Faktor  gemein  haben,  so  ist  ^  prim  gegen  »,  misst  folglich  nach 

4).  die  Zahl  y.     Die  Zahl  TU  geht  in  ^  (A'  +  A)y    auf,    und    ist 


446 

prim  gegen  ^(h'+h)^  folglich  y  dütch  V  theilbar.«  ^  iat  g^eil, 
2('  prini,  also  i^iedeniin  ^H'  ein  thellet  von  y,  Aüeb  M  ^  e(n' 
Vielfaches  von  -x-  • 

Fall  I.  Ist  F  aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  deirivjrt» 
80  ist  -^  durch  m^  theilbar,  und  die  sich  aus  I)  ergebende  Glei- 
chung 

verwandelt  «ich^  weiHl  man 


setzt»  in  die  folgende: 

r^un  kann  g  ebenso  wenig  wie  y  yersehivtndeii ;  denn  fände   das 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)  leicht 

^=:^,  A'=Ä  (mod.  g\  d.  i.  q'^q  (med.  ü),  9'=^,  h'=zh; 

folglich  wären  g>,  q>\  und  auch  f^  f^  id^tilK^he  FeMeoi  gfeges 
die  Annahme. 

Bei  negativer  Determinante  kann  also,  soll  der  vorhergehen- 
den Gleichung  genügt  werden,  ntir  A= — 1,  d.  h»  Z>=— w*m'*= — Ä* 
sein.  —  Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergehende 
Gleichung  «nmögilch,  da  die  Dififerenz  zweiei*  Quadrate>nur  \  seil 
kann,  wenn  das  kleinere  verschwindet. 

Fall  H»  Hier  ist  —js  durch  m*  theilbar,  also  -Tssslm*,  wo 
l^l  (mod.  4),  und 

$9'^(9^  +  f^y)^—iiP2^^ 
fo^iidi 


i  negativer  Determinante  erfordert  die  letzte  Gleicbmg  eMfwe- 
der  p=sO,  oder  (~^)  =1;    der   erste   FäII  ist  aber  tOMhogUch, 
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yeU  soDst  -  A.(xiy)a=4,    —  A=l,  k  nicht  =  1  (luod.    4)  wäre; 
lolgBch 

Aei  quadratischer  Determinante  ist  die  obige  Gleichung  überhaupt 
oiiiiiöglichy  da  die  Oifferena  zweier  Quadrate  nur  4  sein  Itann, 
^ean  das  kleinere  verschwindet. 

4/>  11} 

Fall  ill.    Hier  ist  -;s  ebeofalis  durch m<  theilbar,-^=;im» 

^=  1    (med.  4) , 


uDcl      ^«renn  wir 
set^^D«  so  kommt 


Bei   negativer  Determinaiite  kann  nur 

mIi&,  folglich 

Bei    quadratischer  Determinante  ist  dir  vorhergehende  Gleichung 
UDiKlQglich.    Hieraus  folgt: 

Die  Formen  in  09  eehurenbei  quadratischer  Deter- 
>tti  lüante  ohne  Ausnahme,  bei  negativer  Determinante 

3 
**%  Ansnahme  der  Fälle  D^-^M^  Z>=  — ^^,    sämmt- 

l^^li  iu  verschiedene  Klassen,  deren  Anzahl    folglich 
ist  (rerg L  9.). 

11.    Betrachtung  des  Ausnahmefalles  D^z-^JXP. 

JViibch  dem  Vorhergehenden  ist  nothwendig 

p=0,  jf^ssl,  x=I; 
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folglich 

Umgekehrt,  hestimmt  man  die  relativen  Primzahlen  o  und  y 
aus  der  Gleichung —:;p — ,  ß  und  d  aus  aÄ— ftr;=l,  macht  11*  = 

J:^->  und  transformirt  die  Form  g>:=:^(g,  h,  i)  durch  die  Substitu- 
tion a,  ß,  y,8  in  <p*z^(g',  h%  i%  so  lässt  sich  Folgendes  schiiessenr 

P.    Man  erhält 

flfa«+  2Äay  +  iy2=  »'  u'»;  flr'  =  31' «'«. 

2^.    Wegen  ga  +  hy^O  geht  2('  in  hy,   folglich  in  y  auf»  da 
es  gegen  h  prim  ist»  also  u*=4:^  eine  ganze  Zahl. 

39.  Es  tet  ->  =  ±  — - ;  femer  3C'  te«  +  -y==0, eine  ganze 

u  y  ti  y 

Zahl,  folglich  u'  Theiler  von  m. 

40.  Es  ist 

h'  =  (ijfci  +  hy)ß  +  (ha+iy)dz=z(h(n  +  iy)ö^h(mod.  y  oder  21'), 
A=^(mod.  2(0>  also  A'5j^(mod.  71'), 

Ferner 

iy=(A«+iy)a  +  m««^  ^',  w«; 

durch  uf*  theilbar,  also  ha-^iy  durch  u'  theilbar,  mithin  auch  hf; 

®  SB 

und  da  u'  auch  in  ^  aufgeht,  so  folgt  A'  =  ^    (mod.    teO*      Da 

endlich  3('  gegen  u'  prim,  so   kommt  h'^=  -^  (mod.  2('tf'),  oder 


,  5<^.    Liegt  0^  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a'  —  1    incl, ,  so 

mplex  CO  befindet.     Ist  jenes 
positive  Rest  von  &  nach  dem 


folgt,  dass  die  Form  g^  sich  im  Complex  g>  befindet.     Ist  jenes 
laicht  der  Fall,  so  sei  o'  der  kleinste  positive  F 
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<n<KL  u\  und  man  erhält  h'^jg^Q'Ti'u'  (mod.  t/^.     Bekanntlich 

khntk  man  nun  für  ß  und  i  andere  Werthe  finden,  so  dass  h'  Qioen 

be/iebigen,  der  Zahl  ^  -f  p'2('  ti'  nach  ^'  congruenten  Werth,  folg- 

tfeb    diesen  Werth  selbst  erlangt,  und  dann  wird  sich  q>'  wiedemin 
In  CO  befinden, 

O^.    y  und  q>*  sind  nicht  Identisch. 

Denn  wärer  ^=:^',  A==A%  so  kommt  nach  10.  4)  0=u^/3-fj^. 

aber  u*  prim  gegen  t,  folglich  ^f-^   eine   ganze    Zahl;   aus    der 

vTR  y  1 

Gleichung  u'  =  ±  "i^  folgt  aber,  da  ti  =  tt'  ist,  5^^=±^*  n***- 

hia    911=1,  welcher  Fall  stets  ausgeschlossen  wird*). 

7^.    Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  ^^»  In  den  klein- 

steiA  Zahlen,  durch  »,  so  ist  entweder  a=-f  Z,  y;=-fi\r,   oder 
«= — Z,  y=-iV. 

"Es  verwandle  sich  g>  in  g)'  durch  die  Substitution  -f  Z,  Z^-fA*, 
A';     in  y''  durch  die  Substitution  —  Z,   Z'',— iV,  JY",  so   dass 

'ZiV-.ZW=l,  -ZiV"+Z''iV=l 

ist»  •  «md  man  denke  sichZ',  i\P,  sowie  Z^^'N",  so  bestimmt,  dass 
9*9  ^^  sich  beide  im  Coniplex  o  befinden,  vras  nach  dem  Vor- 
hergehenden möglich  ist.  Die  Formen  g)',  <p"  werden  identisch  sein. 

Bezeichnet  man  dieselben  durch 

(U'^  h\  »0.  (Sf'.  h\  n^); 
«o    bat  man 

A'  =^zz'+A(z^'+z'JV)+t^^v2v^ 

A''=— ^ZZ"+A(—ZiV'-Z"iV)— »iV2V>^, 

ziv  -  z'iv=— ziv" +z"^=:l. 

folgt 

Z(A'-A^=flr'(Z'  +  Z'0=0  (mod.  ^rO. 
ZV(A'-A'')=^'(iV'+iV'0=O  (mod.  g^; 


«ft.,^^       Ist  I9t=:l,  so  enthält  der  Coinplez  a»  nur  eine  Form. 
^       DaM  die  Anfangtglieder  gleich  werden,  erhellt  togleich. 
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UDd  daZ,iVrelative  Primzahlen  sind,  eo  folgt  A'—A'^O  (mod.^.  Nun  ist 

*'=^  +  «"»V.  A*  =^+ 9" av,  A'-Ä''=7t' a' (e' -&•) ; 

foi^licb  (^'-^  q''^0  (mod.  u'),  daher  ^'=p'',  indem  q\  q"-  beide 
zwischen  den  Grenzen  0  und  u' — 1  liegen. 

8®.    Jede  Form  9  ist  also  mit  einer  ¥on  ihr  verschiedeoen 
Form  im  Complex  cd  eigentlich  aequivaient,  folglich    dieAn- 

Zf^.hl  der  Klassen  in  co  glelch^ft. 


3 
12.  Betrachttrng  des  Ausnahmefalls  />= — l^* 

^  I     .      ■  •   •  ■     ■ 

i 

Beschäftigen  wir  uns  zuvörderst  mit  dem  Falle  11^  so  Ist 


*'. 


(5) ='•«■=•.•=" 


folglich 

'S. 

Umgekehrt,  macht  ^man  —  =  — =-  »  so  dass  «  und  7  relati?e 
Prioizahlen.  sind. 


d  transformirt  ip=^(ff,  h,  i)  in  Q>*  =  (g'  k',  i*)  durch  die  Substi 
ion  a,  ß,  y,  d,  so  lässt  sich  Folgendes  schliessen:      ' 


und 
tution 


)■■ . : 


P.    Man  erhält         „ 
folglich 

20.    Man  findet  leicht 


451 

—^ — *^"3 — aB*^l  (mod.  äO*), 

ft'T'nt 

und   darans    folgt,    dass    91'    prim    gegen      „'    ist     Nun   war 

^+(ATm)}i=d,d.!.^'i{>a-f  ^^yciO,  foigÜob    gebt  9'  lo  y  auf, 
und  uf  eine  ganze  Zahl**). 

3».    Es  i«t  5=:db— ;  feraer  Z'ua  +  ^^y=0  (weil  A,  m. 

M  angerade  sind,  so  ist  -ä —  ganz)»  folglich  eine  ganze  Zahl, 

M'  Theiler  von  m. 

40.    Es  ist 

A'  -  h=:^aß  +  2ßyh  +  iyd, 

i  gerade  (ii^dem  q>  eine  uneigentlich  primitive  Form) ,  folglich  iy, 
sowie  9, 2y  durch  23('  theilbar,  also  h'-^h^i  (mod.  23(0,  A'=^ 


M 

(mod.  2310*  —  Femer  £9'=  (A«  +  iy)«+3m«a«,  Aö+Iy  durch  a' 
theilbar,  also  auch  h\  welches  den  Wertb  :S^m^'{-i{ha-{'iv)  hat. 
Da  endlich  u'  als  ungerade  Zahl  prim   gegen    22('9    so    icomMt 

A'=j^  (mod.  271' 2£').     Man  kadti  iich    dAhe^   ß,  d  so  bestimmt 

2© 
denken,  dass  h!^=-gM-'{-2Q'TMu'  wird,  wo  q*  innerhalb   der  Gr6n- 

len  0  und  u'— 1  iücL  liegt 

S^«    Ist  diese  Bestimmung  getroffen ,  so  fast  erwieseh,  dass 
die  Form  ip*  sich  im  Complex  co  befindet. 

6^.    tp  und  (p*  sind  nicht  identisch,  was  ebenso  wie  im  vo- 
^geo  Paragraphen  erwiesiM  wird. 

70     Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  in    den 

^leiDsten  Zahlen  durch  ^>    so    entspricht    den    Werthen   a=  Z, 

^^iV  eine  Form  (p*=(g',  A',  t')>  während  die  Annahme  a= — Z, 
^^-*iV  zu  einer  -mit  9'  identischen  Form  fiihrl  (vergl.  11.  7^.). 

Eine  zweite  Form   9"  =  (g'',   h!\   f)   erhält  man,    von    der 


4/7 
•►)    Am  »»-«®  =  /?»!«  folgt  »'»'—4«'€'  =  H  =  —3,    iin^  dar- 

^  die^e  Congruenz. 

'^)    Man  beachte,  dli«N  m^  h^  93'  »nievade  i4fid  (yergl.  9.) 
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Gleichung   —  = — ausgehend,  und  es  ist  zu  untersuchen, 

ob  tp\  tp"  unter  sich  identisch  sein  liunnen. 

8^.  9)  gehe  in  g)^  tp"  über  resp.  durch  die  Substitutionen  a', 
|J',  7',  5';  «",  jS",  /',  b"^  und  es  werde  angenommen,  dass  9',  qt" 
identisch  sina,  so  dass  q'^^^ff.  h'^=lSL    Dann  hat  man  wesen 

^'=-^^,  ^'=-^2--^  zunächst /T/=0.    Aus 

folgt  ferner 
d«  i. 

i,(a'T«")=2»«y'...[l]. 

Ferner  nach  10.  5) 

folglich 

(A' +  A)  (/-F/)  «^' («'+«") -^(«' T  «") , 
d.  i. 

0=g' (S'TS")-g («'+«")■'.  m,  . 
aiso  nach  [1]  und  [-] 

g{a'T«")=2m/, 
g'(d'TS")=2my. 
Die  Multiplication  dieser  Gleichungen  giebt 

gg'(aT«'')iS'Tn=*niY*=:gg', 
folglich 

(cf'TO(«'T3")=l.  «'T«"=*T*"=±1; 

also  g'=g-    Endlich  nach  10.  4) 

ik'-h)cc'=zgß'+i/ ,  (h'-'h)a'=gß"+iy'; 
folglich  durch  Subtiaction 

(A'-A)C«'T«")=irO»'T/J"'), 
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d.  i. 

folglich 

h' — A=0  (mod.  g)^ 
der  Faktor  ß'  f  ß"  mag  verschwinden,  oder  niclit.    Nun  ist 

also 

^'  —  ^^0  (mod.  ti),  ^'=:^. 

Wenn  also  q>*,  tp"  identisch  wären,  so  mässten  es  g>,  q>*  eben- 
Cails  sein,  gegen  das  vorher  Bewiesene. 

9^.  Jede  Form  9  ist  also  mit  zwei  von  ihr  verschiedenen 
Formen  g)^  q/\  die  auch  unter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
aequivaleut. 

Zu  demselben  Resultat  fährt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
Mden  Formen  q>\  q>"  erhält  man  hier  nach  den  Formeln 

J- —  '  ««-/3y=l,  te'=±-g,  Äy'=2lV^ 

3 
A'a  +  Jm« 

A'=^«/3  +  A(«cy+/3y)  +  iVd,  t'= j, 

Hieraus  schliessen  wir:  In  dem  Falle  D=^^jM^  ist  die 
Anzahl  der  Klassen.,  in  welche  die  Formen  in  cozerfal- 
len^  gleich  ttjü* 

13.  Die  positive  Determinante,  welche  noch  übrig  ist,  bietet 
schon  mehr  iSchwierigkeiten  dar,  lässt  indessen  eine  der  vorher- 
gehenden ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Haupt  fall.    Aus  den  Gleichungep 

2 


(S)-«-»)- 


folgt»  wenn  man  noch  -^,=ar,  ^q=^if  setzt» 
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Umgekehrt,  macht  man 

,  ^      D     a      mx — hu 

so  da80  er,  ^  relative  Primzahlen  sfnd^ 

und  transformirt  g>=^,  A,  t)  durch  die  3ub8titntion  a,  ß,  y,  dm 
q)'z=z(ff*,  h',  i%  so  lässt  sich  Folgendes  schliessen. 

^ 

L    Man  findet 

folglich 

IL    Setzt  iiian  k=:uh^,  tz=m^ ,  y  =  dy"" ,   wo   h""   eine  ganze 
Zahl,  ^  das  grOsste  gem.  Maass   von  t  und  ^;  t^,   y^  also  rela- 

tive  Primzahlien  sind,  so  kommt  — = — ^^, — ^r^.    Nun  findet  mav 

y         Wuy^ 

leicht 

^*»^-AVs(Ä:-j>ö'?/)r(mod.  Ä'y«), 

folglich  sind  Px—h^y"^,  TU y^  relative  Primzahlen  (Da  Ä'  prim 
gegen  m,  so  ist  es  auch  prim  gegen  ^^  den  Theijer  von  m).  Be- 
zeichnen H  ir  also  das  grusste  gem.  Maass  von  t^x  '■-h^y^t  u  durch 
r^f,  so  folgt 

ti'  eine  ganze  Zahl. 

III.    Es  folgt  ferner  . 


465 


«'•Theller  von  wi. 
IV.    Man  hat 


^'^f^^uu'ßx,  y=0(Tnod.  iO»  aö=l  (mod.  y  oder  21'); 


folglich 


A'=/i=^(mod.  210. 


Ferner 


t^=(Ao  +  ?V)«— iliii««^ 


TU  p  yd? 
also  Aa-fiV  «Jwrch  uV  thellbar;  aher  auch  — -, —  =iTi'ußx    gans^ 

^  y  mm 

folglich  A'^0  (mod.  «^),  ferner  -ja^i  (mod.  leO»  folglich  l^^Tjj 

(mod.ttO*  Nan  ist  2('  gegen  u*  prim,  also  auch  A^^-^(mod«  2l^tf')' 

AjuCb  kann  man  ß,d  so  bestimmen,  dass  A'  =  ^ -|-  ^'  2('  u'    wird, 
üqd  v^^  zwischeo  0  und  u'  —  l  incl.  liegt. 

V.  Ist  diese  Bestimmung  getroffen ,  so  ist  ervriesen,  dass  tfl* 
sich  im  Complex  ca  vorfindet,  welche  Wurzeln  der  Gleichung 
xa:-^kyy=l  zur  Berechnung  dieser  Form  auch  angewandt  wer- 
den mö^^n. 

VI.  Sind  9,  (p'  identisch ,  so  folgt  wie  in  11.  6^. ,  dass  ^f^ 
eine  ganze  Zahl  ist;  nach  dem  Vorhergehenden  aber,  weg#D  u^=u, 
.-—^zzz-^^  folglich  können  97,  q>*  nicht  identisch  sein,  wenn  nicht 
y  durch  m  theilbar. 

Umgekehrt,  wenn  das  Letztere  der  Fall  ist»  so  sind  q^  fp* 
identische  Formen. 

Denn  nach  II.  ist  u'=~f>;    ferner  ^  =  -^>  folglich  (9=i\, 

da  es  prini  gegen  y^,  und  u  Theiler  von  y^,   daher  auch  tf;  Thei- 
ler  von  y^;  nun  erhellt  leicht,    dass  t/;  prim   gegen  y^  ist,  rolglich 


456 

if;=l,  und  tt'sztt,  ^'=^.  —    Mao  bat  femer  y=Ä'i^^Äjr^^ 

also  nach  10.  4)  (h'-h)a:=zgß+igS^,  folglich  A'-A=0(mod.^), 
da  g  als  Vheiler  ton  y  prim  gegen  a  ist') 

VII.  Die  Gleichung  xx  -^  Xyy  =  1  hat  unendlich  viele  positive 
Wurzeln,  weiche^  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet,  durch 
^\*  yi9  ^2*  y%»  ^3»  ysf  u*  s*  ^*  bezeichnet  werden  sollen,  so  dass 
^1»  yi  ^'^  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1  und  0  sind.  Aus 
diesen  kleinsten  Wurzeln  findet  man  bekanntlich  alle  ubrigeo  nach 
den  Formdo 

aus  denen  leicht  noch  diese  folgen: 

Da  nun  die  Gleichung  XX — Xm^.   FF=1  immer  tosbar  ist^   so 
folgt,  dass  Xf  mY  der  Gleichung  ofl — il^^=l  genügen;  also  wird 


in  der  Pro^resston  ^|,  ^2,  ^g,  u.  s.  w.  jedenfalls  ein  durch  m  theil- 

I.     Ist  v<    * 
erhellt  aus  der  letzten  der  beiden  vorhergehenden  Formeln,  wenn 


bares  Glied  vorkommen.     Ist  m  das  erste  Glied  dieser  Art,    so 


man  darin  r=c,  r'  succ.  =  e,  2e,  3c,...  setzt,  dass  y^ey  ^3«,  ^4e>— 
sämmtlich  durch  m  theilbar  sind.  *-  Umgekehrt  Ist  yt  durch  m 
theilbar,  so  muss  t—O  (mod«  e)  sein.  Denn  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  so  sei  r  =  x6-|~'^S  ^o  0<T^<e;  dann  kommt 
^r=^r'^xe+^r'  ^xe»  folglich  ^r'  ^xe  durch  m  theilbar,  aber  m  als 
Theiler  von  yxe  prim  gegen  Xxey  mithin  ^r'^O  (mod«  m),  9.  e.  a. 

Wird  also  die  Form  qi'  find  a>  mittelst  der  Würzein  ±a:r> 
±^r  hergeleitet,  so  ist  sie  mit  <p  identisch,  oder  nicht  identisch, 
jenachdem  r=0  oder  nicht  ^0  (mod.  e)  ist 

VIII.    Bezeichnet  man'  den  Werth  des  Bruchs  ^  in  den 

Z  ^^ 

kleinsten  Zahlen  durch  jy,  so  kann  a=:Z,  y=iV,  und  auch  ^ir=:—Z, 

y=  —  iV  gesetzt  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  beiden 
Paare  in  Betracht  ziehen,  da  die  entsprechenden  Formen  f/,  9" 
identisch  werden  (vergl.  11.  7o.). 


y  ff 

*)    Wenn  a  Terschwindet,  so  Uimx — Av  =  0,  J:  — Ä  —  =  0,  =-  prim 

eeiren  x   (weiren    XX—  kpp  =  l),    mithin  y=  +  »i,  j:=  +  A,   m   oDd  il 

durch  fi  theilbar,  also  t£  =  l,   Ax=A'  =  — • 


^"^  Wälr  dkit  Witrseln  der  GleichüDg  xw-^kyy^i  betrÜR,  bö  ge« 
bdreii  zu  jedem  positiven  Paar  a:,  y  drei  andere  Paare:  -—x,  — jy; 
»i  — yt'-"^«  y*  Es  geftägt  aber,  bloss  das  erste  und  vierte 
in  Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dem  ersten» 
das   dritte    aus  dem    vierten    durch    gleichzeitige   Aenderung   der 

Zeichen  von  a:    und   y,  was  in  dem  Werthe  des  Bruchs ^ 

9y 

keine  Aenderung  herbeiführt. 


Dies  vorausgesetzt 9  bezeichne  man  die  aus  9  mit  Hjllfe  der 
Worthe  Xxf  Vr  resultirendeForm  durch  q>%=i(gtt  hr,  tV);  die  durch 
AniTvendung  der  Werthe  —  orr»  yr  resultirende  Form  durch 

ttp^Gg ,  rh,  ti) . 
Dio    entsprechenden  Werthe  von  a,  ß,  y,  d  seien 

«T,  ßn  yvf  ^t;  r«,  rß,  ly,  t^' 

IX.     Die  Formen  (fr,  ^rfe  werden  identisch  sein. 

Ist  nämlich  ^  das  grösste  gem.  Maass  von   t  und  tft,  <='&r, 
yr^=dy\;  tf/  dass  grösste  gem.  Maass  von  u  und   t^Xr — h^'y^tt 

»0  hat  man  --=^if^.    Ebenso  kommt  =^i(;',  wo  d',  ^*  eine 

'ihnliche  Bedeutung  wie  ^,  -^z  haben. 

Nun  folgt  aus  den  Formeln  in  VII. 
^der,  ff^=^€  gesetzt, 

^  misat  y«»  weil  y«  durch  in,  m=:^t^tt  durch  d  theilbar  ist,  ^ 
Prim  gegen  Xt  (da  o^r»  yr  relat.  Primzahlen  sind),  folglich  d  ein 
T  heiler  von  yr-M  *  &!«<>  ^^^^  ^^^  Theiler  des  grössten  gem.  Maasses 
^OD  i  und  yr+a,  d.  b.  von  ^.  Ebenso  folgt,  dass  ^  ein  Theiler 
^on  ^  Ist;  mithin  ^=i^\ 

Setzt  man  ferner 

*^  kommt 

ify^f  •-  K'y\^r  (^tyOT+«-y<'»^T+.)=*-^  =  H<««.^'; 

^'^  dieser  Gleichung  folgt,  dass  1/;  in  Ä'yr%  mithin  in  A'  auf- 
R«ht  (da  *  offenbar  prim  gegen  y,o  ist);  daher  geht  t);  m  ij;  auf, 
^*»^d  da  ebenso  bewiesen  wird,  dass  ^'  in   <J)  aufgeht,  so   folgt 

Theil  XV.  ^^ 


i 


\        \ 


/■■■».■ 


M9 

Hiermit  i»t  erwMMJcn.  ^jiBtmMr^mf^^.^i^o  ^pcli  g^^^fi^  ^* 
Gleiobuiig«! 

.'  .       .-■  •     • 

au«  denen  «ich  ersieht: 

Nun  hat  man 

(Ar— A)  «T  =gtßT  +  «yx , 

(Ar+e  — A)  OfT4^=flrTl5T+e+«yT+e; 

woraus  folgt  ... 

(Ar— Ar-I-«)  «f  «T+«a=^T  («r+f  |Jt— |3r+e«r)— tyt^JJj^^, 

folglich 

(Ar— Ar4^«)artfr.f-^0(tdöd.'  j^). 

Mit  Hfilfe  der  GleichaDgen 

(Ar  +  A)  yr  =flrr  dr  —  gar» 

'  '  .  ■  •  ■ 

(Är+e  +  A)yr+e=  <SrT*r+«— fl^«r-H 

gelangt  man  auf  ähnliche  Art  2a  der  Cougmemi 

(Ar— Ar-M)yryr4^=0(mod.  3fr). 

Bezeichnet  man  also  das  grosste  gem.  Maass  von  «r  ar-|-«»  yr  yr-M 
durch  r»  so  ist  auch 

(Ar  — Ar4.e)rs0  (mod.  flfr), 

und  wenn  erwiesen  werden  kann,  dass  r  gegen  gt  prim  ist,  so 
wird  folgen  Ar — Ar-f«^0  (mod.  gr)»  und  g>t,  q>v^e  werden  iden- 
tisch sein. 

In  der  That,  bezeichnet  man  das  grSsste  gem.  Maaas  von 
»T,  yr^e  mit  t*,  das  von  ar-i-e,  yr  mit  tr,  so  ist  ersichtlich«  dass 
t=v't^  ist. 


I  f '  ' 
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e'  ist  zuoächfti  prim  gegen  TP,  denn  V  mis«!  yt,  Ivelche« 
privn  gegen  «f.  —  Man  nehme  ferner  an,  dase  C  und  Ut  einen 
Prifnfactor/? gemein  haben,  und  ziehe  folgende  Gleichungen  In  Be- 
traa€3ht: 

P]ttrtps=:ti<a, 

[5]  <0  d?T+«—  40  .yO^esa  ^«r+«. 

Mach  [1]  geht  M  in  i  auf,  folaiich,  da  t  gesentiprim,  nach  £2] 
in  CO^  foleüch  nach  [o]in  Ar,  nach[4ral86  in  h,  folglich  in  Ao,  daA=tiAo^ 
und  p  als  iu  t  autgehend  in  u.  nicht  aufgehen  kann ;  nach  [51  da- 
her wird  p  in  tf;ar-f  e  aufgehen.  Dies  ist  unmöglich,  denn  p  kann 
in  ocr-i-e  nicht  aufgehen,  weil  es  yr-fe  misst,  und  in  tf;  deshalb 
nicht,  weil  tf;  in  u  aufgeht,  n  aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
worden,  durch  p  nicht  theiibar  ist.  Hieraus  folgt,  dass  t*  prim 
gejgen  TM  ut'^^^gt  ist.  —  Auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dass  xf' 
prim  g^en  g^^^gt  ist,  folgück  r'  c'^snis  prim  gegen  g^f  q.  e.  d. 

X.  Die  vorhergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung, 
weiui^man  «r»  (t>t^  mit  den  eetgegengeseUten  üSeicben  ninunt, 
während  die  Zeichen  von  yn  yt-^e  beioehalten  werden,  und  es 
MfB^t  dah^r,  dass  tfp ,  r4-e9>  ebenffalU  identische  Formen  sind. 

XL  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  jede  aus  tp  abgeleitete 
I^oriii  mit  einer  der  folgenden 

•-»iVf  •'-t9^f  f-89t*—'i9f  91  9i*»vgpe-i;  9«-*«;  9>«-i 

Dothiürendig  identisch. 
Keine  der  Formen 

ist   wiit  »  identisch ;  es  fragt  sich  aber,  ob  einige  unter  sich  Iden- 
tisch sein   können. 

Ich  behaupte  zunliehst,  dass  e.r9;  9r»  wo  t  zwischen  1  und 
e-^1  incL  lie^.  Identische  Formen  seien. 

Nach  VII.  hat  man  Xtyr  +yr^r'=y«>  wenn  T  +  T'=e  ist 

Da  diese  Gleichung  der  in  IX.,  von  welcher  die  dortigen 
Schlösse  hauptsächlich  abhingen,  ganz  ähnlich  ist,  so  bleiben  die 
Betrachtungen  ^«ch  fast  wörtlich  dieselben,  und  die  obige  Bebapp- 
^0f^  ist  erwiesen. 

3l* 


4«d 

XII.    EnfHich  soll  gese&gt  werden ,  dass  die  Formen ^i;  ^; 
(p^;,;,.(p0^l  sämmtWch  unter  einander  verschieden- sind. 


.■i*' 


Es  seien  (i,  ft'  zwei  unterschiedene  Zahlen  zwischen  1  and 
e  —  l  incl. ;  und  es  werde  angenommen,  dass  tpft,  9^'  identische 
Formen  seien ,  welche  aus  9  resp.  durch  die  Substitutionen 

«,  ßs  Yf  9;  of,  ß\  /,  9' 

entstehen.     Die  entsprechenden  Werthe  von  x^  y  werden   durch 

Är^,y^;  ocfi'i  yix'  bezeichnet. 


Dies  vorausgesetzt,  geht  9  durch  die  erwähnten  Substitutio- 
nen ^welche  beide  eigentlich  sind)  in  dieselbe  Form  über»  und 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Arithm«  p.  181.: 

o'=a2r-^(Äa  +  iy)F. 

indem  X,  F  Wertbe  bedeuten,  welch«  der  Gleichung  J[*— lin*F^=l 
Genfige  leisten. 

■  • 

Sfibstituirt  man  nun  Inder  dritten*  Gleichung  für  g^\hf  seinen 

Werth     '*  - ,   und   beachtet  yyftf^=^Y*yfjif    welche   Gleichung   aus 
gin=g/ji'  folgt,  so  erhält  man 

y^'-=iXyfj,-^m  Y.Xfx [IJ. 

Berechnet  man  ferner  nach  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
die  Grösse  ^ct'  +  hy' ,  und  berücksichtigt  den  Werth  von  ga-l-hy 
und  die  Gleichung  A*— ^i=Am*,  so  kommt 

y^'        y/u 

folglich 

Xfi»  =iXXfji+km  Y.yfji .....  [2] . 

Verbindet  man  endlich  [1]  und  [4]  mit  den  Gleichungen 

yfi'^=^XfA'-'ßyfi+yfM'^uJ^fA,  ^fA'=Xfi'-.fjiXfM+  ky/A^^fAyfi; 
80  folgt 

X=Xfi'^fiy  m  y=^y/M*-fÄ; 

folglich  yiu'^fi  durch  m  theilbar,  was  unmöglich,  da  y«  das    erste 
durch  m  theilbare  Glied  der  Progression  yi,  y^,  y^  u.  s.  w.  sein  soll. 
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ks«-^'"'  ^"«.^llerti,  was  vorhergeht  'folgt,  das«  lede  belle, 
bi^e  Foriii  tp  mit  *-l  und  nicht  mehr  Förhiön,  welche  sowohl 
von  9)  selbst,  als  unter  einander  verschieden  sind,  eigentlich  aeoul- 
val«Dt  ist.  01 

14.  Die  Betrachtung  der  beiden  anderen  Hauptfälle  ist  der  des 
ersten:  so  ähnlich,  dass  es  genügen,  wird,  nur  auf  diejenigeo 
Klinkte  aufmerksam  «u  machen ,  wo  Differenzen  hervortreten. 

Zweiter  Hauptfall.    Hier  ist 

r 

i=l  (mod.  4), 
»»    «ingerade,  a?a?-Ayy==4.    Der  Bruch  -  erhält  den  Werth 

^^^  man   findet 

^  (a:-»'.y).5-(;«+jyy)  +  a'fiWy^*=  l ; 

^Y  prim  gegen  ^(ra:-Ä«y"),  ^7=^£ft  ^^^^  8*"*®  ^*'*''  *"^- 
<eu  ^  das  grOsste  gemeinsch.  üAaass .  von.  u  ,^nd  j^(tfx  --  Ik^y^^ 
^»•deutet;  m'=:^<o.  /. -' 

Die  Differenz  h'^h  ist  hier  durch  21{*   theilbar^),    uiid  u'  als 
ungerade  Zähl  gegen  2*21'  prim,   weshalb  h'=i'^  •{-"'iQ'Tifü!    wird. 

^  Die  Gleichung  drar  —  A,^=: 4  ^(erfordert  offenbar,  dass  x^y 
^»eide  gerade ,  oder  beide  ungerade  sind ;  ist  sie  in  relativen  Prim- 
;^ah1en  nicht  losbar,  so  kanh'Vie  wenigstens  mit  Hülfe  solcher 
^Verthe,  welche  den  Factor  2  haben,  gelost  werden,  da  die  irlei" 
^:hung  XX — Xyy^szX  immer  möglich. 

'    Besiächnift  mäo  die  kleiri^en  pösftIveA  Wdi^eln  <j^dbdb2«  «p^ 
tttsgeschlossen)  mit  a?i,  yi,    so  sind  alle  übrigen  positiven  War- 


sein  in  folfteoden  Formeln  enthalten: 


ig^naen 


*)  v^M4ii\'Jiai  hieboi  au  b«aoht«n,  da«t^nnd  i  ^tiM*  WtkUn  tiiid» 


i 
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11  1        1       < 

. .     ,    .         .'■'■■   ^     :.■    ■■        ■    ..'.     •    ■■!■ 
11  11 


«?-. 


'\  ■  \ 


woräber  art  208.  Disq.  aritfani.  zu  vergieioheD.    Hieraus  folgt 

Die  in  13.  Vit.  rollenden  Schlüsse  bebali#n  Kraft,  da  m  migerade 
ist.    Statt  der  Gleichung 

r  • 

in  IX.  kommt 

Überhaupt  aber   bleiben  die   in  IX.  gemachten  Schlüsse  mit  Aus- 
nahme-von  geringen  Modificationen  dieselben. 

Statt  der  Gleichungen  in  XII.  hat  man  die  folgenden: 

<  •   '  ^  .     .         .  .  '\  ■ 

2«'=«jr— (Ätt+iy)?', 

I 

Wo  JT,  Y  Werth^  bedeuten,  welche  der  Gleichbifg 

genügep. 

15.    Dritter  Hauptfall.    Die  Gleichung,  aus  welcher  a^  y 
zu  bestimmen,  ist  hier 

y  ^      % 
ferner 


;•! .' 


,t.. 


4/>  1 

I  ■  ■    ■  . 

;  I      . 

2l'y^   prim  gegen  ^0^^  —  ä®^^)>    wie  im  vorigen  Falle,    -^  das 
grösste  gemeinsehaftliche  Maass  von  u  und^(f^x-^^^),  i«'=:-|0. 
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Dass  i£»   und  y^   keinen  ungeraden  Facto^  gem^B  haben,    Erhellt 
sogleich.     Hätten  sie  den  Factor  2  gemein,   so  wär§ 

gerade;  V  wird  ungerade  sein,  rfa  es  prim  gegen  y"",  ^x  wird 
ebenfalls  ungerade  sein,   wegen   der  Gleichung 

v2  ^y  "~^  \jiy)  ^^*  "^^  ^^^  (mod.  4.), 

foigliini  «i-a  ^  ungerade.  Ist  nun  -i^y^  gerade,  so  ist  K  un- 
gerade. Ist  ^y^  aber  ungerade,  so  inuss,  weil  o^sr^-^y®  ge- 
rade ist,  d*  gerade  sein,  /=:0f^  ebenfalls,  und  auch  h*=^'t^2Q7a' , 
folglich  K  wiederum  ungerade.     Es  ist  also  i/;  gegen  ^^  prim* 

Was  ober  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx  —  ^yyj=^  in  14. 
gesagt  Worden,  gilt  hier  ebenfalls.  -^  Statt  der  am  Ende  in  14. 
betrachteten  Cleicfaungen  hat  man  die  in  t3.  XII.,  wo  dann 

ist. 

16.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  uns  also  zu 
dem  schonen  Satze: 

•  >  Sind  bei  positiver^  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante (Z>)  Xi,  yi;  x^,  y^i  oc^$  y^\  etc.  die  nach  ihrer 
Gr5sse  aufsteigend  geordneten  positiven  Werthe  der 
Gleichung 

D  . 

oder  der  Gleichung 

r-.     •    \^\     ■     ■  •  •:       .  .  .  :  ... 

-«ns'.^P  .^.der  ^^1  .(mod*  4.),    sp  dass  4?i,   yx    die    klein 


^3,  etc.;     so   beträgt  die   Anzahl   der  Klassen,     welche 


mit  /^zusammengesetzt  F  geben,  den  «ten  Theii  von 
der  in  9.  bestimmten  Anzahl  aller  im  Complex  o  ent- 
haltenen Formen. 
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17.    Die  «nillirtM  W«neh 


fsdet  flMo  siiec'.  aadi  dea  FormelB 

die  |>o»fth'e0  VVttnelii  dar  GleichiiBg^ 

naeb  den  folgeodeo: 

;rs=:jri^i-— 2,    :i^ =2:1.0:^ — x^,    x^'=iXi.Jc^'-^3t%j  etc.; 

Zu  bemerkeii  bt»  da««  mao  indeaseo  oar  die  zweite  Progression 
in  Beztig  auf  den  f^ortiegeuden  Zweck  zo  beredmeB  branclit»  dass 
es  aogar  nicht  auf  die  wsoluten  Wertbe  der  Glieder  «fi,  ffs'Jfs)**" 
ankommt,  «oudern  nur  auf  die  Reste  derselben  nacb  oem  mod. 
m,  weshalb  sich  luancherlei  Abkfirsungen  anbringen  lassen. 


Die  Gh'ichung 


ifisst  sieb  in  allen  Fällen  nach  der  von  Gauss  entdeckten  Me- 
thode (art.  106.},  und,  wenn  V  Wm'^^'  ^"^^  ""^  Hülfe  der  Ket- 
tenbrCiche  leisen.    In  unserm  Falle  ist  immer 


kt  il^l  (mod.  8.)>  so  ist  die  Gleichung  a:x—ky^=z4  in  relativen 
Primzahlen  nicht  lösbar;  denn  da  j:,^  beide  unserade  sein  muss* 
ten,  so  wäre  das  erste  Glied  durch  8  theilhar.  Ist  A^5  (mod.  8.), 
so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 

Wenn  oti  ,  yi  gerade  eiind,  so  folgt  aus  dem  Bildungsgeseti 
der  Proj^resstonen  d:|;  o?«»  o:^ >.••**•  iMi> ^2»  ^i^.w.^dasfif  alXe  Wur- 
zeln gerade  sind.  Sind  a:*,  ^^  uiig^rade,  ^o  folgt, ebenso,  dass 
^tp  .Vr  gerade,  wenn  r^O  (mod.  «TO»  in.^Uen  öbifigen  Mafien  im- 
gerade  sind.  , 
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18.  Die  vor b ergehenden  Untersuchungen  stehen  mit  dem 
'X^erhültniss .  welches  die  Mengen  der  Klassen  In  awei  verschie- 
denen Ordnungen  zu  einander  haben,  in  einem  merkwürdigen 
2^  iisammenhange. 


Es    seien  O,  O',  Qf'  drei   beliebige  Ordnungen  för  dieselbe 
■  Determinante  />,  welche  resp.  die  Formen 

F=(.4,Ä,C);  /=(a,6,c);  f^(a\y,^ 

enthalten;  M  sei  das  griisste  gemeinschaftlicfie  Maass  von  At2B* 
Cp  und  m,tnf  haben  eine  ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
l^ornien  /*«/*;  auch  sei  31=^  mm',  und  fit  prim  gegen  m'.  Die 
Mengen  der  Klassen  in  den^Ordnunf^en  O,  O^  werden  respect. 
durch  L,  Ja'  bezeichnet.  Endlich  sei  K*  eine  beliebige  Klasse 
der  Ormiung  O*. 

Dies  vorausgesetzt,  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aus  der  Ordnung  0'^  welche  mit  K*  zusammengesetzt  eine 
beliebige  Klasse  K  der  Ordnung  O  hervorbringen;  diese  Klassen 
seien  JC^  K'\^  K''^,.,„K"r'-i9  ihre  Anzahl  also  r;  deii  Coniplex 
derselben  bezeichne  man  durch   W^ 

Es  sei  nun  £|  eine  von  K  verschiedene  Klasse  der  Ordnung 
0,  Ki:=iq>-\r  Kf  wo  ip  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu« 
tet*),  und  W  der  Complex  der  Klassen 

welche  offenbar  sämmtlich  in  die  Oidnun^  i^*  gehciren«  und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jegliclie  Klasse  aus  W  wird  mit 
iE'  zusamtnengesetzt  Kt  geben,  woraus  folgt,  «lass  W^  W*  keine 
Klasse  gemein  haben  (indem  jede  Klasse  aus  W  mit  Mf  ausam* 
neilgesetzt  äie  von  Ki  verschiedene  Klasse  K  erzeugt).  —  Ueber- 
tiess  moss  jede  Klasse,  welche  mit  K'  zusammensesetzt  ATilier- 
vorbringt,  in  W*  enthalten  sein.  Denn  es  sei  Ki^=zK'  +  Ly  L  auf 
der  Ordnung  O'',  L=:g>+  I/^  also  L*  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
O'',  dann  ist 

folglich  K-i-L*  mit  K  identisch;  da  also  K  aus  der  Zusammen* 
setEung  von  K'  mit  der  Klasse  h'  entsteht,  so  niuss  V  mit  einer 

der 'Klassen  f ,  K'\i Ü^''r-i»   folglich  L  mit  einer  Klasse  aus 

W  identisch  sein. 

Ist  ferner  ,K%  eine  von  K,  Kj  verschiedene  Klasse  aus  O,  so 
eifiSIt  mäh  eb^so  r  neue  Klassen  der  Ordnung  O'^,'  welche  mit 


i ' 


^)  Uebcr  die  Anwendung  de«  Additionttxeichen«,  um  die  Zutanmen- 
leUong  der  Formen  oder  KiaMen  sii  beseichnea,  •*.  m.  Dia^.  Arlthn. 
art.  949. 


i    • 
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K'  zusammengeseUt  jKg  geben,    und   sowohl  unter  i 

den  Klaaaen  hi   M'.  H"  verschieden  sind. 

Schlie<sst  man  so  Tort,  bis  alle  Klassen  in  O  erschöpft  siiü 
I  so  hat  man  rlj  Klassen  hur  O"  erhalten,  und  ausser  diesen  kann 
1  bfline  mehr  librlg  sein,  da  Jude  Klasse  aus  O"  mit  K'  susaniiiieii- 

gesetxt  eine  Klasse  ans  O  hervorbringt     Daher  folgt  L"=:rL. 
Setzt  man  JU  —  iii,  so  erhält  man  den  besomlern  in  de»  Disq. 

arithni.   Art.  '253.    hetrarhfeten  Fall;    nämlich,  wenn  r  die  Menge 

der  eigenttidi  [irimitiven  Klassen  bedeutet,     nehhe  mit  einer  be- 

llebii;en  Klasse    der  Ordnon;;    O  zusammengesetzt  eine   beliebige 
I   Kl&sse  (lerselhen  Ordnnng   nervorbringen,    so    beträgt  die  Menge 

ÜllerKlassen  derOrdnungOden  rtenTheil  von  der  Ment^ealler  Klassen 
I    der  eigL'ntlich  primitiven  Ordnnng.  Die  Zahl  r  kann  man  Ifir  lede 

Determinante  nach  dem  Vorhergetienden  bestimmen,  folglich  lässt 

Bich  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  finden,    wenn  man 
[   die  Menge  der  eigentlich   primitiven  Klassen    kennt. 

Versucht  man  z.  B.  die  Menge  der  Kluttsen  in  der    uneigeot- 

Uch  priniit  Ordnung  zu  beetiniinen ,  so  lindet  man  nach  9.  zuuliebst 

(ni=2,  tlf=^-,  n  z"  setzen)  fi  =  l  oder  3,  jenachd«m  D^l   oder 

I  S  (mod.  8)   iijt:    daher  r^=l    im  ersten  Falle.     Im  anderen  Falle 

tBt  hei  negativer  Determinante  r— 3,  ausgenommen  D=— 3,    «u 

-g-fi^l  ist.  Wenn  endlicli  D^5  (mod.  8.)  und  |iasitiv,  su 
bat  man  e  =  I,  3,  also  r=^3t  I  resp.,  jenachdem  die  kleinsten 
Wurzeln  der  tileicfaung  xx — Dyy^i  gerade,  odpr  ungerade  sinil. 
Hieraus   folgt: 

ichaet  man  die  Menge  der  Klassen  in  der  eigentlich  pri- 
mitiven Ordnung  durch  L,  die  in  der  uucigentlich  primitiven  Ord- 
nung durch  L',  so  ist  L'=L,  wenn  />=I  (mod.  ».):    oder  wenn 
'   D^ — 3;    oder  wen»  I)  positiv,    ^3  (mod.  8.)  und  die  kleinsten 
Wurzeln  der  Uleichung  xx — tiif%f=^X  ungerade  sind.    Dagegen  ist 

^,^  =  .j  L    in  allen  (ihri;;en  Fällen.') 

10.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  (quadratischen  Formen,  welche 
wir    hier    mit^'elheilt   haben,     ist  völlig  allgemein.     In  den    Disq- 
Arithm.  wird  nur  der  specielle  Fall  zur  Sprache  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Formen  aus   derselben  Ordnung  sind,    und  dieser 
wiederum  aui'  einen  noch  einfachem  Fall  zurückgeifibrt  (cC  art.  £il}. 
Bierauf    wendet  sich    Gauss    zur  AuflilBung  der  Aufgabe:    „Die 
.   Sflmmtlichen  eigentlich  primitiven  KlaSaeu  zu  bestiiMnen,    welche 
1  mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusammengesetzt,    dieae 
I  Form  selbst  geben,  und  lindet  zunächst  eine  endliche  Menge  vuii 
Fürmea,  welche  in  Bexue  auf  diesen  hesondern  Eall  mit  unseren 
1   i'fKmeo  im  Onmplex  tä  üuerei  nkommen.     Was   euiujclj  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  '2^0.  V.  gezeigt,  dass 
<    sie   in    verschiedene  Klassen  gehören  bei   negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  i 


ci);ciiliich    primitivo   Ürdiiuiig 


m 


/>=-„<«.      Ö  =  -T 


M 


a 


l^ild  ohne  Beweis  angemerkt,  dass  im  ersten  dieser  Ausnahme- 
falle immer  je  zwei,  im  andern  immer  je  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  positive  Determinante  betreffend  sagt  Gauss*),:  «»Prot 
^asutertio  autem,  ubi  ZI  est  numerus  positivus,  non  quadratus,  re^ulam 
l^cperalem  pro  coraparanda:  muLtitediiie  foriuarum  pr.  pcimit.  in 
Ft  V\  P'f*«..  com  multitudioe  classium  dlver^tarum  inde  resuü-« 
taiitii|m.'h«€i]ßqiie  n^  baberou».  Id  quidem  asserere  possumu^i 
lanc  vel  illi  aequalem,  vel  ipsius  partem  aliquotam  esRe;  quin 
«tiam  nexuni  singularem  inter  quotientem  liorum  numeronim  et 
valores  minimos  ipsorum  ^u  aeqiiationi  tt — Duu^=^AA  satisfacien- 
tes  deteximus,  quem  hie  explieare  nimis  prolixiim  foret;  an  vero 
po8sibile4«it>  iUum  notientem  in  oronibus  casibus  ex  sola  iii«{^* 
ctione  numerorum  Dy  A  cognoscere,  de  hac  re  nihil  certi  pro- 
nunciare  possumus/' 


mMcantite  QwMient,  von  ivelchefii  hier  die  Rede,-i»t 
dto^  iia  VtMPhergeh^den  mit  e  tieeeiehnete  Zahl,  deren  BekifbiMK« 
muuff  lediglich  darauf  zurückkommt,  das  erste  4arvh  in  tbeillMure 
4jliea  der  Progression  yi,  yn,  5^,...  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
wenn  Gauss  mit  dem' AusdraCK  „nexus  singularis''  diese  Bezie- 


SX).  Da  man  bei  den  vorhergebendimi  Untersucliungen  ^0 
kleinsten  Wt^rzeln  der  Gleichung  ara:  —  Dyy'=^i  kennen  muss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  dberhaiipt  von  mai^oicbfaclMm  Nutzen 
sein  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  beigebracht  werden,  wo- 
bei wir  auch   die  Gleichang  a:x-^Dyy^  —  i   berücksichtigen.**) 

.  aDie-Crletcfaung  aßaC'^Dyy=^4z^  ([;estattet  -aiinftehst  eine  R^ 
dntitlkinwidi^MoÜLd^9teGhiAmigs:a:r^,tyyy7^^  fiir  welobe  her 
reitfl.lTaMfl  rorhanden  aindv  .in  folgenden  t^^üHen. 

.  hW^M-A^O /(med.  40*  ^^^  Uu  mIX^^  Wer^  der  Gleichung 


v.f.  •■•!•.•.;  .<^^^l>;«ili=3i^l 


bedeuten,  so  sind  :r=2t,  ^=:tr  alle  Werthe  der  Gleichung 

In  den  Fällen  D=2  oder  3  (nio^.  4.)^    />=!  (mod.  8.)    können 

^Sv^W^B^i  W' v^^;^^  ^^^^9  sein,    uj^id  ,aj^2t,  y=z^u  sind  alle 
Weraie  der  Gleichung  ' 


*)     P«g-  893* 

**)     D  ist  po«itiT  und  nicht  quadratMcli. 
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wenn  t,  u  alle  Werthe   der  Gleichung 

bedeuten. 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  />^5  (mod.  8.)  übrig.  Alle  De- 
terminanten D  von  der  Form  8n-|-5  zerfallen  in  zwei  Klassen. 
In  die  eine  gehören  diejenigen ,  für  li^elche  die  kleinsten  Wurzeln 
der  Gleichung 

doppdt  so  gross  als  die  kleinsten  Werthe  <ler  Gleichung 

sind  (wenn  die  letztere  Gleichung  fiSr  das  untene  Zeichen  fiber- 
haupt  losbar  ist);  in  der  andern  Klasse  sind  diejenigen  Deter- 
minanten, für  welche  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen  iSsbar  ist.  Ziirisdien  ö  und  1005  glebt 
es  126  Werthe  Z>:=:8ra-f-5,  von  denen. die  iolsenden  32  vpn  der 
ersten  Art  sind:  37,  lOI,  141,  189,  197,  269,  325,  333,  349,373. 
381,  389,  397,  405,  485,  557,  573,  677,  701,  709,  757,  781,  813, 
829,877,885,901,909,925,933,973,997.       '  ■ 


<4 


Um  ZV  entscheiden  9  ob  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen  I5sbar  ist,  inler  nicht»  verwandelt  man 
VD  In  einen  Kettenbrneh.  Findet  'sich  kein  vollständiger  Quo- 
tient mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Gldichung -nach-  einem  bekann- 
ten Theorem,  vorausgesetzt,  dass  />>16,  in  relativen  Primzahlen 
nicht  lesbar.   Findet  sich  det  Nenner  4 »  so  merk^  man  Folgendes : 

1)    Wenn  die  ungeraden  Werthe  x^  y  die  Gleichung 

XX — Dyy^= — 4 

befriedigen,  so  ist 

(^a:  +  2)«-ZI(a:y)«==  +  4,      ' 

wo  XX +  2,  ory  ebenfalls  ungerade  sind,  d.  h;  wenn  die  Crlefchung 

XX — Dyy:^  —  4 
In   relativen  Primzahlen  lösbar,  so  ist  auch 
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ii\  relativen  PrimzahleD  lösbar. 

2^  Sind  X,  y  die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
GMefiiHig;'  so  wir (Y^  behauptet,  dass  A=5ara?  +  2,  F=s«y  die 
Kleinsten  positiven  Werthe  der  anderen  Gleichung  sein  werden. 

(Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  bezeichne  man  die  kleinsten 
(pöältivän)  Werthe  der  Gleichung 

durch   t,  u,    so  dass    also  t<  X,   t«  <  F  ist.     Die  Multiplicaüon 
der  Gleichungen 

..,  arar— Z>^y  =  — 4, 

tt  -  Duu  =  +  4 


Siebt 


-••  • 


(!£=plJ_o(K-^,=-4. 


2     J 


fcr  —  Duy     ty  —  luc  „ 

wo 2 — -  t   -^^—3 —     ganze  Zahlen  sein  werden ,   da  x  und  y, 

ebenso  I  und  u,   beide  gerade,    oder  beide  ungerade  sind.    Die 

1  ix 

Zahl  ^[{ty—ux)  ist  positiv,  da  -   offenbar  >  — .  Die  andere  Zahl 

l  "  ^  ' 

^{ix — Duy)  anlangend,  nehme  man  zuvörderst  an,  dass  ;y>ti  sei* 

Demnach  folgt  durch  Miiltiplication  der  Gleichungen 

xap^r^Dyy-'i,    tt=Duu-{^i,     itx)^'^{,Duy)^=i(Dyy—Duu^), 

4 
welcher  Werth  positiv  sein  muss,  indem  yy—uu'^-jK  ist,  folgl^h 

to— Z>tfy>0.    Setzen  wir  also 

l  ^  ^1 

80  sind  T,   ü  positive  Zahlen,  welche  der  Gleichung 

TT-DJJV=—i 

genügen^  mithin  nicht  kleiner  sein  kennen  als  x^  y  resp.  I^un 
erhält  .^an  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Relationen  aus  def 
Gleicnung 

ii^Duu—\X,    2x-Tt+DUu,    ly—Tu^Vt, 


■  1 


/ 
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folglich 


1y      XV  ^yt,    (2--i)y'r  XU, 


und  dies  ist  unmöglich,    da  die  Wa^he  is=2»  us=0  auageacUos* 
sen  sind ,  und  t  nicht  kleiner  als  2  sein  kann. 

Hieraus  folgt  u^y,  t^x.    Nadidem  dies  bewieiien  worden, 
hat  man 

(Duy)^^(tx)^:=i(DuU'--Dinf  +  ^), 
folglich  • 

Zltty-te>0,     T=:^(Duy-tx),     ü=z^(ty-ux) 

positive  ganze  Zahlen,   welche  die  Gleichung 

s 

befriedigen,  also  nicht  kleiner  sein  kirnen  als  d:,  y  resp.  Es 
folgt  ferner 

2t^Tx  +  Düy, 

2u  =  Ty-i-Vx; 

■  ■  ■  1  . 

mithin 

2t'^xx+Dyy,   2u^xy  +  yx, 

d.  h.  t'^xx-i'2^  uTTxy,  was  der  obigen  Annahme  wider- 
spricht. Wir  scbliessen  also,  dass  X^=^ax -{-^f  Y^^xy  die 
kleinsten  Werthe   der  Gleichung 

XX  —  Dyyzzi  +  4 

sind. 

3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  Entwickelung  von  VD  ein 
vollständiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4  vorkommt,  setze  man 
dieselbe  soweit  fort,  bis  dieser  Nenner  zum  erstenmal  er- 
scheint, und  berechne  den    vorletzten  Näherungsbruch  — .  Es  lässt 

sich  sogleich  erkennen,  ob  pp^Dgq=-\-i,  oder  pp—Dqi[jf^=^ — 4 
ist.  Trifft  der  erste  Fall  ein,  so  sind  x=ip^  ^=V  ^''®  Kleinsten 
positiven  Werthe  der  Gleichung 

xx—Dyy='{^i, 


m 

and  man  kann  sicher  schliessei^^^^.^ass.  die  Gleichung 

•  ■  •  •  ■  •  ■  ■     .  ■ , 

in    ungeraden  Zahlen   nicht  lösbar  ist;   denn  wäre  dies  der  Fäll» 

so  mOssten  ihre  kleinsten  Wurzehi  p\  q*  offenbar  >  als  resp.  p^ 
q  sein«  was  wegen  p=:p*p'-^2,  qzzz.p'q*  (vergl.  2))  unmöglich  ist. 
—  Findet  sich  nber  m-^Dqqjss.-r'^.  so  sind  4?  =  />»  ^==^9  ^^ 
kleinsten  (positiven)  Werthe  der  Gleichung 

XX — Dyyz=i — 4 ; 

•        '  ■  ■  *  •    , 

die  Gleichung 

!  «rar— Z>yy=;+4 

ist  dann  ebenfalls  i»  relativen.  Primzahlen  lösbar,  und  xT=zpp-^% 
y=pq  ihre  kleinsten  Wurzeln. 

•         ■ 

Nach  diesen  Principien  ist  die  dieser  Abhandlung  beigeftlgte 
Tafel  berechnet.  Man  findet  in  der  ersten  Columne  alle /zahlen 
D  von  der  Form  Sn  +  6  zwischen  5  und  1005  mit  Ausnahme  der 
32  vorhin  aufgestellten  Werthe,  für  welche  keine  Auflösung  in 
ungeraden  ij^a]plen  möglich  ist.  In  der  zweiten  Columne  stehen 
die  kleibsten  positiven  Wurzeln,    \yelche  sich  auf  die  Gleichung 


'  I 


a:.r — Z>^y = — 4 


beziehen,  sobald  D  mit  dem  Zeichen  *  versehen  ist,  in  den  flbri; 
geh  Fällen  der  Gleichung 

*  * 

xx^Dyy=  +  A 

genügen. 

4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  *  nicht  fuhrt,  die 
Gleichung 

j?a: — JDyy  =3 — 4 
also  in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  ist,  so  lässt  die  Gleichung 

tt  — />Mtl=  — 1 

keine  Auflösung  zu,  ist  also  xx — Dyy:=^ — 4  überhaupt  nicht  lös- 
bar.   Denn  die  Multiplication  der  Gleichungen 

XX — Z)yy=  +  4,      tt — Duu^= — l 

gäbe 

(ix  +  Duy)^'-D(ty  +  ux)^  =  —4, 

wo  tx+Duy,    ty-t-ux   offenbar    ungerade  Zahlen  wären,    welche 
der  Gleichung 
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1 1  << .'   j*       •  i 


nach  der  Voraussetzung  nicht  genfigen  k5nnen.  —  Wenn  die  De- 
terminante das  Zeichen  *  fiihrt,  die  Gleichung 

also  in  relativen  Primzahlen  losbar  ist,  so  iSsst  die  Gleicbnng 

«— />Mt«  =  — 1 

Auflösungen  zu,  ist  die  vorhergehende  Gleichung  also  auch  io 
geraden  Zahlen  lösbar. 

Um  das  letztere  zu  erweisen,  bemerke  ich  zuvorderst,  dass 
in  der  Entwickelung  von  yjD  der  Nenner  4  höchstens  in  zwei 
vollständigen  Quotienten  vorkommtDi). kann.    In  der  That,    ies  sei 

— j ein  vollständiger  Quotient,  welchem  — -^ vorher- 
geht; dann  ist  bekauntlich 

daher,  wenn  wir  die  grus^te  in  VD  enthaltene  ganze  Zähl  durch 
a  bezeichnen,  J  gleich  einer  der  Zahlen  a-^S,  a — 2,  a— 1,  a; 
von  diesen  vier  Werthen  werden  aber  nur  zwei  so  beschaflfen 
sein,  dass  D — JJ  durch  4  theilbar  ist,  wie  es  nach  der  ersten 
Gleichung. ^ein  soll,  nämlich,  die  Werthe  •!?=«,  «*2,  oder  die 
Werthe  •/=a — 1,  /i— 3,  jenachdem  a  un|;erade,,Qd9r  gerade  ist, 
folglich  können  in  einer  Periode  (welche  niclht  zwei  identische 
vollständige  Quotienten  enthalten ,  kann)  nicht  mehr  als  zwei  voll- 
ständige Quotienten  mit  dem  Nenner  4  vorkommen. 

Wäre  nun  die  Gleichung 

nicht  lösbar,  so  miisste  die  Periode  des  Kettenbruchs  von  VO 
bekanntlich  geradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  aufeinander  fol- 
genden vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4  in  der  unend- 
lichen Entwickelung  von  VD  durch 

bezeichnen,  so  erhellt  leicht,  dass  die  denselben  vorangehenden 
Näherungsbruche  sämmtlich  die  Gleichung 

aa:  —  Dyy^zi  —  4 
lösen  würden,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

XX  —  Dyyz=z  +  4 
in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  wäre,  gegen  1). 
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8)    bt  die  Gteichung  ^ 

\tk  relathren  Primzahl^  lösbar^   «ind  x^  y  die  kleioaten  Wuraelo, 
und  madit  iaan 

d/'sjRT  — 2,  y''=sa;y;    af^s^xsif^ -^Xt  y*'=^'— y; 

so    sind  (17«)   xf",  }/"   die   kleinaten  geraden  Warxeln   dieser 

11 
Gleichnog,  folglich    kx!^»  q  9^^^^^'^'^^'^^''^^'®'>^^^i^C'®^^^^"8 

JUf-DFFÄ+l. 

Man  findet 

Wens  alao  die  Gleichung 

b  ungeraden  Zahlen  Usbar  ist,  ao  mdasen  die  kleinsten  Wurzehi 
len  dAlachen  Gleichungen 

a?»-ar— 2J!r=Ö, 
gwflg«»«    wo  JIT,  K  die  kleinsten  Warzeln  der  Gleichung 

t  • 

Meoteo.    Die  cardanische  Formel  giebt  folgende  Werthe: 

«= V(i  +  Yy/D)  +  V(Jf-  FVD) , 

welche  anter  einer  irrationalen  Form  erscheinen.  Dieses  Umstan- 
deB  wegen  hat  man  x  und  y  durch  eine  andere  Betrachtung  aus- 
somitteui. 

9 

Die  Gleichung 

ar»-ar-2Ji:=30 

fot  nur  eine  reelle  Wurzel,  von  der  wir  schon  wissen,  dass  sie 
•iae  ganze  Zahl  sein  muss.    Die  Funktion  x^-^Zx-^^X  wird  ne- 

'8  8 

gativ  Air  :r=:V2A.  Ich  behaupte  ferner,  dass  sie  fdr  x=^y/^lX\\ 
positiv  wird.    Für  diesen  Werth  findet  man  nämlich 

^3_8a?-2Jlf = 3(v2Jr)«  -  2, 

Theil  \V1.  32 
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8 


welcher  Aasdruck  positiv  ist.  Setzen  wir  also  V2X=a  —  t,  wo 
e  einen  positiven  ächten  Bruch  bedeutet,  so  liegt  :r  zwischen  a— e 
und  a — s-i-i,    folglich  as=a. 

Die  andere  Gleichung  betreffend,  wird  die  Funkfipii/  ,^' 

3  2F  3  2F 

positiv  für  y=V-g"«      Fflr  y=V-g-— 1  wird  si*  negativ;    denn 

für  diesen  Werth  kommt 

8 2F  3  2F 

3  2F 
welcher  Ausdruck  negativ  ist,   spbald  V"7j"— 1  positiv.   Ist  aber 

3  2F 
V-^— •!  negativ,  d.  h.  der  angenommene  Werth  von  y  negativ, 

so  erhellet  von  selbst,  dass  />^*-f  3y— 2F<0  ist.    Die  Funktion 

/y+%--2F    ^      .     ; 

■    ■•••■ 
muss  also  zwischen  den  Werthen 

3  2F  a  2F     - 

.    3  2F  .   ' 

verschwinden;  und  wenn  wir  V  jnf"=^  +  *  setzen,   wo  e  ein  po- 
sitiver ächter  Bruch,  so  erhellet,  dass  ^=6  sein  muss. 

Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 

arar  — i>3(y=  +  4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,    so  findet  man  ihre 
kleinsten  Wurzein   ac,   y,   indem  man  für  :r  die  nächste 

3 

ganze'  Zahl    an    v2X  über   dieser  Grosse,    für    y    die 

3  2F 
nächste   ganze   Zahl    an  V-jj      unter     dieser     Grosse 

nimmt,    wo  X,    Y  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

a:^-z>ff=  +  i 

bedeuten. 

6)    Umgekehrt,     wenn    die    Wurzeln    der    kubischen 
Gleichungen 

a:»— ar-2Jr=0,    %3  +  3y-2F=0 
beide  ganze  Zahlen  sind,    so  ist  die  Gleichung 
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in  relativen  Primzahlen   losbar. 

Denn  berechnet  man  den  Ausdruck  xx  —  Dyy  mit  Hülfe  der 
in  5)  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  erhält  man  xx—Dyy 
=  +  C  beachtend ,  dass  XX -D  YY^  + 1  ist. 

Eine  ähnliche  Beziehung  findet  zwischen  den  kleinsten  Wur- 
zeln der  Gleichungen 

xx--Dyy  =  -A,    XX-DYY^^i 

atatt,  deren  Auffindung  wir  dem  Leser  überlassen. 

Da  nun  Legendre  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung 

XX — Dyy^slt 

oder  der  Gleichung 

xx—'Dyy=: — 1 

jeben  hat»  so  wärde  sich  die  Berechnung  unsere  Tafel  nach 
em  vorhergehenden  Theorem  auf  eine  blosse  Kubikwurzelauszie- 
hune  reduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
auf  diese  Methode  verfiel^  so  blieb  nur  übrig,  nach  derselben  die 
schon  berechnete  Tafel  zu  revidben,  was  mit  mSglichster  Sorg- 
falt geschehen  ist.*) 

Z.  B.    Die  Gleichung 

JCJC-60lFF=-f  1 

■  '  '  '  ■ 

hat  dlei  kleinsten  Wurzeln 

Jrssll242731902d75,     F= 502288218432     (Legendre*»  Tafel). 
Nun  ist 

V2Ji:=28224 +....,  ^=2005142628+...,    V^=126H- .... ; 

folglich  x=28225,  y  =  1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

xX'-^&0\yy::^i. 


'   ^    Mit  Hfilfe  von  Kubikkafeln   lassen  sich  selbst  aus  sehr  grossen 
Zahlen  die  Kubikwarseln  mit  Leichtigkeit  ausstehen. 
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T  af  e  1 

der  kleinsten  Wurseln  der  Gleichung  xx-^Dyy^±t 
für  die  Werthe  von  I>=8ii-|-5  awisehen  6  and  1005,  bei 
welchen  die  Gleichung  in  relativen  Primsahlen  lusbar 

ist 


D 

ae;y 

D 

*;y 

D 

*'* 

*8 

i;i 

133 

173; 15 

*277. 

1»13;1S7 

*I3 

3;1 

*149 

61  ;5 

285 

17;  1 

21 

5;1 

•157 

213; 17 

*293 

17;  1 

•29 

5;1 

165 

13:1 

301 

22745;  1311 

45 

,7;1 

*173 

13;1 

309 

5045;287 

*53 

7;1 

*181 

1306;97 

*317 

89;S 

*61 

39;S 

205 

43;3 

341 

277; 16 

69 

25;^ 

213 

73;5 

357 

19;1 

77 

9;l 

221 

15;  1 

*365 

19  ;1 

*85 

9;1 

*229 

15;  1 

413 

61,3 

93 

29;3 

.  237 

77;ö 

*421 

444939;  21685 

*I09 

261; 25 

245 

47;  3       1 

'■    429 

14ö;7 

117 

li;l 

253 

1861; 117 

437 

21  ;1 

M25 

ll;l 

261 

727;45 

*445 

21;1 

4SB 

•461 
469 
477 

*4«3 
SOI 

*809 
517 
S25 

•533 

*641 
549 

*665 
581 
725 

•rJ3 
741 
749 
•65 

*773 
789 


•  ••  / 


:■  149:7 
365;17. 
65  ;3 
2599; 119 
111;5 
28925:1261 
925:41  . 
10673:465 
23)1 
23:1  , 
1396425:60037 
1523:65  " 
309:13 
6725:279 
27;  l 

« 

27:1 

245:9 
12945:473 

83:3 

139;5 
31825:1133 


589 

597 

605 

•613 

621  , 

•629 

637 

645 

•653 

•661 

669 

•685 

693 

717 

893 

917 

•941 

•949 

957 

•966 

981 


4359377:179^ 

,  ;  9749:399 

123;5i 

98763:3989 

25;1 

25:1 

14159:561' 

127:5 

1661 ;65 

1789539:69606 

305285:11803 

759:29 

79:3 

241:9 

/  2301:77 

I 

1181 ;39 

1135:37 

32685:1061 

31  ;1 

31;1 

68123:2175 


47g 


D  . 

aj;y 

D 

«sy 

\ 

•7*7 

367; 13 

103245; 3383 

808 

1447;  51 

1005  ' 

'  1807;57 

*821 

16189; 565 

#■ 

Finis. 

837 


«45 


•853 
861 


869 


29;I 

29;1 

27483; 941 

1027; 36 

49377; 1676 


479 


IHIscelleii. 


In  einem  älteren  englischen  Schiffiahrtslehrbuche,  nämlich  in 
^he  complete  NaTigator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
*S04.,  finde  ich  folpenden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
schen Satzes,  dass  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks sich  zu  deren.  Differenz  verhält^  wie  die  Tangente  der  halben 
Siixnme  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangente  der  Salben  Differenz 
dieser  Winkel ^  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  Zeltochrift 
unbekannt  sein  därfte,  deshalb  hier  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Taf.  XI.  Fig.  11.  sei  il^C  das  gegebene  Dreieck,  und 
^oö  den  beiden  Seiten  AB  und  ^C  sei  Aß  die  grössere.  Man 
verlängere  AC  über  A  hinaus  und  mache  AD=zAjB,  ziehe  BD, 
deiche  AE=^AC,  und  ziehe  CE,  welche,  verlängert,  BD  in  F 
schneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleichen  Winkel  ACE  und 
^^E:C  der  Summe  der    beiden  Winkel   ACB   und   ABC  gleich. 


^DCF=\(^ACB  +  ^ABC) 


w«*^  daher 


^BCF=jilACB^^(^ACB+  ^ABC) 


d.    i 


^BCFz^^{^ACB^  ^ABC)i 


^Uo  ist  aber 


• 


älm  0imi  «r  Dvwxfe  C»F  mI  BEF 


4.%.  er  gttfM  md  BD  miAnAL    W< 
hmdim  IPmetke  CDF  «4  BEF  kt 


ClhBE^DFiBF, 


AB^-ACzAB—AC^^^j^^ 

4.  t 

ab«  «ach  de«  Ofc^ea: 

^=i9ng^(^^CB+.^:jBC):iMBS^(.^ACB—^ABO, 

wdkhe»  der  m  beweiaeiide  Satz  leL 

Mir  acheint  dieae  Betreiaarf  aelv  ciafi^h  u  acia,    and  M 
daabalb  ron  aur   hier  mitgetiMilt  word^  G. 


\ 


JLiterarl^clfter   Berielit. 


Geschichte  der  üathematik. 

In  dem  Joarnal  den  SaTanls,  Ffirier.  18&0.  findet  «ii^h  ein 
AufiSlz  de«  trefflichen  hucbbejahrten  Bi  ot,  der  in  lo  hohem  Giade  inte- 
resannt  !■!,  daM  ich  nicht  unterlassen,  ilarf ,  dieae  Kummer  dea  Literar. 
Berichla  lu  beniilien,  denselben  den  Lenem  des  Archivs  ganz  mltxti' 
theilen.  und  bin  veraicbcrl,  mir  dadurch  einigen  Dant  zu  verdie 


G. 


Une  anecdote  relative  a  M.  Laplac 


Ln  &  l'Academie  fran^aise^    dans  sa  seance  partictUi^re  dn 
5  fevner  X850,  par  M.  J.  B.  Biot. 

Messieurs, 

Quand  un  hnmine  d'ordre  s'appr^le  k  partir  poiir  un. 
graiid  voyagei  il  met  ses  affaires  en  r^gle,  et  preod  soin 
d'acquitter  (ootea  les  dettes  qu'il  peiit  avoir  contractees. 
Voilä  ponrquoi  je  vais  vous  raconter  comment,  il  y  a  qael' 
ques  cinquaute  ans,  un  de  nos  eavants  les  plns  illustres  ac- 
cueillit  et  encoaragea  un  jeune  debutant,  qui  ötait  venu  lui 
montrer  ses  prcmiers  essais. 

Ce  jeune  debutant.  c'etait  moi,  ne  vous  d^plaise.  Notez, 
ponr   excuser  Tepithite,    que  ceci  reinonte  au  mois  de  bru- 
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mairc  an  VIII  de  la  Republique  frangaise,  1^  edition.  Qael* 
ques  mois  plus  tard,  ou  me  fit  PinsigDe  hoDnear  de  menom- 
nier  associe  de  l'Iiisliiut  national;  mais^  ä  cette  date,  et 
surtout  ä  l'epoque  un  peu  anterieare  oü  inon  recit  com- 
mence,  je  me  trouvais  completemeut  incoiina.  J'etais  alors 
un  tout  petit  professeur  de  mathematiques, ,  ä  TEcoie  cen- 
trale de  Beauvais.  Sorti  nouvellement  de  FEcole  polytecb- 
nique.  j*avais  beaucoup  de  zele  et  peu  de  science.  Dans 
ce  temps-Iä«  on  ne  deuiandait  guere  aux  jeunes  gens  qnede 
l*ardeur.  J*etais  passionne  pour  la  geometrie  et  pour  beau- 
coup de  choses.  La  fortune,  plutöt  que  la  raison,  me  pro* 
serva  de  ceder  ä  des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  noeuds  les  plus  doux,  ä  I'interieur  de  la  famille  fii 
m^avait  adopt^,   neureux  du  present,  comptant  sur  l'avemr, 


de  penetrer  dans  les  hautes  regions  des  niatkematiques,  oft 
l'on  decouvre  les  lois  du  ciel.    Mais  ces  grandes  theories, 
encore  eparses  daqs  les  coUections  academiques,    n'etaieat 
presque  abordables  que  pour  le  petit  nombre  d'homnies  sb* 
p^rieurs  qui    avaient  concouru  a  les  etablir;    et  s'y  laneer 
sans  guide,  sur  leurs  traces,    c'ätait  nne  entreprise  oftfon 
avait  toute  chance  de  s'egarer  pendant  bien  du  temps  avant 
de    les   rejoindre.    Je  satais    que  31.  Laplaee   tpavaillKt  a 
reunir  ce   magnifiqne  ensemble   de  decouvertes,    dansFoi- 
vrage   quMl   a   tres-justement  appele:    la  Micaniq^ie  cäate. 
Le  Premier  volume  etait  sous  presse;  les  autres  suivraieDt, 
a  de  bien  longs  iiitervalles ,  au  gre  de  mes  desirs.    Une  de- 
marche,  qui  ponvait  paraitre  fort  risquee,  m'ouvrit  unaccis 
privilegie  dans  ce  sanctuaire  du  genie.  J'osai  ecrire  directe- 
ment  ä  rillustre  auteur,  pour  le  prier  de'  permettre  qua  sou 
librdire  m'eiivoyät  les  feuilles  de  son  livre,  k  mesute  qa'el- 
les  rimßriinaient.    M.  Laplaee  me  repondit,  avec  autaot  de 
ceremonie  que  si  j*eusse  ete  un  savant  veritable.     Toutefois, 
en  fin  de  compte,    il  ecartait  ma  demande,   ne  voulant  pas» 
disait-il,  que  son  ouvrage  fnt  presente  au  public  avant  d'tos 
termine,'  afin  qu'on  le  jugeät  d*apres  son  ensemble.    Ce  d^ 
elinatoire  poli,   etait  sans  doute  tres-obligeant  dans  ses  tot 
mes.    Mais,    au  fond,  il  accommodait  mal  mon  affaire.   i^ 
ue  voulus  pas  Taccepter  sans  appel.    Je  recrivis  immediate* 
ment  ä   M«  Laplaee,     pour   lui  representer  qu'il  me  faisvt 
beaucoup   plus  d'honneur  que   je   n'en   meritais,    et  qtfe  j^^ 
n'en  desirais.    Je  ne  suis    pas,   lui  disais-je,    du  public  qu 
jiigc.    mais   du   public    qui  etudie.     J'ajputais  que,   voolant 
suivrc  et  refaire  tous  les  caiculs  en  entier  pour  mon  instru- 
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ctioii,  je  pourraisy  b'ii  ae  reiidait  ä  ina  pri^re,  decouvrir  et 
signaler  les  fautes  d'iinpressioii  qiii  sy  seiaieiit  ciissee«.  Ma 
respeetucnse  üisistance  desaniia  sa  reserve.  11  meiivoya  tou- 
te8  les  feuiUes  deja  iniprimees,  eii  y  joigiiaut  une  lettre 
charmante,  cette  fois  nullcnieiit  ceremoiiieuse,  mais  remplie 
des  plus  vifs  et  des  plus  precieux  eiicouragcments.    Je  ii*ai 

Jas  besoin  de  dire  avec  quelle  ardeur  je  devorai  ce  tresor. 
e  pouvaisbien  m'appliquer  la  maxime:  violenti  rapiuntiUud. 
Depuis,  chaque  fois  que  j'allais  k  Paris,  j'apportais  inon 
travail  de  revision  typographique,  et  je  le  presentais  per- 
soiinellemenC  k  M.  Laplace.  / 11  Taccueillait  toujours  avec 
bont^^  rexaminait,  le  discutait;  et  cela  me  donuait  l'occa- 
sion  de  lui  soumettre  les  diilHculfes  qui  arr^taient  trop  soa- 
Tent  raa  faiblesse.  8a  coudesceiidance  a  les  lever  etait  saus 
bornes.  Mais  lui- luduie  ne  pouvait  pas  toujours  le  faire, 
Sans  y  doiiner  une  attention  quelquefois  assez  lougue.  Cela 
arrivait  d'ordinaire  aux  eudroits,  oü^  pour  s*cpargner  des 
d^tails  d*exposition  trop  etendus,  il  avait  eniploye  la  for- 
male expeditive:  tY  est  ais6  de  voir,  La  chose^  en  effet, 
avait  paru,  dans  le  moment,  tr^s-claire  k  ses  yeux.  Mais 
eile  ne  l'etait  pas  toujours,  ni^me  pour  lui,  a  queique  temps 
de  lä.  Alors,  si  vous  lui  en  deiuandiez  l'explication,  il  la 
oherchait  patiemnient,  par  diverses  voies,  pour  son  compte 
comme  pour  Ic  vötre;  et  c'etait  la,  sans  doute,  le  plus  in» 
■tructif  des  commentaires^  Une  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
pr^  d'une  henre,  k  tächer  de  ressaisir  la  chalne  de  raison- 
nements  quil  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  symbole:  ü 
egi  aisi  de  voir.  On  doit  dire,  k  sa  decharge,  que  s'il  avait 
voulu  £tre  coroplötenient  explicite^  son  ouvrage  anrait  dA 
avoir  hoit  ou  dix  volumes  in-4^  au  lieu  de  cinq;  et  peut« 
ttre,  n*aarait-il  pas  vecu  assez  de  temps  pour  l'acliever. 

Tout  le  monde  comprcndra  le  prix  que  devaient  avoir 
pour  nn  jeune  homnie  ces  Communications  familiäres  et  in- 
times, avec  un  genie  si  puissant  et  si  ötendu,  Mais  ce  que 
l*on  ne  saurait  bien  se  figurer ,  k  moins  d'en  avoir  ete  Tob- 
jet^  ce  sollt  les  sentiments  de  delicatessc  aifectueuse,  et 
comme  patern^lle,  dont  il  les  accompagiiait.  Ceci  m'am^ne 
natorellement  k  Panecdote  que  j'ai  voulu  raconter.  Car  eile 
ifßk  offre  an  exemple  aussi  parfait  que  rare. 

Pea  de  temps  apr^s  qu'il  m*eut  ete  permis  de  Tapprocher, 
j'eos  la  bonne  fortune  de  faire  un  pas,  qui  me  sembla  nonveau  et 
uupr^va,  dans  uue  partie  des  matbematiquesi  oü  Ton  etait  k  peine 
enträ  jusqu'alors.  J'avais  reniarque.  dans  les  commentaires 
de  Pitersbourg)    uue  classe  de  questions  geomötriques  fort 
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ftinguli^res,   qu'Euler    avait  trait^s   par  des  m^thodes  indi- 
rectes,  dans  un  memoire  intitule:  De  insigni  promotiane  me- 
ihodi  tangeniium  inversae.    II  s'etait  proposö  aussi  iine  qae* 
filion  de  ce  genre,  encore  plus  difüciie,  sur  la^oelle  il  ätait 
revenu  ä  plusiears  reprises  dans  les  ^cta  erudttarumf  en  la 
räsolvant  chaque    fois  par  des  voies  difierentes,   mais    tou- 
jours  indirectement.    La  singularite  de  ces  probl&mes  <H>n- 
sistait  en   ce  qu'U  fallait  d^couvrir  la  natare  d'une  conrbe, 
d'apr^s   certaines    relations   assignees,  dont  les  caract^rei 
g^ometriques  etaient  d'ordres  dissemblables :  les  unes  devan 
aVoir  lieu  entre  des  points  infiniment  voisins.  les  autres  entn 
des  points  distants,   separes,    pai^  des  diTOrences  finies  ei 
donn^es,  d'abscisses.    Or^  la  premiere  classe  de  conditions 
relative  aux  points  voisins,  etaiit  consideree  isolement,  8oni 
le  point  de  vue  abstrait,    depend  da  caicul  diffi^rentiel  ordi 
naire:  la  deuxieme,  relative  aux  points  distants,  depend  d'iu 
autre  genre  de  calcal,   qui  s'adapte  specialement  aux  diffe 
rences  finies.    L'idee  me  vint  que,  pour  bien  faire,  il  fallaii 
^erire   d'abord  l'enonce  complet  du  probl^me  dana  le  lan< 
gage  analytique,    en  appliquant  k   chacune   de  ses  partie 
leors    symboles    propres.       Cela    conduirait    k    an    geiir< 
d'equations,    dit,    aux  difpSrences  mSleeSj    peu  ötudiä 
qu'alops,     qui    exprimerait    ainsi,     avec    une    enti&re 
n^^ite,    Tensemble   des   conditions   mixtes   auxquelles  ^o 
devrait  satisfaire;    apres  quoi^     on  n'aurait   plus    m*k   a 
tirer,  comnie  on  pourrait,  de  ce  dernier  pas.    La  räalisatioi 
de  cette  idee  surpassa  mes  esperances.    Toutes  les  question 
de  ce  genre ,  qui  avaient  ete  traitees  indirectement  par  Euler^ 
et  par  fl'autres  g^ometres,    etant  exprimees   ainsi  en  sjrnH' 
boles  g^ndraux,  se  resolvaient  sans  diflGcuIte,  comme   pai  ^ 
enchantement.    Lorsaue  j'eus  trouve  cette  clef  qui  les  oayraifl_ 
fapportai  mon  travail  k  Paris  ^  et  j'en  parlai  ä  M.  Laplace^ 
U  m'i^couta  avec  une  attention,  qui   me   sembia   m^Iee   d 
quelque  surprise.     II  me  questionna  sur  la  nature  de  mo 
procdde,  sur  les  details  de  mes  Solutions.    Quand  il  m'eu^ 
examine  sur   tous  ces  points^    „Cela  me  paralt   fort  bien^i» 
,>dit-il,  venez  dem^in  matin  m'apporter  votre  memoire.    Je 
„serai  bien  aise  de  le  voir/^    On  comprend  que  je  fusexac^' 
au  rendez-vous.     II  parcourut  fort  attentivement  tout   mo 
manuscrit;  Texpos^  de  la  methode,  les  applications,  les  coo 
sid^rations  ulterieures  que  j'y  avais  annexees.    Puis,  il  m 
dit:  „Voila  un  tres-bon  travail;  vous  avez  pris  la  v^ritabl 
„voie  qu'il   faut  suivre  pour  resoudre  directement  ce  genre^^ 
„de  questions.    Mais  les  aper^us  que  vous  presentez,  k  la^ 
„fin,  sont  trop  eloignes«    N'allez  pas  au  delk  des  rösoltats  / 

f^Que  vous  avez  obtenus.     Vous  reneontreriez  probablement         >. 
nfües    difficultes  plus  serienses  que  vous   ne    paraissez  le        ^ 
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respectaeuse  controverse,  je  cedai  k  ses  conseils,  et  je  rayai 
toute  cette  fin  hasardeuse.    „Comme  cela,  me  dil-il,  le  reste 
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„croire;  et  Vitat  actuel  de  Tanalyse  pourrait  bien  ne  pas 
yyvoas  fournir  les  moyens  de  les  surmoiiter.^'  Aprös  m'6tre 
d^fenda  quelque  tenips,  car  jamais  il  ne  lui  est  arrive  d'in- 
terdire  aux  jeunes  gens  qai  TapprochaieDt  la  liberte  d'une 

■  ,  et  j< 
l-il,  h 
i,86ra  fort  bien.  Presentez  demain  votre  memoire  k  la  classe 
i,(on  appelait  alors  ainsi  rAcad^mie):  et,  apris  la  seance, 
„Yous  reviendrez  dliier  avec  moi.  Maintenant,  allons  dejeu* 
i,ner.*^  Ici,  je  ne  eraindrai  pas  de  placer  un  tableau  a'in- 
terieur>  qui  )e  fera  voir  tel  qu'il  etait,  tel  qii'il  fut  toujours, 
dans  la  simplicite  de  ses  rapports  avec  les  jeunes  ffeus  qui 
avaient  le  bonheur  de  l'approcher,  et  qui,  devenns  des  hom- 
«les,  sont  restes  groupes  autour  de  lui  pendant  sa  longue 
oarri&re,  comme  antant  d'eufants  adoptifs  de  sa  pensäe, 
C^^tait  dans  ces  instants  de  loisir,  apres  son  travail  du  ma- 
tin^  qu'il  aimait  le  plus  habituellement  k  nous  recevoir.  Le 
döjeuner  etait  d'nne  simplicite  pythagorique:  du  lait,  du  cafö, 
des  fruits.  On  servait  dans  l'appartement  de  M°^«  Laplace, 
laquelle,  alors  jeune  et  belle,  nous  accueillait  tous  indistinc- 
tement^  avec  la  bonte  d'une  mere,  qui  aurait  pu  £tre  notpe  soeur. 
La,  on  pouvait  causer  de  science  avec  lui  pendant  des  heu- 
res«  Sa  conversation  bienveillante  se  portait  tour  k  tour, 
sur  les  sujets  de  nos  ätudes,  sur  le  progr^s  des  travaux 
que  nous  avions  conmiencäs,  sur  ceux  qu'il  desirait  nous 
Toir  entreprendre.  11  s'occopait  aussi  des  particularites  qui 
eoncernaient  notre  avenir;  s'infonnait  des  opportunites  qui 
pouvaient  nous  ^tre  favorables;  et  nous  y  servait  si  active- 
ment>  que  nous  n'avions  pas  besoin  d'y  songer  nous-m£mes. 
En  retour  de  tout  cela,  il  ne  nous  demandait  que  du  z^le, 
des  efforts,  et  la  passion  du  travail.  Voilä  ce  que  nous 
avons  tous  vu  de  lui.  Mais  le  trait  que  je  vais  vous  racon* 
ter,  vous  fera  roieux  connaitre  encore,  ce  qu'il  a  eti  pour  nous« 

Le  lendemain  du  jour  oü  je  lui  avais  präsente  mon  mä- 
moire,  je  me  rendis  debonne  neure  k  l'Acadömie,  oü,  stveo 
Ui  permisslon  du  president,  je  me  mis  k  tracer,  sur  le  grand 
tableau  noir,  les  ngures  et  les  formules  que  je  voulais  ex- 
poser.  Monge,  arrive  un  des  premiers,  m'aper^ut,  s'approcha 
de  moi ,  et  me  parla  de  moi)  travail.  Je  compris  que  M« 
Laplace  l'avait  prävenu.  A  l'Ecoie  potjrtechnique,  i'avais  iti 
un  des^  äl&ves  auxquels  il  temoignait  le  plus  d'affection ;  et 
je  savais,  combien  le  succ^s  que  j'espärais  lui  icauserait  de 

Jlaisir«  On  est  heureux  d'avoir  ae  pareils  mattres!  Quand 
i  parole  me  fut  accordee,  tous  les  gäom^tres,  c'ätait  alors 
Tasage,  vinrent  s'a^^eoir  autour  du  tableau.  Legänäral  Bo- 
naparte, räcetnment  revenu  d'l^gypte,  assistait  ce  jour-lä  k 


782 


la  seance,  comme  meinbre  de  la  sectiou  de   mecanique.    U 
vint  avec  les  autres;  soit  de  lui-iueme,  a  titre  de  roathöma- 
ticieii,  doiit  ilse  faisait  fort;  ou,  parce  que  Monge  Tamena, 
pour  lui  faire  les  hoiiiteurs  d'uu    travail   issu  de   sa  chire 
Ecole  polytechiiique;  ä  quoi  le  general  repondit:  „Je  recoo- 
„nais  bieii  cela  aux  figures.^*     Je  peiisai  qu'il  etait  bien  ha- 
bile  de  les  reconuattre,  puisque^  hormis  M.  Laplace»  per- 
sonne eucore  ne  les  avait  vues.     Mais,  preoccupe  comin^ 
je  Tetais,  de  toute  autre  chose  que  de  sa  gloire  militaire,  e 
de  son  iinportance  politique,  sa  presenee  ne  me  troubla  pa^ 
le  nioins  du  monde.    J'aurais  eu  bien  plus  peur  de  M.  La-^ 


grange,  si  l'approbation  anterieure   de  M.  Laplace  ne   m\ 
vait  donne  toute  securite.    J'exposai  donc  tr^s-librement,  eW  ^st 
je  crois  aussi  tres-clairemcnt,  ia  nature,  le  but,  les  rösttitalh"   "^w 
de  mes  reciierches.    Tout  le  monde  me  felicita  sur  leur  ori- 


le  chemin,  il  me   temoigna  son  contentement  de  la         

avec  laqnelle  j'avais  presente  mes  demonstrations ,  et  aussi;:^  £  ««i^ 
de  ce  ^e,  suivant  son  conseil,  je  ne  mefusse  pas  hasard^»  Me 
au  delä.     Nous  arrivons.     Apres  que  j'eus   salue    madam^»  ^e 
Laplace:  „Venez,  me  dit  il,  un  moment  dans  mon  cabinet    ^Kt; 
„j'ai  quelque  chose  ä  yous  faire  yoir>^    Je  le  suivis.    Noui^^hs 
etant  assis,  et  moi  pr^t  ä  Tecouter,  il  sort  une  clef  de  sik  «sia 
poche,  ouvre  une  petite  armoire  placee  ä  droite  de  sa  che^^ae- 
minee,  je  lavois  encore...;  puis  il  entireun  cahier  de  papie  ^^r 
jaani  par  les  annees,  oü  ii'memontretous  mesproblemesyle-^sss 
problemes  d'Euler,  trairäs  et  resolus  par  cettc  niethode,  dout  j    .^e 
croyais  m'etrc  le  premier  avise.    11  Tavait  trouvee  aussi  Hi        l> 
puis  longtemps;   inais  il  s'etait  arrete  devaiit   ce  inßme  oba^- 
Stade  qu'il  ni'avait  signale.   Esperant  le  surmouter  plus  *^p      ~^, 
ii  n'avait  rien  dit  de  tout  cela  ä  personne,  pas  mßme  ämo      % 
quand  j'^tais  venu   lui  apporter  son   propre  travail   comniBk.  e 
une  nouveaute.    Je  ne  puis  pcindre  ce  que  j'eprouvai  alor=*^. 
C'etait'un  melange,  de  joie  ä  voir  que  je  m'etais  rencontr — e 
avec  lui;  peut-^tre  aussi  de  quelque  regret  a  me  savoir  pr^3- 
venu;  mais  surtout,  d'une  profonde  et  infinie  reconnaissanc^  e 
pour  un  trait  si  noble  et  si  touchant.    Cette  decouverte,  S.a 
premiere  que  j'eusse  faite,  etait  tout  pour  moi.     Elle   it^it 
Sans   doute   peu   pour    lui,    qui    en    avait    fait   tant    d'aj 
tres,     et     de    si     considerables,     dans     toutes     les     pa 
ties    des     mathematiques     abstraites,     comme    dans     leu 
plus  sublimes  applications.  Mais  l'abnegatiou  scientifique  e 
düKcile  et  rare,  m^me  en  de  petites  choses.    Et  puis!  cet^'Ce 
dölicatesse  a  ne  me  vouloir  decouvrir   ce  mystere  qu'apr^^' 
le  succes,  le  succes  public,  auquel  il  m'avait  conduit  comnrve 
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par  la  mäiu,  ne  sis  servant  de  ce  quViarvail  vu  que  pour 
Hie  rietourner  des  öeueils  oa  möii  inexperience  allait  nt^engä* 
§;er!  M*etit-il  iiiöntr^  ce  papier  avaut  la  s^aiice,  il  neni'ätait 
plus  possible  de  präsenter  mon  trayail,  sacliant  qae  le  sien 
e:ststait  auparavant     La  distance  de  lui  k  moi,  ne  m'aurait 

Sermis  que  le  siience.  Et  s'il  avait  exige  que  je  profitasse 
u  secret  qu^il  avait  garde,  quel  embarras  u  aurais-je  pas  dA 
^prouver,  quand  j'anrais  lu  ce  meiuoire,  ayant  la  conscience 
que  je  u'etais  que  l'echo  d'un  autre  esprit!  Mais  sa  röserve 
me  laissait  toute  la  force  que  son  approbation  m'avait 
donn^e.  Paraltrai-je  trop  pi^esomptueux.  si  je  me  persuade, 
que  tous  ces  raffinements  de  bonte,  nauraient  pas  pu  lui 
£tre  sugg^res  par  un  int^r£t  seulement  abstrait,  et  scientiii- 
que,  mais  qu'ils  out  du  lui  £tre  inspires  aussi,  par  un  sen- 
timent  personnel  d'affectiou?  Au  reste,  en  recompense  de 
sa  noble  conduite,  je  me  figure  qu'il  devait  eprouver  uu  vif 

fdaisir,  et  une  jouissarce  bien  pure,  ä  m'eiitendre,  gräce  h 
ui,  d^biter  en  pleine  assurance,  k  la  satisfaction  de  mon 
savant  auditoire,  ces  nouveaux  calculs  dont  je  me  croyais 
I'inventeur,  et  qu'il  aurait  pu  m'enlever  d'uri  seul  niot.  Au- 
rait-il  ite  aussi  genäreux  pour  un  rival?  Aurait-il  m£me  ete 
alors,  toujours  juste?  C'est  ce  que  je  n'ai  nullement  ici  k 
examiner.  11  fut  tout  cela  pour  moi  et  pour  bien  d'autres, 
ui  commeii9aient  aussi  lenr  carri^re.  Je  n'ai  rien  de  plus 
dire,  ni  ä  voir.  Son  influence  sur  le  progres  des  scien- 
ces  pljysiques  et  mathömatiques  a  et^  immense.  Depuis 
cinquante  ans,  presque  tous  ceux  qui  les  ont  cultiväes,.  se 
sont  instruits  dans  ses  ouvrages,  eclair^s  par  ses  döcouver- 
teS)  appuy^s  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  aujourd'liui  en 
bien  petit  nombre^  qui  l'avons  connu  intimement,  et  qui  avons 
pn  nous  inspirer  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  ajoutons 
encore,  k  ces  titres  glorieux,  le  Souvenir  de  raffabilite,  de 
la  bontö,  qu'il  nous  a  montr^es.  Efibr^ons-nous  de  rendre, 
ä  ceux  qui  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu'il  fit  pour  nous;  et 
imitons,  s'il  se  peut,  a  leur  ^gard,  cette  noble  abn^gatton, 
dont  je  viens  de  vous  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voilii 
Messieurs,  le  trait  que  j'ai  vonlu  vous  raconter.  M.  Laplace 
a  ^t^  votre  coUegue  dans  cette  Acad^mie.  Vous  Coniiais- 
siez  son  grand  g^nie  dans  les  sciences;  vous  aviez  appr^- 
ei^  l'eievation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
TOUS  le  montrer  sous  un  aspect  nouveau,  avec  des  qualit^s 
peut-£tre  plus  rares.  £n  rendant  cet  honunage  ä  sa  me- 
moire je  lui  d^sob^is.  Car  il  m'avait  impos^  un  siience  ab- 
8olu  sur  ce  qu'il  avait  fait  pour  moi,  dans  cette  rencontre. 
Le  rapport  academique,  auquel  il  prit  part,  n'en  porte  au- 
cune  trace;  et   il   ne  me  permit  pas  d'y  faire  la  moiiidre 
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aUosion  qaand  je  pnbliai  mon  traraQ^).     Mais  nn  u 

d'un  demi-si^cle  amene  fatalement  la  prescription  de  ton» 
las  engagements  humains;  et  je  suis  conTainca  que  yoos 
m'absoudrez  unaDimemeDt  d'avoir  manqu^  aujourd'nai  k  oe- 
loi-lk,  ponr  acquitter  la  seale  dette  que  le  temps  ue  doive 
pas  ^teindre,  celle  de  la  reconnaissance. 

BIOT. 


1)  Recueil  des  mömoires  prötentda  k  la  clatse  des  adeneet  nuUli^iMi-' 
tiqoe«  et  physiqnes  de  rinstitnt  national  par  divera  «aFante  ^tran^en, 
t.  1,  p.  296,  date  de  la  prösentation ,  8  bramaire  an  tzix*  Le  rapport, 
rödi|i[^^  par  M.  Lacroix,  an  nom  de  la  committion,  fnt  la  k  la  claeae  le 
21  da  ro^me  moit,  trois  jonrs  apr^a  la  grande  rÖYolntion  polltiqne,  oai 
avait  port^  le  ^nöral  Bonaparte  aa  consnlat.  II  Tint  encore  4  celtv 
t^ance,  et  y  assif  ta  autsi  tranquilleoient  one  s'il  n'arait  pae  en  d^antre 
affaire  en  t^te.  L'ori|^al  du  rapport  existe  dana  lea  archiTea  de  l'Aca- 
d^mie,  ti^ö  par  loi  et  par  les  deux  antrea  commiaaairea  Laplace  €t 
Lacroix. 


/ 


iiterariselier   Bericlitt 


Arltlimetik. 

Georg  Freiherni  von  A'eea,  Vorlesungen  über  die 
Klatheniatiti.  Erster  B,in<[.  liechen  kun<«t  u  n  d  Algebra. 
Siebente  AuFtage.  Nochmals  durchL-eeelien.  verbes- 
sert und  vermehrt  von  Wilhelm  Matzka,  o.  o.  Professur 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  zu  Prag.  1S50. 
8.  3  T  h  I  r. 

Es  ist  sehr  erl'reulieb,  die  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  langer  Zeit,  «ie  dit  Vega'sclien  Vorlesungen,  erschiene- 
nen  Werks  au  sehcD.  Wie  viele  Offiziere  des  lt.  k.  Artillerie* 
Corps  niÜKeii  wohl  schon  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil- 
dung verdartken!  Der  Herr  Herausgeber  verdient  geiviss  allen 
Dank,  Anas  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen 
Werkes  mit  so  viel  Umsichl  unterzu^en  hat.  Die  meisten  Zu- 
sätze echeiiit  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhallen  »u  haben, 
und  namentlich  ist  es  sehr  vertllensilich,  ^dass  Her  Herr  Heraus- 
geber das  Wichtigste  voo  Fourier's  Vervollkommnuni;  der  i\ew- 
ton'scheu  Annaberungsmelhude  an  die  irrationalen  Wurzeln  der 
ZahleDgleJcbnngen  ohne  Differenzialreubnung  nnd  ohne  geometriücfae 
Bettaclrtuugen  dargestellt  hat.  Möge  das  Werk  m  seiner  neuen 
Ttirklich  vervollkoninmeten  tiestalt  noch  lange  zur  Verbreitmig 
grülidltchen  mathematischen  Wissens-  furtivirken! 

Elementarlehre  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neuen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Regriff 
dieser  Hilfszablen  gegründet,  blas  die  Kenntaias  der 
gevrilhalichsten  ZilTerrechAungen  votnusAetzend.  ohne 
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Algebra  gemeinfasslich  zergliedert  von  Wilhelm 
Matzka,  Professor  der  Mathematik.  Vorzuesweise  be- 
stimmt zur  Verbreitung  dieser  im  Zifferrecnnen  so  viel- 
seitig Diltzlichen  Lehre  im  Kreise  der  praktischen 
Rechner,  in  Untergymnasien,  Real-,  Gewerbs-  und 
Bärger  schulen.    Prag.  1850.  8. 

Es  ist  gewiss  immer,  namentlich  aber  in  jetziger  Zeit»  höchst 
verdienstlich,  die  Ergebnisse  und  Hulfsmittel  der  strengen  und 
höheren  Wissenschaft  einem  grosseren  Kreise  von  Gebildeten 
zugänglich  zu  machen,  überhaupt  in  das  Leben  einzaf&hren.  Wie 
grosse  Vortheiie  und  Erleichterungen  die  Logarithmen  bei  der 
Ausfuhnine  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  weiss 
jeder  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
ben gethan  hat,  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  bei  Weitem  noch 
nicht  allgemein  genug  verbreitet  ist,  dass  die  von  ihr^  dargebote- 
nen Voruieile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lange  nicht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  benutzt  werden. 
Die  Lehre  von.  den  Logarithmen  möglichst  äUgemein  io  da9  pi^^k- 
tische  Leben  etnzfrfiShren ,  ist  der  Hauptzweck  der  vorliegoiden 
Schrift.  Sogenannte  praktische  Anleitungen  zur  Logarithmen- 
rechnung  siebt  es  schon  genug,  mit  denen  aber  die  vorliegende 
Schrift  Kemeswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  dari,  in- 
dem dem  Herrn  Vf.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhaft 
praktischen  Anleitung  zur  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen, 
namentlich  auch  durch  eine  ein&che  vullig  natargeniässe  Darstel- 
lung der  Theorie  der  Logarithmen  ein  wirkliches  inneres  Verstand- 
niss  derselben  herbeizuiuhren,  wobei  er  von  dem  gewiss  vuUig 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  cbm-h  ein  sol- 
ches inneres  Verständniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 
gebahnt  werde.  Wir  würden  es  uns  nicht  versagen  > .  mehr  über 
dieses  gewiss  recht  sehr  verdienstliche  Schriitcnen  zu  sagen, 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glucklichen  Lage  befänden,  die  Leser 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zur  Begleitung 
dient,  abgedruckte  streng  wissenschaftliche  Abhandlung  Mr.  111. 
desselben  Herrn  Vfs.  über  die  Logarithmen  verweisen  zu  können. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abhandlung  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständlicher 
Darstellung  wenigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  voriieffen- 
den  Schrin,  und  namentlich  ist  es  die  im  Archiv.  Tbl.  XV.  Heft 
11;  8.  150.  gegebene  Detinition  der  Logarithmen,  von  welcher  der 
Herr  Vf.  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Auslanf  nimmt 
Wir  sind  der  Meinung,  dass  diese  Deßnition  in  vorliegender  Schrift 
sehr  geschickt  zu  einer  niuglicbst  allgemein  verständlichen  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  und 
was  die  mehr  praktische  von  vollständiger  Sachkenntniss  deutlich 
zeugende  Anleitung    zur    Logarithmenrechnung  betrifft,    so   wird 

fewiss  Niemand  über  irgenu  einen  dabei  in  Frage  kommenden 
all  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welchen  es  daran  liegt,  sich  eine  gehörig 
theoretisch  begründete  Kenntniss  der  Lehre  von  den  Logarithmen 
zunächst  Behufs  praktischer  Zwecke  kn.  verschaffen,  ohne  atidere 
mathematische  Kenntnisse    ab   die  Kenntniss    der  gewöhnlichen 
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liechenkunst  zu  besit/en,  bc8onilors  nber  auch  allen  Lebrorii  an 
den  auf  dem  Titel  genannten  Lebranstulten,  aus  vollkommenster 
Ueberzeugung  zu  sorgßiiltigHter  Beachtung. 


TrigronometrXe. 

Compendium  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Von  F.  Scbauby  Adjunct  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wien.    Mit  einer  Figurcntafel.    Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze,  recht  deutliche  Darstellung  der  beiden  Trigono* 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  zweckmässig  durch  nume- 
rische Beispiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient,  da  jeden 
Lehrer  gewiss  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dass  Anfänger,  wenn 
sie  auch  die  theoretischen  Lenren  der  Trigonometrie  und  auch 
die  Lehre  von  den  Loffarithmen  gut  im  Kopfe  haben,  doch  schon 
dadurch  keineswegs  betahigt  sind,^  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmässig  uncl  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  flihren.  Für 
solche,  die  praktische  Anwendungen  der  Trigonometrie  zu  machen 
beabsichtigen,  wird  namentlich  auch  der  vierte  Abschnitt:  Re- 
lationen zwischen  kleinen  Aenderungen  der  Bestim- 
mungsstficke  eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Relaöonen  wird  zum  Schluss  auch  eine  Anwendung  auf  die  Feh- 
ler bei  der  Bestimmung  des  Stundenwinkels  aus  Polhuhe,  Polar- 
distanz und  Zenithdistanz  eines  Gestirns  gemacht.^ 


fileodäsic. 


Handbuch  der  niedern  Geodäsie  nebst  einem  An- 
hange über  die  Elemente  der  Markschcidekunst.^  Zum 
Gebrauche  für  technische  Lehranstalten,  so  wie  für 
das  Selbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartner, 
Professor  der  höhern  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  steierm.  stand.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  iviedcrn 
Geodf^ie  bis  jetzt  nur  die  erste  Lieferung  vorliegt,  so  haben  wir 
uns  doch  schon  aus  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
selben überzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verständlicb ,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  Erfindungen  und  die 
mehrfachen    neueren  Verbesserungen    der  gebräuchlichen  Tnstru- 
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mente  ^bührend  Rücksicht  genommen.  Iki^oiiders  hat  uns  der 
schon  in  dieser  ersten  Lieiening  deatlich  hervortretende  systema- 
tische, sehr  sorgfaltig  von  dem  Einfacheren  cum  Zusammengesetz- 
teren fortnchreitende  Gang  in  der  Beschreibung  und  Beurtheiluog 
der  Instrumente  angesiirochen ,  und  auch  die  nothwendigsten  op- 
tischen Hüifslehren  fehlen,  wie  billig,  nicht.  Auch  nicht  senr 
allgemein  gebräuchliche  Instrumente,  wie  z.  B.  die  verschiedenen, 
bis  jetzt  bekannten  Distanzmesser,  sind  deutlich  beschrieben  und 
ihrem  praktischen  Werthe  nach  richtig  gewürdigt  Die  aus  der 
Teubners'chen  OfBcln  in  Leipzig  hervorgegangene  äussere  Ausstat- 
tung ist  in  jeder  Beziehung  vortrefflich.  Wenn  .wir  nun  anch 
späterbin»  wenn  erst  die  sämnitlichen  Lieferungen  erschienen  sind, 
noch  weiter  auf  dieses  Buch  zurückkommen  virerden,  so  hieben  wir 
es  doch  für  unsere  Pflicht  gehajiten,  dasseihse  schon  jetzt  allen 
Geometern  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstalten,  wo  die 
Oeodfisle  einen  besondem  Theil  des  Untenflcbts  susnaebt,  zur 
Beachtung  su  empfehlen. 

Kur^geffti^ste^  Lehrbuch  der  Geodäsie  oder  Ver- 
messungskunde vou  Heinrich  Westfeierg,  Lehrer  an 
der  Kreisscbule  zu  Mitau.  Mit  14  FigureAtafeiql  Mitau 
1850.  aXSNgr.  "^  .\ 

DiesQs  kleine  Buch  enthält  eine  deutflche  Anleitung  zu  den 
einfachsten  Arbeiten  der  Feldmesskunst  und  des  Nivellirens. ,  Es 
werden  darin  nur  die  gewöhnlichen  geometrischen  El^mentärkenst- 
nisse  vorausgesetzt,  trigonometrische  Rechnün^n  n(cht  zu  Hilfe 
genoainiQn>  al^  Alles,  sellist  auch  die  Resultate  'der  HMenine»- 
snngen,  nur  auf  geometrische  Constmctionen  uiit  liiueal',  Zh>ke) 
und  verjüngtem  Maassstabe  zurflckgefilhrt.  \oh  Instrumentensi  od 
beschrieben  und  zu  gebrauchen  gelehrt  der  Messtisch  nebst  Zu- 
behör, das  halbkreisförmige  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be- 
sonders als  Grundlage  (Qt  den  Unterricht  in  der  Feldmesskunst 
auf  landwirthschafUicnen  Lehranstalten  scheint  dieses  BüchlelD 
wohl  geeignet  zu  sein.  Nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  bei  dem 
Nivelliren  ausser  der  gewohnlichen  Kanalwage  doch  auch  ein  Ni- 
vellirinstrument  mit  Fernrohr  beschrieben  und  zu  berichtigen  und 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  Bei  dem 
fur^ie  Landwirthschafl  jetzt  so  höchst  wichtigen  Bau  der  Rie- 
seiwiesen  doch  mit  jenem    sehr   mangelhaften  Instrumente   nicht 

finz  ausreichen  mochte,  und  in  der  That  auch  hei  den  genauere! 
rbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  NivellirinstrumeBte 
mit  Femriihren  fast  allgemein  sieh  bedient,  denen  man  zu  diese« 
Zwecke  übrigens  eine  möglichst  einfache  und  der  zu  erreichoi 
beabsichtigten  Genauigkeit  entsprechende  Einrichtung  gieht. 
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e  c  li  a  n  1  k. 

üie  Theorie  der  bifilaren  Aiifhängune  von  Franz 
Dietzel,  Lehrer  der  Mathematik.  Einia'dungsscbrift 
zur  Sffentiichen  Prüfung  der  KDnigL  Gewerbschvle 
und  Baugewerkschule  zu  Zittau  am  21.:  und  22.  Mürc 
1850.    Zittau  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  hat  in  diesem  Programm  die  Theorie  der  so- 
genannten bifilaren  Aufliiingung  im  Ailgemeiuün,  ohn^' Rücksicht 
auf  eine  besondere  Anwendung  vollständig  entwickelt«  und  wir 
mflisäen  sägen,  dass  wir  diese  allen,  vrelche  von  der  bifilaren  Auf- 
hüngung  A.iiu'endungen  zu  macbeb  bea1)siclitigen,.sehr  zu.enipfeh; 
lende  Schrift  mit  crossem  Interesse  gelesen  haben.  Die  Voll- 
ständigkeit der  Behandlung  wird  man  aus  der  folgenden  kutzen 
Inlialtsangabe  von  selbst  ersehen:  Einleitung.  Die  bifilare  Auf- 
hinffung.  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.  Bestimmung  des 
Urebungsmoraenta  und  der  Schwingungsdauer  der  bifilaren  Auf* 
h&ngung.  CorrectioR  1,  wenn  die  l<äden  ungleiche  Spannung  ha- 
ben. Correotioa  II,  wenn  die  Fäden  ungleich  lang  8in<L  Correc- 
tii»n  OU  die  Berücksichtigung  der  Elasticität  der  Fäden  odor 
Unhile.  Correction  IV,  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes« 
MestunmuiiB  der  Schwiiigungsdauer,  wenn  die  Scbwingungsbogen 
einen;  teducheu  Werth  haben.  Bestimmung  des  Trägbeiblma- 
meiiAes  micht  homogener  Körper  mit  Hilfe  der  bifilaren.  Aufbän- 
fonff.  Besonders  dieser  letzte  Abschnitt,  aber  auch  noch  vielem 
Andere  in  dieser  verdienstlichen  Schrift,  ist  aufih  Im  Allgemeinen 
für  die  Statik  und  Mechanik  von  Interesse. 


Optik. 

^  Als  Beilage  ist  der  Nr.  719.  der  Astronomischen  Nachrichten 
«in. Auszug  aus  einer  in  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Dan- 
zigiam  12.  Juni  1850  gelesenen  interessanten  Abhandlung  dps  Horrh 
plrqfessQr  Anger  zu  Danzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
fiUirt:  »«Zur  Theorie  der  Perspective  für  kruiumeBild- 
fUcben  mit  besonderer  Berücksichtigung  einer  ge- 
nauen Constrqction  der  Panoramen.  Wir  liaften  es  filr 
uusejce  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  uiid  gc^ 
i^UQ  Coostruction  der  Panoramen  aufmerksam  zu  machen,* und 
Mhen  4^m  Erscheinen  der  vollständigen  Abbaiidhiug  mit  Verlan- 
gW  entgegen. 


A  8  t  r  o  n  o  m  i  e. 

Storia  Celeste  ilet  K.Oaservatorio  dl  Paler 
I7<ja  al  1813.  Parte  seconda  IHII3-IH13.  Tomo 
t807--18IO.  Vicniia.  184».  4.  Aach  unter  dem  TiMt 
Annalen  <ler  k.  k.  Sterntvnrte  in  Wien.  ISacb  den  Be- 
fühle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Knsten  het- 
au8i;eben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte und  o.  i>.  Professor  der  Astronomie  an  dur  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  P.  Schaub,  AdjancI 
der  Sternwarte.  31.  T  heil  Neuer  Folge  I  Ir  Band. 
Enthtiltend  Piazzi's  Boobacfatungeu  in  den  Jahreo 
1K07  bis  1810.  Wien  lSi9.  4.  (M.  vergl.  Litterar.  Ber.  Nr, 
XLLX.  S.  6K5.) 

Der  Zweck  dieses  hliehst  verdien  etlichen  Werks  ist  aus  nn- 
Bcm  Anzeigen  der  früheren  Uändc  in  diesen  literarischen  Berich* 
ten  bekannt.  Wir  können  daher  nur  auch  jetzt  wieder  unsere 
Freud«  darüber  ausdrücken,  dass  dasselbe  seiner  Beendigung  mit 
so  scfatiellen  Schlitten  entgegen  eilet,  da  ja  jetzt  nur  noch  drei 
Jiihrgiinge  der  Piazzi'schen  tleobachtiin gen  zurück  sind,  und  wün- 
Bcbeti  den  Herren  Uerausgetiern  von  Herzen  Glück  lu  diesen  aus- 
gezeichneten Erfolgen.  Uli  mit  dem  vorliegenden  Bande  zugleich 
auch  der  gleich  nachher  angezeigte  33ste  Theil  der  Annalen  det 
k.  k.  Sternwarte  in  Wien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi'scheo 
Beobachtungen  ivahrscheinlich  mit  dem  9ten  Tbeile  (Theil  32 
de?  Annalen)  goschiossen  werden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernwnrte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.L.  von  Litt row.  Dir ectur  der  SIcr n- 
warte  etc.  etc.  und  F.  Schau  b,  Adjunct  der  St  er  d  warte. 
33ster  Theil.  Heuer  Folge  13ter  Band.  Wien.  ISJ'J,! 
Der  Inhalt  dieses  Tbeils  der  Annalen  ist  nicht  bloss  aslru- 
nomisch,  sondern  von  mehrfachen)  allgemeinen  Interesse,  wie  die 
folgende  Angabe  desselben  von  selbst  zeigen  wird. 

Heft  1.  und  HL  Trigonometrische  Vermessungen  im  Kir- 
chenstaate und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  Johann 
Marieni,  unter  derOirection  des  k.  k.  militärisch-geograiibischen 
Institutes  in  den  Jahren  IS41,  1842  und  1843.  -  in  einem  Vor- 
worte zu  diesen  Heften  sind  nach  einigen  historischen  Bemerkun- 
gen über  die  früheren  in  Italien  ausgeführten  Messungen  von  Bos- 
co^kh  und  Maire,  Moynet,  Oriani,  Reggio.  Tesaris ,  von  Zach, 
^nghiraml,  und  dem  neapolitanischen  General  Visconti,  die  Instru- 
mente angegeben,  welcher  sich  Herr  Marieni  bei  seinen  Messun- 
gsn  bediente,  und  die  Formeln  zusammengestellt,  nach  denen  die 
erechnung  der  Breiten.  Längen  und  Azimutbe  und  der  Höhen 
über  der  Kletiresllächc  geführt  wurde.  Die  Messung  ward  auf  die 
im  Jahre  178Ö  von  den  Mailänder  Astromen  Oriani,  Reggio 
und  Cesaris  auf  der    Ebene  von  Gallarate  und  Snmn  ßngs 


291 


des  Ticiao  gemeäsene  Busi^  gcgrOodfit,  diese  Basia  dabei  nach 
Carli'iii'e  Angabe  za  99(111,  245  AIetro>>  aneenumnien,  uiid  ver- 
iDttteii^t  du«  additiven  Logarithnien  9,7iW-21ä,  der  im  k.  k.  nüli- 
täriscli- geographischen  Institute  zur  Verwandlung  der  Meter  in 
Klaftern  gebraucht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt.  Die  an 
den  gemessenen  Winkeln  aii/.ubrin^enden  Correctionen  waren  im- 
mer sehr  tilein.  Ein  si^hrmes  und  Tür  Jeden ,  der  solche  Messun- 
gen auszuführen  beabsichtigt,  sehr  instructives  „Uebersichts- 
Skelett  trigünomctriticher  Vermessungen  in  Italien" 
ist  beigegeben.  Astri)nofiiis(Ae  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
Florenz, Neapel,  Padua,  Pi^a,  Rlmini,  Ri  pa  Iransone, 
S.  .'^alvalore,;  Venedig,  und  lehrreiche  Vergleichungen  der- 
selben mit  den  auf  trigoSometrisciiem  Wege  erhaltenen,  ferner 
die  Lungen  verschiedener  Merldianbögen  ■  Böhen  fiber  der  Mee- 
resflKcbe  u.  B.  vr.  sind  gleicbfullfi  heigefi'igt  und  ein  Relations- 
Auszug  des  Ingenieure  Marien!  tffaer  die  trigonome- 
trischen Arbeiten,  die  von  demstilben  in  den  Jahren 
1841,  irü42  und  l!S43  im  Kirchenstaate  und  inTusca^ä^ 
ausgelöhrt  worilen  sind,  bildet  den  Schlusä  der  in  vielen' 
Beziehungen  ivicLtigen  und  interessanten  Arbeit. 

Heft  II.  Resultate  runfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
KU  Wien  angestellter  Hygrometer- Heobachtungen,  Bueammenge-, 
««Bill  von  Dr.  C.  ielinel^. 

,1  Heftlli.  Cometen  -  Oeohachtnngen  ap  der  Wiener  Stern- 
warte, rediicirt  von  Dr.  C.  lelinck  und  C.  Hornstein. 

'^  AVir  würden  namentlich  über  ilie  letztere  sehr  verdienst  lieh  ^ 
Arbeit  hier  mehr  sagen,  wenn  dieselbe  nicht  echou  besondere 
in  dem  Lilerar,  Ber,  Nr,  LlTl.  S,  739.  von  uns  angezeigt  worden 
würe.  Worauf  wir  daher  uns  zu  venveisen  erlauben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessen ,  geht 
uns  die  höchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  dem 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
liste  rt  eich  i  sc  he  Staat  neben  so  vielerf  andern  grossen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diAen  Literari 
sehen  Berichten  Öfters  gebührend  hingewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrige  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossaitigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet:  so  muss  derselbe  in  der 
That  grosse  innere  Kräfte  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wiesenschaft  zu  einem  grassartigerk  neuen  Autschwunge  zu  brin- 
gen ,    der  namentlich   in  der  jetzigen   Zeit   mit  Recht  in  Erstau- 

setzt,   und  die  wSrmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 

inr:„_„..=,..i.„ft.,.,  („kk.r.  :.,  Anspruch  nimmt. 


r  Wissenschaften  lebhaft  i 


Tellurium  und  Lunarium,  construirt  von  Gustav 
Grimm,  zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanitz  in  Gera. 

Dieses  nur  IS  Rtlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tetturium 
und  Lunarium  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  nach  dem  uns  vor- 


Amhm%M^räm4€  ier  PlifSik  fif  4«a  Caterricfct  ii 
4«ü  «fcerü  iriavtfett  4er  Graua^ieB  aii4  Bealsdkalem, 

««r  ««4  Ohi^rtekrer  ma  lilyaiiftfriBa  c«  S«<rst  Mit  19S 
ft«  i«i»  Test  «iBge4r«dktf:ii  ll^flcsdiaitiea  sb^  «iacr 
Ksrtif«.     Zv^He   wtrmmhfte    «ii4    rerbccsert«  Avllaec« 


ffft  Mi  l.^itmif.  Btrr.  >'r  XL.  8.  579.  osd  Sr.  XClV.  S.  fi37.  toi 
oai«  S0f$«M^  ^^r4etL  Wir  tnmm  «mf,  «Barre  daanfae  Eb- 
MriMwifC»  wcKtir  wir  J^wrt  BMMMivalcfliy  OTBnth  WM  Hidi^v  Endbci' 
ff»«»  4i««^  Beuea  Amjfit  beattlifet  ai  aehea«  wdcte  ■■!  Rscbt 
d«»i  >'«aitfM  «iaer  r«rf»ea«eften  aml  renmtkiiem  Tcrdieat  Rfick- 
iMMlfeh  di(y  SuMerea  Eiptfehtoag  BBtgraefcaMct  nck  dieaa  aeae 
Aitflaf <;  roft  4«r  Uteren  nirr  dadorab,  dass  die  xarci  Tbeile  dieffr 
letofcreii  Jetzt  ia  eineM  Tbeile  vereiaigt  wordca  aind,  was  doi 
H^rm  Vf;  dodi  ztredbaiMig  ^eaehienen  habea  masa.  MSee  das 
Büdi  aticb  in  «einer  neoen  Cfetlalt  forttafarm,  dem  ao  nidt^ 
tlftudUim  der  Phyaik  in  eineni  möglichst  graaten  Kreise  ii 
inebr  Liebhaber  zq  ^iflBiien! 


JLiterarlscIier   Sericlit. 


Arithni  etik. 

Gesetze  iu  den  h filieren  Zah  leugleichungcn  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekati  nten.  Von  Si  man  Spitzer. 
MU  einem  Torworle  von  Dr  Leopol.l  Carl  Schul z  von 
Stiassnitzki,  Prof.  der  Math,  am  k.  k.  üo  I  yf  echuiscben 
Institute  in  Wien.    Wien.  1849.  40. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  SimnnSpitzer,  welcher  schon 
früher  eine  im  Literar.  Ber.  St.  Lll.  N.  7lT.  angezeigte  sehr  ver- 
dienstliche Arbeit  über  die  t^leichungen  licl'ert'e,  hat  im  Allge- 
meinen den  Zweck,  die  bekannten  Ideen  von  Gauss- über  die 
imaginären  Grüssen  in  der  Theorie  Her  Gleichungen,  namentlich 
bei  deren  Au/lüsung,  zur  Anvrendurig  und  Geltung  xu  hnu^en. 
Herr  Prof.  ür.  SchuU  von  StraBsnitzki  hat  die  vorliegende 
neue  Abhandlung  mit  einem  Vorworte  begleitet,  welches  wir  in 
vielen  Beziehungen  für  so  l^rreich  halten,  dass  wir  uns  nicht 
versagen  kilnnen,  daSHelbe  unscrn  Lesern,  ea  ivcit  es  ohne  Figu- 
ren vcrstStidlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheÜen,  weil  es  zu- 
gleich den  sichersti-n  Alaassstab  für  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
stungen des  Herrn  Simon  kSpitzer  al>eiebl.  Herr  l^rafessor  Dr. 
,  Schulz  von  Strassnitzki  .spricht  sich  uämlicb  In  diesem  Vor- 
worte folgendermassen  ans: 

„Gauss  hat  die  reelle  niul  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären AusdrQcke,  und  ihre  Zulässigkeit  in  der  Rechnung 
in  den  Gnttine-r  Anzeigen  Stück  '  04  vom  Jahre  1831 
nachgewiesen;  allein  dieser  grossnrtige  Gedanke  Gauss's  spielte 
in  der  Wissenschaft  bloss  die  Rolle  eines  geistreichen  Einfalls, 
ohne  dass  von  ibu  weiter  greifende  Anwendungen ,  namentlich  in 
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der  Geometrie  gemacht  worden.  Der  von  ihm  Torgeschlägene 
Nanieu  laterale  Fseitliche)  GrSsse  statt  des  anpassenden  imagiDäre 
ist  noch  wenig  Gurchgedrungen. 

So  wie  Descartes  die  negativen  Worzein  emer  Gieichimg, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzeln  genannt »  zuerst  geometrisch  er- 
iäuterty  und  dadurch  einer  umfassendem  Gestaltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  sind  wir  auch  der  Meinung ,  dass  die 
Gauss' sehe  Anschauungsweise  der  sogenannten  imaginären  Gros- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Mathematik  durchgeführt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  bringen  wird, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Erweiterungen  der  Wissen- 
schaft entgegen.  In  dem  Vorworte  zu  Hm.  Spitzer 's  Methode, 
die  imaginären  Wnrzeln  einer  numerischen  Gleichung  zu  finden, 
habe  icn  gezeigt,  wie  man  imaginäre  Werthe  angeben  kann,  die 
in  eine  Gleichung  mit  durchgängig  reellen  Coefficienten  sabstitinrt, 
reelle  Resultate  geben*  Auf  diesen  Gedanken  fussend,  bat  es 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Resultate  zu  ermitteln,  und  so  eelang  ihm  die  geometri- 
sche Construction  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung; wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grossen  —  bisher  imaginär  genannt  —  nicht 
leere  Zeichenformen  sind,  sondern  dass  sie  in  die  Wissenschaft 
vollkommen  eingebürgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Deutung  einer  algebrai- 
schen Function  f(x)y  die  Werthe  der  unbekannten  ar  als.Abscis- 
sen,  und  die  daraus  sich  ersehenden  Resultate  der  Substitution 
als  Ordinaten  an,  wodurch  das  geometrische  Bild  der  Function 
f{x)  eine  ebene  Krumme  wird,  und  die  Punkte,  wo  die  Abscissen- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f(x)=0  geben,  weil  in  diesen  Punkten  y=:f{x) 
gleich  Null  wird.  —  Spitzer  nimmt  zur  geometrischen  Veran- 
schaulichung der  Function  /*(a:+y  V^— l)  als  Constructionsfeld  die 
Ebene  der  ay  und  zwar  so,  dass  die  x  auf  die  Achse  der  x  und 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  v  verzeichnet  werden,  ganz  im 
Sinne  Gauss 's;  die  reellen  Resultate,  falls  sich  solche  ergeben, 
werden  in  der  Richtung  der  z  angebracht.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  des 
Descartes,  nämlich  für  die  Werthe,  wo  ^=0  ist,  sondern  auch 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Linien  von  doppelter  Krüm- 
mung,^ und  durch  den  Platz,  wo  diese  Krummen  die  Ebene  der  xy 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  In- 
terpretation. Es  sei  u  eine  Tunction  von  x  mit  reellen  CoefBcien- 
ten,  setzen  wir  statt  x,  x-{-y\f  — 1 ,  so  dass : 

80  hat  rnan : 
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Da  wir  nur  die  reellen  Werthe  von  u  in  Betrachtang  ziehen 
vv ollen,  und  selbe  z  nennen»  so  haben  wir  folgende  Beoingungs- 
Sl^chungen : 

»tA(*)-3f"-^+»*.^  -  tt.  ••  W.I  =0. 
Eine  Auflösung  liegt  auf  der  Hand,  nämlich 

das  ist  nun  die  ebene  Curve  nach  der  V^erzeichnune  Descartes, 
ivelche  die  positiven  und  negativen  Wurzeln  durch  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Achse  der  x  darbietet.  Das  System  der  andern 
Cnrven  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen: 

A(*)-y».^f^  +  »*.^-  u.  s.  w.  =0; 

die  wir  inirz  durch 

z=q>{xy  y);  ipia:,  y)=0 

darstellen  wollen,  wobei,  wie  man  leicht  sieht,  der^höchste  Expo- 
nent von  y  in  if;^,  iv)=0  stets  gerade,  und  um  zwei  oder  wenig- 
attens  ^m  einen  Grad  niederer  ist,  als  der  hüchste  Exponent  von 
^  in  der  Gleichung  f(x)^0. 

Wenn  wir  nun  nach  einander  dem  x  in  der  Gleichung  ^(or,  v)=:0 
verschiedene  willkührliche    Werthe  geben,   und  den  dieser  ,Glei- 


Curvensyst< 

kfihrlicher  Werth  von  x,  uiiA  die  Gleichung  tf;(7/t,  ^)=0  gebe  für 
jf  die  Werthe  a,  6,  c,  <2,  . ..  so  erhält  man  für  t  die  Werthe 


fp(m,  a);  q>(m,  6);  ^(ot,  c)  ;  g>(in,  d); 


sehen  wir  nun  dem  x  einen  von  m  sehr  wenig  verschiedenen 
V^erth  m',  so  werden  die  Werthe  von  y  aus  der  Gleichung 
fp(mf,  y)=0  von  den  Werthen  a^  b,  c,  d,.  .  »  .  nur  wenig  ver- 
schieden sehi.  Es  seien  dieselben  a\  b\  &,  r/',  .  .  .  und  daher 
die  reaoltirenden  Werthe  von  z: 

q>(m\  a');  tf(m\  b*)\  g)(m',  c') ;  .  .  •  • 
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Ist  eben  so  wl'  von  m*  mir  sehr  wenig  verschieden,  so  werden  d^^^ 
Wurzeln  der  Gleichung  i(;(f»",  y)^0,  d,  i.  a^  6^,  c",  rf^...  vcr=3o 
a!y  b\  dy  df,,.„  ebenfalTs  nur  wenig  sich  unterscheiden,  welcbr^isie 
UDS  für  z  die  Resultate 

geben. 

Je  näher  nun  m,  m\  m"y  folglich  auch 

an  einander  liegen,  um  so  mehr  bilden 

9>(in,  tt),  (p(m\  «')>  9{ffi"y  a"),  .  .  . 
eine  stätige  Reibe  von  Punkten  einer  Curve,  eben  so 

■ ■.    ■       /    .  .     ■\-     1  ■ 
und  ebenso 

Diese  Gurven  im  Allgemeinen   von  doppelter  Krümmung  w        ol- 
len wir  conjugirte  Gurven  nennen. 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung 

a:»— 6;r2+llar— 6=0  oder  (ar^-lXa:— 2)C^-3)=();' 

setzet  man  Wer  statt  a:,  a?+^  V^—1,  so  hat  man: 

Damit  nun  u  reell  werde ,  muss  der  Factor  des  zweiten  Gl^^^' 
des  sich  auf  Null  redüciren»  und  man  hat: 

t=^fix)^\u  («).»«;  /i  («)-g-Ä(a')»*=u. 

d.  h. 

woraus : 

als  Gleichungen   der  conjugirten  Gurven,   während  die  Glc     ^' 
ehungen  der  Hauptcurve  y  =  ü  und  2=0:^— «CLr^  +  llo: — 6  sind. 


i 
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Uie  Prnjection  uuf  die  Ebene  xg  w'iiA  dnrch  ^=^j!^ — l^x-l-Il 
^geben,  welche,  wie  man  sieht,  Jie  Ulelcliun^  einer  Hyperbel 
■st,   deren  Ceutrum    x=3,   t/^sÖ,    uud    die    Scheitel   denelbev 


zu  ihren  Coordinaten  halien.     Die^a   zwei  Scheitel  treffe»  mit  dorn 
Maximum-  oder  minimuinpunkt  der  Hauptcu 

„Als  ztveites  Beispiet  dieae  uns  die  Gleichung 

«eiche  die  vier  imaginäreu  Wurzelu  ÜSV^— 1  und  2+V — I  bat, 
Mail  hat: 

i=a;4— B^e'+IB*»— 30a;  +  25-(6a:''-iac-|-t8)j*  +  »/^, 

da:'— iaK»+3fia;  — 30  — (4a;  — 6).;»=0. 

Man  erliUlt  bier 

für  a;^l;  y=z^-2i  t=U 

für  a=2,  w=+l;  i=:0." 


Herr  Prof  Dr.  Schulz  von  Strassui  txbi  erläulerl  nun 
die  beiden  vorhergehenden  Ueiapiele  sehr  deutlich  und  lehTmkhl 
durch  zwei  vollständig  ausgeführte  €ongtructionen,  und  leitet  dar- 
aus die  Eigeascbafteii  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei- 
chungea  rfickaicksichtlioh  ihrer  reellen  und  imaginären,  gleichen 
oder  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nur  bedauern  müssen, 
dass  wir  diese  Conetructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicbl 
mittheilen  künneit,  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
beigegeben  werden  kSnnea,  und  fahrt  dann  aaf  folgende  Art  fort: 

„Herr  S|iitzer  hat  vors^tehende  Betracfatoogen  zunächst  zur 
Grenzen  best  immune  der  imaginären  Wurzeln  benutzt,  wodurch  die 
Berechnung  derselben  wesentlich  erleicht^t  wird:  er  erläutert  ler- 
ner die  FäUe,  in  welchen  eine  Function  durch  imaginäre  Wcrtbe 
einen  Maximum  -  oder  Miaimumwerth  erreicht.  Zum  Schlüsse 
dehnt  er  seine  Betrachtungen  nnd  Methoden  auch  auf  die  Auflu- 
sung  von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
werden  die  Mathematiker  das  hier  Dargebrachte  ihrer  Aufmerk- 
samkeit nicht  für  unwürdig  halten,  und  die  hier  entwiikellen  Ge- 
danken zur   weitern  Uurchliibrung  in  der  Wissenschaft  bringen." 

Die  nun  folgende  Arbeit  des  Hei 
lolgendeii  Abschnitte: 

I.  Bestimmmig  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wtir- 
adn  einer  Zahlengleichung  höheren  Grades,  —    2.  Betrachtungen 


>  8.  Spitzer  zerlStlt  in  die 
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Aber  die  iiiiaginäreii  Maximum-  und  Minimumwerthe  eioer  Fun 
tion.  —  3.  Aufsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wurzel 
höherer  numerischer  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  - 
Note  über  die  imaginären  Maxima-  und  Minimawerthe  einer  Functio 

Alle  hier  gesehenen  Betrachtungen  zeichnen  sich  durch  eic 
vorzügliche  Klarheit  aus,  welche  durch  die  stets  beigegebene= 
mit  grosser  Mühe  vollständig  ausgerechneten  Beispiele  noch  ftet 
erhübet  wird,  so  dass  wir  diese  Abhandlung  allen  Lesern  di 
Archivs  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 

Herr  S.Spitzer  schliesst  seine  Arbeit  mit  den  bescheidene^'  ^^ 
Worten:  „Sollte  irgend  Gutes  dieser  Aufsatz    enthalten,  so  g»  "S^' 
bührt  der  Dank  hierfür   einzig  und  allein  meinem  Lehrer    HerK^  "^^^^ 
Prof.  Schulz.    Er  war  es,  der  mich  stets  in  dieser  Wissenscha^^^^ 
ieitetete,  und  mit  seinem  Rathe  unterstützte.    Ohne  ihn  hätte  ic-^-*^" 
diese  Arbeit  wohl  nie  zu  Stande  gebracht.*^ 

Vergleichen  wir  demnach   den  Anfang  und  das  Ende   dies^ 
vorzüglichen  Schrift,   so   haben  wir  das  nuchst   erfreuliche  BiB- 
eines ausgezeichneten  Lehrers  und  trefflichen  Schülers   vor   unab 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf   das  Freudigst 
und   Innigste  anzuerkennen  sich  bestrebt,  ein  Beispiel  der  Aner 
kennung  gegenseitigen  Werthes,  das   In  unserer  Zeit  nicht 
sehr  häufig  Ist 

Der  vorhergehenden  Abhandlung  hat  Herr  S.  Spitzer 
bald  eine  zweite  folgen  lassen,  unter  dem  Titel: 


ihr 


Skizzenaus  demGebiete  der  höheren  Gleichangec^     ^^ 
Von  Simon  Spitzer,  Assistenten  der  Elementar-*  un»     ^^ 
Höheren  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institut«        ^' 
Wien.  1850.  4. 

die    sich    den    beiden     vorhergehenden   in   würdiger  Weise 
reihet,  und  von  der  er  selbst  sagt,  dass  er  in  derselben  Manchem 
allgemeiner,  Manches  strenger  aufgefasst  habe,  als  in  den   frQh 
ren  Aufsätzen,  und  dass  zugleich  manches  Neue  von  ihm  beie< 
fugt    worden  sei.      Bei  der  Ausdehnung,    welche  diese  Anze 
schon  erhalten  hat,  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  bl 
sen  Angabe  des  Hauptinhaltes  begnügen : 

1.  Geometrisches  Bild  der  binomischen  Gleichungen  z=i^^^i, 
2.  Geometrischer  Ort  der  symmetrischen  Functionen  der  Wui^c  -V- 
zeln.  —  3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten^K:  ^^  '• 
a.  Bei  Gleichunsen  mit  Einer  Unbekannten.  6.  Bei  Systemen  yo^i==^° 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  ^c.  Bei  Systemen  voc  ^^cDn 
mehreren  Gleichungen  mit  melirereu  Unbekannten.  Den  Schlus^^^^ 
dieses  Abschnitts  bilden  Betrachtungen  specieller  Fälle  bei  zw^^  '^'^ 
Gleichungen  höheren  Grades. 


• 


Mögen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung,  welche  si.^^^^ 
gewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  möglidi  recht  hdl^^J^ 
finden ,  und  zu  weitern  Untersuchungen  über  die  iraglichen  wicl 
tigen  Gegenstände  reichliche  Veranlassung  geben! 


/ 


Astronomie. 


[)r.  J.  H.  Mädler,  Kais.- 

Vierte,  völlig  unige- 

I  Atlas,  SOTafeln  ent- 


Populäre  Astronomie.  1 
Russistheiu  Staatsratbe  u. 
arbeitete  Auflag«.  Nebst  e 
halteod.    Berlin.  1840.  8. 

Ein  Buch,  welclies  in  einer  vierten  Auflage  vorliegt,  ninS8  sich 
wohl  die  Gunst  des  Publikums  ia  vorzügliuneiu  Grade  erworben 
haben,  und  ei»  ürtbeil  darüber  zu  fallen,  ist  kaum  noch  an  der 
2eit.  Wir  verkennen  auch  die  Vorzüge  dieses  Werken  keineswegt!, 
und  sind  selbst  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  gewisser  Kücksicnt 
für  dfl)  Munii  von  Fach,  der  die  Wissenschaß  schon  kennt,  fast 
noch  mehr  Werlh  bat  als  Ifh'  den  lilossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  werthvoller  ZusammeDstellungen  über  die  Topographie  des 
Planetensystems  der  Sonne,  die  Kometen,  die  Fixsterne,  die  Ne- 
belflecke, die  Doppelsterne  u.  s.  iv.  enthält,  die  man  bis  auf  die 
neueste  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  Werke  von 
ähnlicher  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  dSrUte,  §u 
dass  auch  uns  selbst  das  Buch  in  dieser  Beziehung  manche  dan- 
kensnerthe  Belehrung  gewährt  but  und  Gllers  von  uns  zu  Rathe 
gezogen  worden  ist.  Wenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  wissen- 
^cbarilicbe  Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freilich  ofl'en  beken- 
nen, dass  wir  bei  derselben  eine  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
den  Leser  nach  und  nach  zu  einer  vollständigen  Kenntniss  des 
grossen  Weltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  so  treu  als 
möglich  dem  nistorischeo  Entwicklungsgange  der  Astronomie  folgt, 
so  gut  wie  ganz  vermii^st  haben.  \Vir  glauben,  dass  es  nament- 
lich in  einem  poi>olären  Werke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
senschaft so  zneckmässig  ist,  sich  dem  historischen  Entwickelungs- 
gange  derselben  möglichst  eng  anzuschliessen  •  als  gerade  in  der 
Astronomie,  und  sind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
sich  nur  allein  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
Denn  was  hilft  die  Angabe  alter  einzelnen  Erklärungen  und  Ge- 
setze, ohne  dass  man  auf  einem  im  eigentlichen  Sinne  heuristi- 
schen Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht;  ohne  eine  solche 
heuristische  Darstellung  sinkt  der  formelle  Nutzen  lilr  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  li och  anzuschlagen  ist,  auf  Null 
herab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlung 
von  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darstellunes- 
weise  angeben,  so  ist  dies  freilieb  in  gewisser  Rücksicht  Sache 
des  Geschmacks,  wir  aber,  von  unserm  Standpunkte  aus,  wüssten 
in  äer  That  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zweite']  Ausgabe  von  Biot's  Astronomie  physique,  lo  der 

'}  Die  Dcaimte,  jetzt  ic^inn  1>ia  lu  vier  starken  Baiiden  ange  wach  Ken«, 
dritte  Auaeatic,  die  der  trefflieho  hochbejahrte  Verfasaer  niicli  nicht  za 
Knde  geführt  Iml,  diirfle  nicht  den  Redörftiiraen  der  HGnner  vom  Fach 
rnlHprerheii ,  sctiim  Ihre»  grimen  Uinfiin^^B  we^-en  -  daija  schon  dlo 
'     '  '"   '■       "     '  '      ■   'e  ftt«t  «meJ  cntite  1'lielle  f"" 


■ 
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wir  immer  eine  wahrhaft  populäre»  nur  ein  äusserst  geringes  Maass 
mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmende,  dabei  zu- 
gleich durch  die  Sprache  huchst  ansprechende  Darstellung  ge- 
itinden  haben,  and  mSchten  sehr  i^ünschen,  dass  einmal  ein  in 
diesem  Biot^schcn  Geiste  verfasstes»  bis  zu  den  neuesten  Entdek- 
kungen  fortgeführtes  populäres  Werk  erscheinen  mOchte. 

Solche  Formeln  wie  im  vorliegenden  Werke  aus  der  Theorie 
der  Planetenhewegune  auf  8.  100.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  ohne 
alle  Ucductioii  angefunrt,  und  selbst  durch  numerische  Beispiele 
zu  gebrauchen  eelehrt  worden  sind,  helfen  dem  Manne  von  Fach 
gar  nichts,  und  dem  gewohnlichen  Liebhaber  oder  Dilettanten 
sind  sie  iiattirlicli  böhmische  Dörfer.  Ungeachtet  aller  Achtang 
vor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  kunnen  wir  daher  in 
diesem  Werke  doch  keine  ganz  gleichraftssige  Darstellung  erken- 
nen, die  den  Leser  unter  Voraussetzung  der  allereinfachsteD 
Lehren  der  Geometrie  und  allenfalls  noch  der  TrigonometHe  auf 
heuristischem  Wege  und  an  dem  Faden  der  historischen  Entwik- 
kelung  zu  einer  uiuglichst  vollständigen  Kenntniss  des  grossen 
Welt^ebäudes  fuhrt,  and  ihm  ein  Staunen  abnothigt  über  die  Grosse 
und  Starke  des  menschlichen  Ci^istes,  der  —  und  in  der  Tbat 
doch  meistens  aaf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nicht  bi9 
in  die  tiefsten  Tiefen  hinabzusteigen  beabsichtigt  —  Mittel  niid 
SVege  fand,  in  die  Geheimnisse  des  W'eltalls  emzadringen,  nnd 
bei  aller  scheinbaren  Unresehnässigkeit  der  sichtbaren  Beweffon- 
gen  der  W^ltkorper  die  streng  ereisetzmfissige  Ordnung  denflicb 
zu  erkennen,  welche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  so  gros- 
ser W*eisheit  darin  einiofirte.  Absichtlich  kehren  wir  aber  noch- 
mals zu  dem  Eindränge  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie- 
derholt gern  an.  ilass  dieses  Werk  in  Bezug  auf  die  Topographie 
des  Himmels  sehr  werth volle  Zusammenstellungen  enthält,  die 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlich  in  gleicher,  bis 
auf  die  neuesten  Zeiten  herabreichender  Vollständigkeit  finden 
darfte. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  'vorzuglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbesttmmung 
von  Dr.  A.Sawitsch.  Professor  der  Astronomie  an  der 
Kaiserichen  Universität  zu  St.  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Gutze.  Mit  meh- 
reren im  Originatwerke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen.   Erster  Band.     Hamburg.   1850.  S. 

Schrifton  ühtT  praktische  A$front>niie  besitzen  wir  namentlich 
liQ  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  älteren  Werke  von 
Kussler  und  dem  neueren  von  Ja  hu  wiisste  ich  in  der  deutschen 
I/iteratur  kein  Werk,  welches  diesem  wichiijen  GosenstaniJe  aus- 
schliesslich gewulniot  n^re.  wenn  ar.ch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Schri."tcn  tr«»rtlicho  A?;!«»»:r.:  ,;eri  r\i  ;istron'inii sehen  Be- 
obachtunson  und  Ixc^^hnun-jcn  oi^:ha'.:c:  >i"d.  ^or  allen  in  den 
Kunigsberger  Hcohach  tunireii  ■  iti  l>  oh  neu  berger's  wenn 
.-luch  älterer,  doch  immer  noch  klassischer  An  I  ei  tun  g  zur  geo- 
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raphischen  Ortsbestimmung  vorsüglich  mittelst  de« 
ipiegel-Sextanten,  in  R(imlcer*8  Handbuch  der  Schiff- 
fahrts  künde,  in  den  verschiedenen  astronomischen  Zeitschriften» 
u.  s.  w.  Aber  ein  Werk,  welches,  hauptsächlich  in  Bezug  auf 
geographische  Ortsbestimmuns,  die  neuere  Beobachtungskunst  in 
siemlicher  Vollständigkeit  lehrte,  besitzen  wir  nicht,  und  die- 
sem Bedürfnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetzt  in  seinem  ersten 
Bande  uns  vorliegende  Werk  des  Herrn  Professor  Sa  witsch  in 
ausgezeichneter  Weise  ab.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich,  ohne 
Weitschweifigkeit,  grosser  Deutlichkeit  und  möglichster  Einfach- 
heit in  der  Darstellung  befleissigt,-  auch  eine  möglichst  geringe 
Anzahl  von  Vorkenntnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometrie 
und  die  leichtesten  Lehren  der  Differentialrechnung  zum  volLstäudi- 
gen  Verständniss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen,  namentlich 
auch  der  Gebrauch  der  analytischen  Geometrie  bei  der  Bestim- 
mung der  Fehler  der  Instrumente  u«  s.  w.  fast  ganz  auseeschlos- 
sen  worden  ist,  was  wir  bei  einem  Werke  von  der  Tendenz  des 
vorliegenden  nur  billigen  können;  die  beschriebenen  und  zu  be^ 
richtigen  gelehrten  Instrumente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
und  zum  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  and  allgemein 
verbreiteten  transportablen  Instrumente,  von  denen  auch  immer  sehr 
deutliche  Abbildungen  gegeben  worden  sind;  die  Formeln  sind 
nicht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  praktische  Richtung  ver- 
folgenden Werken,  bloss  angegeben,  sondern  Immer  mit  hinreichen- 
der Vollständigkeit  vollständig  abgeleitet,  wodurch  natfirlich  die 
eigentlich  wissenschaftliche  Gestalt  des  Buchs  sehr  gewonnen 
hat  und  dasselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  zu  einem  wahren 
Lehrbache  gemacht  worden  Ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
Gegenstand,  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  ganze  Tendenz 
des  Buchs  vorgezeichneten  Kreise,  vereebens  Rath  und  Belehrung 
suchen  wird;  alle  behandelten  Aulgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  deutlich  erläutert;  übrigens  trägt  das  Werk  ganz  den 
Stempel  der  Eigenthürolichkeit,  und  Herr  Professor  Sawitsch 
bat  auch  manche  ganz  neue  Methoden  beigefSgt,  wie  man,  um 
nur  Eines  zu  erwäiinen,  z<  B.  aus  dem  Anhange  zum  dritten  Ab- 
schnitte: „über  eine  etwas  veränderte  Anwendung  der  Bessel' 
sehen  Methode  zur  Bestimmune  der  Polhuhe  durch  das  Durch- 
gangs-Instrument,  nebst  einem  Beispiele**  sehen  kann.  Kurz  wir 
sind  der  Meinung,  dass  Herr  Professor  Sawitsch  durch  Heraus- 

f^abe  dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  W^erks  nament- 
ich  um  alle  die,  welche  aus  Neigung  oder  Beruf  geographische 
Ortsbestimmungen  zu  machen  sich  anschicken  wollen,  ein  wah- 
res Verdienst  erworben  hat,  und  danken  ihm  in  deren  Namen  hier 
aufrichtigst  daför.  Gleichen  Dank  verdient  aber  auch  der  Herr 
Uebersetzer  för  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewiss  vielen  deutschen  Beobachtern 
ganz  unbekannt  geblieben  sein  würde.  Da  wir  der  russischen 
Sprache  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Original  werk  nicht  vot 
uns  liegen  haben,  so  können  wir  freilich  ein  eigentliches  Urthcnl 
über  die  Uebersetzunff  nicht  aussprechen ;  aber  so  viel  können  wir 
aus  vollkommenster  Ueberzeugung  versichern,  dass  dieselbe  sich 

Saoz  wie  ein  Original  werk  lies't,  und  fügen  daher  nur  noch  hinzu, 
ass  auch   Herr  Professor   Sawitsch   selbst    die  Uebersetzung 
genau  durchgegangen  und  laut  der  Vorrede    über    dieselbe  das 
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Urtheil  gelallt  hat:  „dass  überall  der  8inn  des  Kassi  sehen 
OriainalcB  treu  und  scharf  wiedergegeben  sei"  was  ja 
bei  der  üebersetzung  eines  mathematischen  Werlcea  eigentlich 
Alles  ist,  was  man  verlangen  kann.  Ausserdem  hat  die  Ueber- 
setzung  durch  manche  Zusätze  des  Herrn  Verfassers  wirkliche 
Vorzüge  vor  dem  Originale.  Bei  einem  Werke  nie  da«  Tnrlie- 
gmde,  halten  nir  uns  xu  einer  etiras  genaueren,  als  dies  sonst 
fn  diesen  literarischen  Berichten  zu  geschehen  pflegt,  Angabe  sei- 
nes Inhaltes  verpÜicbtet,  die  wir  im  Folgenden  uns  zu  geben  «r- 
lanben : 


S,  I.  Einleituna.  Diese  73  Seiten  starke  Einleitung  ent- 
hült  aus  der  theoretischen  Astronomie  alles  da^enige,  was  xatn 
Verständniss  der  verschiedenen  pfahtischen  Operationen  Both- 
wendig  ist,  also  die  wichtigsten  allgemeinen  astronomischen  Btt- 
griffe;  die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  von  den  Constanten, 
welche  hei  der  Reduction  des  scheinbaren  Orts  eines  Gestirns 
auf  seinen  mittlem  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  von  d«r 
astronomischen  Strahlenbrechung,  von  der  Parallaxe  ,  die  Theorie 
des  astronomischen  Fernrohrs,  die  Theorie  des  Niveaus,  immer 
mit  bestimmter  Rückt>icht  auf  das  Praktische,  nortinter  auch  selbst 
geübte  praktische  Astronomen  manches  fiiir  sie  Lehrreiche  findeo 
werden.  —  S.  74.  Ertter  Abschnitt.  Beschreibung  and 
Gehrauch  der  Instrumente.  Die  in  diesem  Abschnitte  be- 
schriebenen und  in  jeder  Beziehung  vollständig  theiteti^ch  behan- 
delten Instrumente  sind  das  Durchgangs -Instrument,  der  astrono- 
mische Theodolit  und  das  Universal-  Instrument.  Die  Thenrie 
dieser  Instrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dass  kein  Umstand, 
den  die  neuere  Beobachtungfskunst  zu    uerQcksicbtigen    für   Dötfaie 

.  gefunden  hat,  unherucksicbtiijt  geblieben  ist.  Ausserdem  entbSU 
dieser  Abschnitt  sehr  schüiie  Belehrungen  aber  die  Fehler  der 
Gradtheilnngen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  Be- 
handlung der  astronomischen  Uhren.  —  S.  '24^1.  Ztteiter  Ab- 
Mchnitl.  Bestimmung  der)  Breite  und  der  Zeit  durch 
die  Messung  von  Zenithdlstansen.  Bestimmung  der  Breite 
aus  Circummeridian  •  Hüben.  Bestimmung  der  Breite  durch  den 
Polarstern.  Zeitbestimmung  aus  Zenithdlstanzen.  Zeit-  und  Brei- 
tenbestimmung,  wenn  beide  unbekaunt  sind.  Zeitbestimmung  aus 
correspnndirenden  Hüben.  Ausserdem  enthKIt  dieser  Abschnifl 
»och  viele  höchst  lehrreiche  und,  wenn  durcb  die  BeobachtaDgen 
möglichst  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  fauchst  wichtig« 
allgemeine  Betrachtungen.  —  Dritter  Abschnitt.  Zeit-  unä 
Breiten-Bestimmung  mittelst  des  Durchgangs-Instr-«- 
ments.  Allgemeine  Theorie  des  Durchgangs -Instruments.  Z^&- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  -  InstrnnieB  Aa' 
1.       Wenn     das     Instrument     un    Meridian     aufgestellt    ist.  ^ 

Im     Vertikale   des    Polarsterns.      Allgemeine    Bemerkungen    JL."^** 
die  verschiedeaen  Methoden  zur  Zeltbestimmung.    Kessel  sehe 
thode  die  Polhiihe  durch  das  Durchgangs  -  Instrument  zu  b 

'  snen.    Praktische  dabei  zu  befolgende  Regeln  und  Beispiele,    m 
bang  zur  Bessei'echen  Methode  vom  Verl^ser  mit  einem  BeispL 

Vierter    Abschnitt.      Von    der    Bestimmung    des    A '•" 

muths  eines  gegebenen    irdischen  Gegenstandes.        ^S* 
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«tinimune  der  Zeit  vnd  des  Aslmutha  aus  den  gemesseoea  A^- 
muth  -  Unterschiedell  ton  Gestirnen.  Ueber  den  Einfloss  der 
tödlichen  Aberration  auf  die  Terschiedenen  Polar -Coordinaten  der 
Grestirne. 

Wir  sehen  dem  Erscheinen  des  twelten  Theils  dieses  Weit», 
welcher  u.  A.  auch  die  Gäuss'sobe  Methode  zur  Berechnung  der 
Sonnenfinsternisse  enthalten  wird,  mit  grossem  Verlangen  entge* 
ffen,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erstatten. 
M5ffen  die  Leser  des  Archivs  die  grossere  AusfBhrlichkeit  der 
vorhergehenden  Anzeige,  als  sonst  in  diesen  literarischen  Berichten 

ßewöhnlich  ist»  mit  der  Wichtigkeit  des  vorliegenden,  reiche  Be- 
»hrung  gewährenden  Werks,  durch  dessen  Herausgabe  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erwor- 
ben hat,  und  das  gewiss  wesentlich  dazu  beitragen  wird,  dass 
wir  bald  noch  mehr  genaue  geographische  Ortsbestimmungen  er- 
balten werden,  als  dies  bis  jetzt  schon  der  Fall  ist,  entschrndigen. 
Wir  hallen  es  zugleich  für  unsere  Pflicht  gehalten,  durch  die 
obiee  ausführlichere  Anzeige  zu  einer  möglichst  baldigen  weiten 
Verbreitung  und  Bekanntwerdung  dieses  verdienstlichen  Werks 
das  Unsrige  nach  Kräften  beizutragen. 


IV  a  u  1 1  k. 


Handbuch  der  Schiffahrts-Kunde  mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns  -  Tafeln,  zwei  Seekarten,  zwei 
Sternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Auf- 
trage der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei- 
tung mathematischer  Kenntnisse  verfasst  von  C.  Rüm- 
ker,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Schule 
an  Hamburg  u.  s.  w.  Fünfte  mit  stereotypirten  Tafeln 
versehene  Auflage.    Hamburg.    1860*  8. 

Wir  freuen  uns  ungemein,  das  von  uns  im  Literarischen 
Ber.  Nr.  XXII.  S.  340.  Über  die  im  Jahre  1844  erschienene  vierte 
Auflage  dieses  ausgezeichneten  Handbuchs  ausgesprochene  vor- 
theilbafte  Urtheil  durch  das  so  baldige  Erscheinen  aer  vorliegen- 
den fünften  Auflage  so  vollkommen  bestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
ist  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
erfreulicher  Beweis,  dass  die  wissenschaftliche  Beschäftiffung 
mit  den  nautischen  Wissenschaften  immer  mehr  Theilnanme 
findet  und  an  Verbreitung  gewinnt.  Natürlich  gilt  von 
dieser  neuen  Aufla^ge  alles  diä,  was  wir  a.  a.  O.  über  die 
vierte  Auflage   gesagt  haben,  und  wir  wfissten  jener  Anzeigein 
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der  That  letzt  nichts  weiter  hiozuzufSgeoi  als  die  fol^nde  kurze 
Anzeige  der  Vetbesserungen  und  Vermehrungen  d^  fänden  Auf- 
bge.  Seite  293 — 296  sind  die  zahlreichen  auf  Hamburger  Sdiif- 
fen  angestellten  magnetischen  Beobachtungen  aufgenommen  wor- 
den, und  der  Herr  Vf.  findet  in  diesen  Beobachtungen  den  Be- 
weis»  dass  sein  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  ausgesproche- 
ner Wunsch,  ein  Observations-Buch  auf  Schiffen  eingeführt  za 
sdien,  wenigstens  theilweise  in  ErfiSlIung  gegangen  sei.  Unter 
den  Verbesserungen  weiset  der  Herr  Vf.  vorzugsweise  auf  den 
$•  268w  von  ihm  gemachten  Vorschlag  hin,  statt  der  wahren  Di- 
stanz, die  wahre  Kectaseension  des  Honds  aus  der  beobachteten 
Distanz  zu  berechnen,  weil,  abgesehen  von  der  dadurch  in  der 
Ephemeride  ersparten  Seitenzahl,  die  Veränderung  der  schon 
von  Stunde  zu  otunde  im  Nautieal  Almanac  angegebenen  Recta- 
scension  des  Mondes  der  Zeit-Aenderung  mehr  proportional  ist, 
als  es  die  der  kleinen  Distanzen  des  Mondes  von  ausserhalb  sei- 
ner Bahn  gelegenen  Fixsternen  sind.  Dass  die  nautischen  Tafeln 
ihrem  grosseren  Theile  nach  stereötypirt  worden  sind,  ist  ge- 
wiss auch  ein  Vorzug  der  neuen  Ausgabe  vor  der  älteren. 


M5ge  dieses  verdienstliche  Buch  fortfahren,  gründliche  nan- 
tische  Kenntnisse  so  allgemein  wie  möglich  unter  dem  betreffen- 
den Publikum  zu  verbreiten. 


Berichtigung. 

lo  dtem  voriiergeheodleB  LiterarischeB  Berichte  Nr.  LVIII.  raätseB  die 
Seitenzahlen  286,  287,  268,  n.  s.  w.  292  heitten:  7S6,  787,  788,  a.  t.  w. 
792,  wat  man  gefälligst. zu  verbeMern  bittet. 


mra' 


Xiterarlisclier   Berielit. 


Oeometrie. 


Grenz  -  Besliiiiniungen  i)ei  Ver^leichungen  von 
Kreisen,  welche  von  demgetben  Dreieck  abhSAgie 
sind,  «otTohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  Dreieck 
selbst  VC»  Dr.  D.  E.  L.  F.ehmus,  Professur  der  M4the- 
matik  an  der  Kihiigl.  Artillerie-  und  IngenieursCbtfte 
u.  «.  w.  zu  Berlin,    llelpzig.    1H5I.    »".    lOSgr. 

Dieses  Schriftchen  enthält  acht  Anrgaben,  die  ivir  angehen- 
den Miithematikern  zur  Uebung  en]|)fehlen.  Wir  viollen,  um  diese 
Aufgaben  im  Allgemeine»  einigerniasfien  zu  charalcterisiren  i  die 
erste  und  die  Mebeiile  angeben,  indem  nir  bemerken,  dass  a, 
ß,  y  die  Winkel  des  üreiecks  bezeichnen,  wobei  die  «  gegea- 
ffberstehende  Seite  stets  als  Längeneinheit  angenommen  ist.  We^en 
der  übrigen  Aufgaben  erlauben  nir  uns  die  Leser  auf  das  empleb- 
hmgswerlhe  Schrilkhen  selbst  zu  verweisen.  Ertte  Aufgabe. 
UeV  Inhnit  des  um  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses soll  »\c\\  zu  dem  in  dasselbe  eingeficbriebenen 
Kreise  wie  n^A  verhalten.  Zu  bestimmen:  l.  Die  Glei- 
chan«  zwischen  a,  8,  y  und  n.  II.  Die  tirenaen  für  n. 
m.  Die  Relation  zwischen  <i  und  n,  wenn  vz^QO"  seio 
soll.  fV.  Die  Gleichung  zwischen  y  und  n.  ffir's  gleich- 
8cheukli";e  Dreieck,  also  für  o  =  |3.  V.  Die  Abhängig- 
keit der  Werfhe  von  a  und  n  von  einander,  wetin  über- 
haupt entsprechende  Dreiecke  existiren  sollen- 
Band.  XV.  60 
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VI.  Numeriiiche  Beispiele.  —  Siebente  Aufgabe.  Die 
Samroe  der  Fläehenräume  der  vier  die  iSeiten  des- 
selben Dreiecics  tangentireudeo  Kreise  and  der  des 
um  dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  soll  einer 
gegebenen  Zahl  p=^mn  gleich  werden.  Zu  bestim- 
men: 1.  Die  Gleichung  zwischen  a,  ß,  y  und  m. 
U.  Die  Grenzen  für  m.  III.  Die  Vergleichune  zwi- 
schen a  und  my  wenn  )r=:90^  sein  soll.  IV.  Die 
Vergleichune  zwischen  y  und  m,  wenn  a=:|3  wer- 
den soll.  V.  Für  welche  Relation  zwischen  a  und 
fii  Überhaupt  aus  1.  einem  Dreieck  entsprechende  Wer- 
the  für  ß  sich  ergeben  kOnnen.  VI.  Numerische  ßei- 
spiele.  ->  Man  siebt  schon  aus  diesen  beiden  Aufgaben,  das« 
diese  kleine  Schrift ,  wenn  auch  im  Ganzen  nur  acht  Aufgallen, 
doch,  wenn  dieselben ,  wie  es  in  der  Schrift  selbst  sehr  zweck- 
massig  geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemlicli 
reichen  Stoff  von  Uebungen  darbietet  Es  macht  uns  Freude, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen«  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Herr 
Verfasser  immer  noch  rüstig  fortf&hrt,  ausser  durch  mündlichen 
Unterricht,  auch  durch  Schriften  den  Lernenden  sich  nützlich  za 
machen. 


ST  a  11  1 1  k. 

Cours  complet  ä  Tusage  des  officiers  de  la  mario« 
marchande,  par  Levret  ain^>  Professeur  d'Uydrogra- 
phie  de  premi^re  classe  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Arithmätique.  Paris.  1849.  8.  —  Deuxieme  Partie.  G^« 
om^trie.  Paris.  1850.  8.  —  Troisi^me  Partie.  Naviga- 
tion. Paris.   1850.  8.   Alle  drei  Theile  4  Thlr.  10  8gr. 

Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  gewühnr- 
liehen  Elemente  der  Arithmetik »  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste- 
reometrie und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohne 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaften 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  was 
doch  namentlich  z.  B.  in  der  Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
der  Fall  sein  können ,  in  Bezug  auf  näherungsweise  [nhaltsberech- 
nungen  u.  dergl.  Der  dritte  Theil  enthält  die  „Navigation*' 
wie  die  Franzosen  sagen,  d.  h.  die  Steuermannskuude  (Pilo- 
tage).  Die  erste  Abtheilung  enthält  einen  „Pr^cis  de  Phy- 
«i  (fu  e  'S  worin  wir  in  ziemlich  bunter  Weise  das  Parallelogramm  der 
Kräfte^  die  allgemi»ine  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 
cip  des  Archimedes,  das  Barometer,  die  Pumpen,  etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschluss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Gesetze  der  Reflexion  und  Refraction,   die  astronomische  Strahl 


I  ; 
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lenbrechung,  und  io  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden  die 
nautischen  Instrumente  (Sextant,  Spiegelkreis,  Vemier,  Compass) 
und  die  Dampfmaschine  finden.  4^er  über  die  für  den  Seemauo 
80  wichtigen  Elemente  der  Statik ,  über  den  Schwerpunkt,  fiber 
die.  einfacheii  Maschinen  u.  s*  w.  kommt  in  diesem  „Pr^eis  d« 
Physique'^  gar  nichts  v.pr,.  was  gewiss  dicht  gebilligt  werden 
kann»  wenn  der  Verfasser  einmal  die  Grundlehren  der  Physik 
in  sein  W^rk  aufnehmen  wollte,  wovon  wir  uns  Gelegenheit  zu 
nehmen  erlauben,  das  in  höchst  eleganter  ganz  elemeut^er  Weise 
Ter&sste  Werkchen  des  berühmten  Monge:  „Traitä  älämeo 


taire  de  Statiqtte  a  Tusage^des  ecoTes  de  la  marine  uar 
Craspard  Monge.  Cinquieroe  ädition.  Revue  par  M.  Ha* 
chette.    Paris    1810.    o.    hier  wieder  in  Erinnerung  zu  briii 


gen,  da  es  zu  unserm  grüssten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
scheibt.  Auf  den  ,^Pr^cis  de  Physique''  folgt  ein  „Präcis 
'd!Astronomie''  der  uns  auch  nicht  mehr  als  der  „Pr^cis  de 
Physique''  befriedigt  hat,  und  dann  kommt  aufpag.92. bis pag. 232, 
die  eigentliche  „Nävi gation'*  oder  „Astronomie  nautiaue**. 
Wir  glauben  uns  einer  ausfuhrlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Abthei* 
lung  enthalten  und  mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  zu' 
können,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer- 
mannskunde in  einer  ziemlich  guten  Ordnung  und  in  deutlicher 
und  einfacher  Darstellung  enthalten  und  überall  durch  zweckmäs- 
sige Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir  diese  Abthei- 
lung  dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  blQss  das  Gewöhn* 
Kchste  seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,  wohl  empfehlen 
können,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  Küsten 
u.  dergl.  gar  nichts  in  diesem  Werke  enthalten  ist.  Der  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  708.  kurz  angezeigte  Trait^  ölämen» 
taire  de  navigation  ä  i'usage  des  officiers  dela  marin« 
militaire  et  de  la  marine  du  commerce  par  V.  Caillet. 
T.  L  IL  Brest.  1848.  1846.  8.  enthält  alles  dem  Seemann  zu 
wissen  Nöthi&e  weit  vollständiger  und  in  wissenschafUicherei;  Dar» 
Stellung  als  das  vorliegende  Werk,  und  wir  erkennen  dessen  Vor- 
züge vor  manchen  anderen,  namentlich  französischen  Werken 
desto  mehri  je  mehr  und  je  länger  wir  uns  desselben  bei  eige- 
nen Studien  bedienen,  weshalb  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  insbesondere  a.  a.  O.  uns  nur  mit  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begnügen  mussten. 
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